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UNUSUAL RADIOACTIVITY OBSERVED IN THE 
ATHMOSPHERICAL PRECIPITATION IN DEBRECEN 
(HUNGARY) BETWEEN APR. 22—-DEC. 31, 1952 


By 
A. SZALAY and D. BERENYI Sen. 


THE INSTITUTE OF EXPERIMENTAL PHYSICS AND THE METEOROLOGICAL INSTITUTE, 
DEBRECEN UNIVERSITY, DEBRECEN 


(Received: 3. VII. 1953.) 


The authors investigated, by means of an end window f-counter tube Geiger-Miiller 
equipment the activity of precipitation fallen in Debrecen between April 22—December 31, 
1952. At times the precipitations showed radioactivity, which proved to be due to 
fission products deriving from atomic explosions. These anomalous activities, with a lag of a 
few days, were in correlation of time with the atomic explosions published during the same 
period. The order of magnitude of the activity calculated for a precipitation of an area of 1/50 
sq. metres was 10—1! Curie. Calculating this figure to the whole surface of earth it appears 
obyious that this activity refers to the average value of activity of the whole surface or possibly 
of the northern hemisphere of the earth rather than to the activity of air masses incidentally 
drifted here. It appears from the investigations that by using an equipment of adequate sensiti- 
vity the fission products of an atomic bomb may be registered even at very considerable distan- 
ces. The authors are of the opinion that by systematical and internationally organised obser- 
vations of air masses which were imparted activity by way of atomic explosions or in any 
other way, the problems of general circulation, the movement of air masses and their- 
interchange between the two hemispheres could be most efficiently studied and thereby the 
solution of the most recent problems of meteorology approached. 

Recently, several authors have been successful in detecting fission products 
in the atmosphere, as well as in the precipitation, even at very considerable 
distances from the sites of atomic explosions [1], [2], [3], [4], [11], [12]. 

By measuring instruments of adequate sensitivity it seemed possible, 
to show the activity deriving from even greater distances. This assumption 
induced the authors to collect the precipitation since April, 1952, fallen in 
Debrecen, Hungary, and to subject the quantity thus collected to systematic 
radioactivity tests. 

A measuring equipment earlier designed in the Institute of Experimental 
Physics by one of the authors (A. Szalay) for tracing radioactive isotopes proved 

| to be sensitive enough for this purpose. It was a Geiger-Miiller counting 
equipment consisting of an end-window-type counter tube provided with an 
aluminium window 25 mm in diameter and 0,1 mm thick, further an adequate 
amplifier, a stabilized high tension power source, an impulse recorder, etc., of 
which the counter tube and the lead shield are presented in Fig. 1. The counter 
tube was fitted with a straight tungsten wire of 0,1 mm, ending in a small glass 
bead. A small drawer served for pushing the sample cups below the window 
of the counter tube, each of which was 24 mm in diameter and 7 mm deep, the 
: thickness of its wall being about 2 mm. The window could be Sas by 
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B-rays of medium hardness without any remarkable absorp en: but of an 
it completely withheld all of the a-rays. The seni of the ghee ae 
for y-rays was about two orders of magnitude lower, consequent y the 
counter did not measure anything but /-rays. The lead shield was thick enough 
(40 mm) to absorb a considerable part of radioactive y-rays of the background. 
The zero-effect of the equipment varied between 13 and 14 impulses per minute, 
The sensitivity of the measuring instrument was limited by the slight fluctuation 
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Fig. 1. End-window Geiger-Miiller counter tube in a 4 cm thick lead shield. The preparation | 
placed in a glass cup may be pushed in a drawer below the 0,1 mm thick aluminium window 
of the counter tube. 


of the zero-effect and the inevitabie statistical errors of particle counting. The | 
geometricai efficiency of the apparatus amounted to 12,4%. Standardising | 
was carried out by the use of a (UX,) standard source emitting S-rays of known | 
intensity, which allowed expressing the measured activity of the samples also | 
directly in Curieunits. This, however, meant neglecting the absorption of the 0,1 
mm thick aluminium window, because we did not know the energies of B-rays 
emanating from unknown active substances measured in the samples. Except 
for soft B-rays, the absorption did not amount to any considerable value. 

The atmospherical precipitation (rain and snow) collected in a standard 
raingauge of the Meteorological Institute (159 mm in diameter and a circular 
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tarea of 200 sq. cm.) was acidified by a small quantity of pro anal. hydrochloric 
}acid, evaporated in porcelain dishes and then pipetted into the counter cups of 
|standard type, whilst taking care that the traces eventually adsorbed to the 
jwall of the porcelain dishes should be completely washed off by hydrochloric 
acid into the sample cups. The quantity of the collected precipitation varied 
according to the intensity of the rainfall from a few to some hundred of ml. 
| After drying, the samples were measured. A period of time of at least 48 hours 
felapsed from the fall of precipitation to the measurement, and proved to be 
sufficient to allow the natural short-lived radioactive substances precipitated 
Hfrom air and deriving from radium and thorium emanation, respectively, to 
decay completely and leave the measuring operations undisturked. (RaB C...; 
ThB C...). The radon content of air varies in the range of 10~14—10~ 3 Curie/ 
litre. The presence of natural radioactive matter in the sample cups appeared 
to be excluded, nor could gaseous radioactive subtances be present either, as 
they were eliminated during evaporation. 

Measuring was made by counting the impulses for several hours with the 
arrangement presented in Fig.1.The natural effect of the equipment was also deter- 
mined both prior to and during and after the measuring operations and the mean 
of the vajues thus obtained was subtracted from the result of the measurement. 

With samples of small activity, counting was continued but for a relati- 
vely short time, which means that higher rates of statistical errors were invol- 
ved ; whilst with preparations of higher activity, measuring was carried out in 
series for severai weeks to determine the extent of atomic fission products and 
their respective half-periods with adequate accuracy. 

The results of the measurements made between April 22 — December 31, 

1952 are plotted against calendar time in Fig. 2. Activities are presented by the 
ordinates indicating the actual number of impulses counted per minute, but 
in addition they are given in Curie units calculated from testing factors of the 
counter tube as well. (Here the geometrical efficiency was considered, whilst 
the absorption by the aluminium window was again neglected). The length of 
the full black stripes shows the mean value of the determinations whereas 
‘signs indicate the probable limits of statistical errors. The quantity of precipi- 
tationis likewise shown in the figure by the white stripes plotted on separate 
ordinates drawn downwards; they are plotted in millimeters, but their volume as 
collected from the ombrometer area of 200 sq. cm is indicated as well. 

Fig 2 shows, in a striking manner, the unusually high values of activity 
occurring at certain times for a period of one or two weeks, though the general 

level of the activity is usually very low, not exceeding the limits of statistical 
errors. Some of the measurements gave even negative values for the activities, 
a fact which is due to statistical fluctuations and the errors of measurement 
deriving from them. As, however, we did not wish either to smooth or omit any 
of the results obtained, it was decided to present these negative values as well. 
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| It may be seen from Fig. 2 that there is no immediate correlation whate- 
) ver between the quantity of precipitation fallen and the activity figures. Thus 
/e. g. the small quantity of precipitation that fell on May 5 showed an outstand- 
jing activity, whilst no significant value could be obtained from the considerable 
| quantity of precipitation on August 26. 
| The sites and the dates of the experimental atomic explosions taking place 
during the period of investigations have been compiled from different references 
jas far as they were available, or published at all[5,6].They are presented in Fig. 2. 
Comparison of these data with the periods of extraordinary activity, gives a cor- 
frelation the existance of which can not be doubted. The experimental atomic 
texplosions at Nevada are followed by increased activities. During the investi- 
gated period all the published atomic explosions (except that at Montebello) 
resulted in higher activities, thus presenting themselves in our tests. On the other 
hand, all observations of increased activity could be correlated with some of the 
{known atomic explosion experiments. The establishment of an even more 


definite correiation was somewhat disturbed partly by the fact that during 
}springtime in 1952 a great number of experimentai bombs were expioded in 
Nevada which resulted in a mixing of the activities and partly by the fact that 
}the period from July to September in 1952-was unusually scanty in rainfall, 
} making observations impossible. In August and September some of the precipi- 
} tation samples could not be tested for technical reasons. It is interesting to note 
that the activity issuing from the explosion of the British experimental bomb at 
Montebello Island (Northern-Australia) could not be demonstrated in our 
tests. From the scarce informations available on this subject it was learned that 
the bomb was fired in a ship i. e. at sea-level, consequently, the explosion thrust 
up large quantities of mud and water, and that the mushroom of the explosion 
did not reach higher atmospherical levels but an altitude of 3,6 kilometers only. 
Thus it appears probable that the greater part of the fission products was trap- 
ped in the water and mud, and it was due to the small height of the cloud that it 
soon descended into the sea, without being widely scattered. The activity of the 
bomb fired on November 1, 1952 at the Marshall Islands (near Eniwetok) [6] was 
well measurable in the precipitation tested three weeks later at Debrecen. This 
last was supposed to be a hydrogen bomb [6] though there was no official 
comment on this question. As, however, no fission products may be obtained 
from the synthesis of atoms of lowest atomic weight, the radioactivity observed 
in the tests at Debrecen might have derived from the products of fission coming 
from the chain reaction applied for firing the bomb. 

In order to ascertain whether the observed activities actually derived 
from fission products or not, the decay rate of the most active precipitations 
was observed for a long time. Fig. 3 shows a decay curve representing the 
decay rate plotted against time of the rain fallen on November 26, 1952. It may 
be seen from the curve that the radioactivtty decreases at first at a_ 
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higher, then later at a lower rate and is observable for about two months. It coald 
also be stated that what was tested was not homogeneous radioactive matter 
but rather a mixture of isotopes of various half-periods. In Fig. 4 the activities 
presented in Fig. 3 have been transferred to the ordinates plotted in log), scale: 
In the case of a homogeneous radioactive matter the graph of similar plotting 
should represent a straight line whereas the plot obtained here resembles rather 
a series of lines of different slopes. Preparations of this kind are a mixture 
consisting of a finite number of radioactive materials with different half-periods 
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days 


| 
Fig. 3. Decay as a function of time, of activity of atmospheric precipitation collected on Novem-_ 
ber 26. Abscissa = time in days; ordinate = activity of /-rays in arbitrarily chosen units. 
The curves represent decay curves calculated from the empirical formula [(t) = J(1).t —1:2 with | 
three different parameters, i. e. by assuming that the fission occurred 10, 20 and 30 days before. 


the first test. 
| 


and initial intensities. The total of measurable intensities may be described in. 


the formula 


ah — Ayes = ) 
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where I(t) may be measured at different times. Should the intensity of the pre- 
paration allow making accurate measurements, A; and A; could be deter- 
mined by 2n measurements. Such measurements however, do not lend) 
themselves to practical use, because n is an unknown number of considerable) 
value about 200 or so [9]. Otherwise the substances contained in the precipita- 
tion would have undergone a partial chemical separation prior to measurement. 
In course of evaporation the gaseous products of fission (e. g. radioactive iso- 
topes of krypton and xenon) disappear, the short-lived products decay, etc. 
Consequently, the preparation to be measured may contain but one part of the 
numerous products formed at the moment of the atomic explosion. A furthe 
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difficulty presents itself by thelow intensity, resulting in considerable statistical 
errors inherently connected with the measurements. 

It would be even more interesting to determine the date of atomic explosion 
from which the activity derived. In this way it would be possible to ascertain the 
correlation between the precipitation and the explosion even more reliably, 
As the short-lived products will decay first and the others will follow 
in due sequence, in principle an approximate solution might be offered by 
considering the half-life of the products still being present in the measured 
preparation. Naturally, the above mentioned reasons will effect the accuracy 


Fig. 4. Decay curve against time of the activity of atmospherical precipitation collected 
on November 26. Abscissa = time, in days; ordinate = activity, log,,) 


of this method too. The decay rate of the whole amount of fission products 
is given in good approximation by the so-called «normal curve» [8] and the res- 
pective formula of approximation, both known from literature : 


I = Tay: aa (2) 


where I(;) is the intensity measured at time ¢, J(1) is that at t= 1 regardless 
of the choice of unit for t. The time of explosion is given by t = 0. The formula 
may be used for values of t > 1. The decay curve of the preparation ee 
from atmospherical precipitation may in principle be smoothed ont in either a 
numerical or a graphical way. This possibility was already put forward by 
N. Y. Holter and W. R.Glassock [4], we do not therefore enlarge upon the simple 
theoretical calculation. The great statistical error deriving from the low activity 
of the precipitation bars the possibility of an accurate smoothing of aie measured 
data. The curve resulting from the above formula (2) plotted in Fig. 3 represents 
three assumed dates of fission : 10, 20 and 30 days, respectively, prior to measu- 
rement. The first point of measurement corresponds, of course, to any of the 
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parameters, as the value of J, was calculated just at this point. As may be 
seen, accurate fixing of time is hardly possible because of the errors of mea- 
surement, the date of November 10 appears to be the most probable as it 
does not differ much from November 1, the day when the atomic explosion 
experiment was carried out at the Marshall Islands, and the more so if we con- 
sider that the preparation could not contain all the fission products any more, 
whereas the formula refers to the complete fission product mixture. 

As appears from Fig. 2, the activity measured at Debrecen is always 
in phase lag compared to the published calendar date of the explosion, obviously 
due to the great distance, and accordingly, to the time interval sufficient for the 
products of fission to be dispersed. It is of interest to compare these data with 
those of the prevailing wind speeds (see Part II). 

A further question calling for comment is that arising from a comparison 
of the amount of radioactive matter measured at Debrecen with the total amount 
of active substances developed at the site of explosion. Such a comparison might 
throw light on the problem whether what was actually measured here was the 
activity of relatively concentrated atmospherical shreads incidentally drifted 
here or it was the average radioactivity more or less evenly distributed through- 
out the whole atmosphere of the earth. Estimations must of course be limited here 
only to orders of magnitude. The ombrometer collected precipitation from 
an area of 1/50 sq. metres. We may assume that the precipitation thus col- 
lected brought down the total amount, at least in order of magnitude, of the 
activity contained in the atmosphere above this area (cf. Part H). According to 
our experiences this represents an activity of the order 10~™ Curie. Assu- 
ming an even distribution over the whole atmosphere of the earth, the total of 
activity referred to the whole surface of the earth (5,108 sq. km = 5,101!4 sq. m) 
amounts to about 10° Curie. As, however, the activity released at the explo- 
sion of an atomic bomb represents — according to the data of the literature[7] an 
amount by far higher than the one above (one week after the explosion it 
amounted to 10’ and one month after it to 2,106 Curie) it appears that the 
radioactivity observed here is to be considered an average activity of the 
atmosphere, i. e. the same could have been observed with an apparatus of 
equivalent sensitivity at any other place as well. 

The intensity of the radioactivity thus registered (10-11 Curie) is relati- 
vely low. It is lower than the range which may give rise to anxiety because of 
biological or other effects adverse to industry (e. g. photography), and does not 
interfere with any scientific research or testing work. 


UL. Meteorological evalution of the results 


Meteorological investigations have always encountered difficulties when 
attempting to solve the problem of general circulation. Atomic explosions now 
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loffer possibilities to approach this problem from a new angle. The use of atomic 
explosions to this end is mentioned also in the literature. H. Lobnitzer[ 13] pro- 
(poses to provide air masses with activity and trace their course on this basis. H. 
Usrael [14] puts forward the idea of making activity measurements with 
\Geiger-Miiller counter equipments. 
Determining general circulation of the atmosphere by measuring 
ithe activity of precipitation represents a special way of investigations. Its 
ladvantage, the accessibility of precipitations is, however, what may be considered 
its disadvantage and the weak point of the whole method as well, namely, 
jprecipitations are not continuous but temporary phenomena, beyond our power 
jand thus they do not offer possibilities for uninterrupted observation. 

The limitation is particularly felt when we want to investigate the activity 
of precipitation coming from a given place. 

It is principally the origin and nature of the activity of precipitation which 


should be cleared up first. It is well known that the formation of precipitation is 
bound up with the presence of the so-called condensation nuclei. Obviously, these 
nuclei are the bearers of radioactivity as well. They represent either genuine 
fission products reaching the site where they fell down in the course of conden- 
ation or they derive from other constructional parts of the bomb in the instant 
of explosion, or they come from the earth and got with their acquired activity 
into the upper strata of the atmosphere. The size of condensation nuclei is in 
general ranging from 0,2 to 0,4 microns. The rate of fall of similar small par- 
ticles is described in the formula of Stokes 


v= 1,26° 10 °r (em sec), 


where v is the velocity of the falling particle, r is its diameter expressed in 
icrons as unit. A particle with 0,4 ~ diameter falls 1,73 metres a day, i. e. 
1,9 metres in 30 days. Consequently it takes some 200 days or so for a particle 
o reach the ground surface from an altitude of 10 kilometers (the local average 
altitude of the stratosphere). Thus, the particles of 0,4 or less microns rushed 
p with the explosions will remain for a considerable length of time in the upper 
strata of the atmosphere. 

There are also other data offered for reference regarding the behaviour 
f pollution in the atmosphere. It is widely known that when the vulcanic 
eruption of Krakateo in August 1883 took place, a tremendous quantity of 
solid stuff was rushed into the upper regions of the atmosphere, and this quantity 
xceeded by many orders of magnitude the quantity thrust up into the air by 
any of the atomic explosions. The presence of pollution in the atmosphere could 
e demonstrated as late as three years after the vulcanic eruption. Besides, 
ertain weather conditions may produce such violent tempests that they whirl 
up the dust of deserts and carry it across seas and oceans distances of several 
housands of kilometers. Thus e. g. the dust of the Sahara is deposited in the Alps 
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or even further; such phenomena are not unfrequent and occur almost every 
year. 
There is therefore nothing extraordinary in the fact that the products of 
fission rushed into the upper regions of the atmosphere by atomic explosions 
should get here. But how does this process take place? The products of uranium 
fission are moved by the explosion as high as the stratosphere where they enter’ 
the western air current carrying them at a speed of 80—100 kilometers per) 
hour in eastward direction. In the meantime, due to interchange, they will 
be scattered in all directions by turbulence. Depending on the altitude of the) 
explosion i. e. whether the bomb exploded near the ground or at a higher level, 
particles of water and earth which were imparted activity by the products o 
fission may reach the upper regions as well. The large size particles will gra- 
dually fall down in a short time, the finer ones, however, will float in the air’ 
for a considerable length of time, according to the above mentioned calculation. 

The activated fine size particles drifting high in the air, together with the 
air masses, will partake in the meteorological processes, and part of them will be: 
brought down to the earth by frontal precipitation. At large distances from the : 
site of atomic explosions radioactivity may assume high values for a longer 
time only in the upper regions. A few days after the atomic explosion these : 
particles form more or less closed air masses, after a longer period, however, 
they will be scattered, so that when reaching lower regions they will become: 
extremely diluted. Consequently considerable activities may be expected only by 
such precipitation processes in which the air involved in the process originates in) 
upper atmospheric strata i.e. in altitudes of 6—8 kilometers. These phenomen 
occur, obviously, in cases of cold fronts and showers and thunder storms ar 
connected with them. | 

As known from the research work of C. H. Junge[15] local pollution abov 
continental Europe does not reach higher than about 3 kilometers. These pollut- 
ing substances may also set in motion condensation processes ; moreover, 1 
may occur that these substances in consequence of the processes taking plac 
on cold fronts at a certain period of time after the atomic explosions will ge 
as high as the regions bearing intensive activity, and may bring down to the 
ground together with the precipitation, part of the activity. Of course, local pollu- 
tion may be expected to play this role only in cases of cold fronts. In the cases 
of warm fronts, however, where condensation processes hardly exceed the height 
reached by pollutions of local source, no similar processes are likely to occur 
According to the above assumption the active pollution particles floating in th 
atmosphere, where condensation processes reach higher regions, are brough 
down in larger quantities by cold front (showers) than by warm front pre 
cipitation (See Fig. 5). 

It should further be assumed that in the condensation processes takin 
place in upper atmospheric regions in certain weather situations, there may b 
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involved pollutions other than local ones, not originating from the sites of atomic 
explosions either. Such processes may occur chiefly in the so-called V/b (cyc- 
lone-path) weather situations. 

The route of the particle rushed into high atmospheric level may be accura- 
tely calculated by the formula described on p. 438 [7] loc. cit. As, however, the 
data necessary for the use of this formula are not available, we attempt to 
approach this problem from another angle. The site of the atomic explosions 
in the deserts of Nevada is at a distance of about 10000 kilometers 
from Debrecen. Considering a rate of travel of 100 kilometres per hour the 
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Fig. 5. The well-known cyclone model of Bjerknes, together with the precipitation formed at 

the front surfaces. Pollution in the lower region of atmosphere is marked by dots, whilst that 

in levels 8—10 km high is marked by crosses. The process of the activation of precipitation at 
the cold front is presented. 


particles will cover this distance in 4,2 days, provided that they follow the course 
of the largest circle, i. e. the shortest route. Since the actual route followed 
by the particles is longer, we may consider 5—6 days as necessary for the 
maximum activity to reach the atmosphere of Debrecen. The effect of the ex- 
plosion taking place on May 1 was measured here in the precipitation of May 5 
and its course was plotted in the synoptic chart of May 5 for the altitudes o 
5—6 km (see Fig. 6). It appears probable that large activities occurring in the 
upper atmospheric regions may be expected only if the activated particles are 
brought by the jet stream. If, however, this stream passes by at a considerable 
distance from the point of observation, or the explosion takes place far from 


it, the activity will present itself later and its intensity will be considerably 


lower. No activity of precipitation may be expected if the bomb was exploded 
in earth or water. 
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| The second larger explosion took place on November 1, on the Marshall 
IIslands. The distance of this site from Debrecen is 26 700 kilometers, measured 
in westward direction. The respective activity was registered here after 21 days, 
igiving an average rate of extension of 53 km per hour, which appears to be 
tquite acceptable. 

The results of precipitation tests gathered so far do not afford a possibility 


to draw reliable conclusions concerning the general circulation of the atmosphere. 
)The Marshall Islands are situated near the Equator and the fact that the pro- 
ducts of anatomic bomb exploded at that place were present in the precipitation 
jcollected at Debrecen may be considered as a proof that the tropical atmosphere 
of the northern hemisphere in the upper regions forms a uniform pattern with the 
jatmosphere of the higher latitudes. This is in fair agreement with the recent 
views on general circulation. The earlier ones maintained that the activity 
originating in the tropics should have descended in subtropical regions and 
could not have reached us. No opinion may be formed, however, on the basis of 
the data hitherto available concerning connection of the northern and southern 
hemispheres, although we may assume that in case the intertropical front is in 
the southern hemisphere (in winter), and the site of the atomic explosion lies 
somewhere north of this front, the products of explosion may reach us, because 
in this case that site belongs to the stream pattern of the northern hemis- 


phere. 


The investigation on the distribution of activity in the vertical direction 
forms a further problem, which, however, may not be approached by precipi- 
tation tests. We are likewise not in a position to make a definite statement con- 
cerning the radioactivity of the frontal precipitations of different nature, as in 
many Cases, notably with occluded fronts, because in the content of the ombro- 
meter the cold front: precipitation cannot be separated from that of the warm 
front. This of course reduces our previous view to a theoretical assumption. 

The distribution in the vertical direction and the radioactivity actually 
measured in the precipitation appear to offer a fruitful object. This problem 
could, however, be approached only by samples collected with airplanes. 

It appears probable that radioactive particles may reach the ground in 
ways other than by precipitation, but these cannot be determined by precipi- 
tation tests. For details of this method see the work of W. Herbst [16]. 

- But afar clearer view could he gained even by precipitation tests provided 
that they were carried out at different stations of the country instead of at a sole 
one. A perfect picture could be gained, of course, by data collected on a large 
seale, at least from a territory of the range of a continent and studied by 
synoptic methods. | 

The microscopic-mineralogical investigation of the matter remaining 
behind from the evaporated precipitation would also be necessary, because 


this could throw light on its origin. 
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Also the systematicai investigation of the radioactivity of the dust float- 
ing in the air might offer'a promising task ; this could be carried out as quite 


independent of any precipitation phenomena. 


REFERENCES 


. Norman J. Holter and Wilford R. Glasscock: Tracing Nuclear Explosions, Nucleonics, 
10, 10—13, 1952. , 

2. D. C. Rose and J. Katzman: Radioactive Deposits Found at Ottawa after the Atomic 
Explosions of January and February, 1951. Canadian Journal of Physics, 30, 111— 
INO L952: 

3. Hubert Garrigue, Comptes Rendus, 223, 1447, 1951. 

4. Hubert Garrigue: Sur la radioactivité anomale de l’atmosphére, Comptes Rendus, 
235, 1498—99, 1952. 

5. A. S. A. News, 2, 151—153, 1953, 

6. A. S. A. News, 2, 210—213, 1953, : 

7. The Effects of Atomic Weapons, pp. 250 —252. Mc Graw Hill Book Co, New York, 1950. 

8. H. F. Hunter, N. E. Ballou, Nucleonics, 9, No 5, 1951. 

9 

0 

1 


— 


. Rev. Mod. Phys. 8, 513, 1946. 
. Bull. At. Sci. VIII, 204, 1952. 
. M. Eisenbud and J. H. Harley : Radioactive Dust from Nuclear Detonations, Science, 
117, 141, 1953. 
12. W. W. Meinke: Observations on Radioactive Snows at Ann-Arbor, Michigan. Science, _ 
113. 545, 1951. 
13. H. Lossnitzer : Die Bedeutung der Strahlungssmethoden fiir die Dynamik der Atmos- 
phare, Ber. Dtsch. Wetterd. U. S. Zone, Nr. 35. pp. 76—79. : 
14. H. Izrael : Radioactivity of the atmosphere, Compendium of Meteorology, 1, 157, 1951, | 
15. Ch. Junge: Austausch und grossraumige Vertikalverteilung von Luftbeimengungen, 
Annalen der Meteorologie, 7—9. 1951. | 
16. W. Herbst : Radioaktive Isotope in der meteorologischen und angewandtmeteorolo- : 
gischen Forschung, Annalen der Meteorologie. 6. 1952. 


HABJIOQEHHE HEOBbIKHOBEHHOH PATQHMOAKTHBHOCTH B OCATKAX 
B MNEPHO OT 22-rO AMPEJIN WO 31-rO DWEKABPA 1952 fF. BT. MEBPELEH 


A. CAJIAM u Ol. BEPEHbUM 
Pesiome 


ABTOpaMM Oba HCCeOBaHAa PalMOaKTHBHOCTD AO KLeit B nepHog oT 22-ro anpens 
qo 31-ro qeKabpa 1952 r. Br. Dedpeyen c momompw CuerunKa Peiirepa—Mronsepa qua p- 
yaCTHI C KOHeYHOM OKOWMKOM. OcaykKu uHOrMa OKasaNuCch paqMoakTuBHbIMu. Ha OcHOBe Bpe- 
MCHH HOJTypachiaya PalMOakTHBHOCTh OKasaslaCb NPOAYKTOM AepHbIX pacuerennii, HeECOM- 
H€HHO MPOMCXOMALIMM OT ATOMHDIX 60OMO. AHOMAJIbHaA AKTHBHOCTD Oba B COracHH Co B3pbI- | 
BaMM OMbITHbIX ATOMHBIX 60MO, MCMIbITAHHE KOTOPbIX OMYOMMKOBANOCh B 9TO 9KE Bpemaz. On03- 
Rane COCTABIANIO HECKONbKO CyTOK. Ilo opsaqKy BeNMYMHbI AaKTHBHOCTh Oba 10-1 Kropu 
8 ocaqKax Ha 1/50 m? nonjaqu. CpaBHuBas 9TO ¢ M0MIaqEIO MOBEPXHOCTH 3€MHOTO Wapa 
AKTHBHOCTh MODKHO CHMTATb CKOpee CpeyHel M0 Bceli armocepe 3emmn, uM ceBepHoro nosy- 
Wap sl, 4EM AKTHBHOCTbIO CyYaHO Nipue_MMXx Macc. M3 uccnenoBannit BHJHO, 4TO C WOCcTa- 


TIPOAyYKTbI pacujenseHuA aTOM- 
OpOB HM 3STHM MyTeM MODKHO OBIIO 
SHYWHbIX Macc, OOMeH BO3yxXOmM 
e M@)KAyHapOAHO OpraHHs0BaHHbIx 

: bIX AKTHBHBIMM ATOMHBIMM B3pbi- 
heen HHH CaMbIX AKTYAJIBHBIX BOTIPOCOB 


~ q 


RELATIVISTISCHE WELLENGLEICHUNG 
| DES NUKLEONS 
NIKOLA sr. KALITZIN 


ULGARISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, PHYSIKALISCHES INSTITUT, SOFIA, BULGARIEN 


(Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen: 1. VI. 1954) 


Aus der experimentaler Tatsache, dass das Nukleon in acht verschiedenen Zustinden 
#orkommt, ergibt sich die Forderung : der Spinor, welcher zur Darstellung des Nukleons dienen 
pll, muss mit 8 Komponenten sein. Nach E. Cartan[1] gibt uns ein Spinor mit 8 Komponenten 
ime lineare Darstellung der Drehungsgruppe im Raume von 6 Dimensionen. Daraus ziehen 
ir den Schluss: der Raum des Nukleons muss sechsdimensional sein. Wir verallgemeinern nach 
1] die Diracsche Gl. des Elektrons im Raume E, und bekommen 6 Fundamentaltensoren anstatt 
, die in der Diracschen Theorie auftreten. Wir versuchen hier eine physikalische Deutung diesen 
} Tensoren zu geben und bekommen, auf Grund der Symmetrie, welche zwischen dem gewohn- 
jchen und isotopischen Spin besteht, fiir die magnetische Momente des Protons und des Neutrons 
Werte, die mit dem Experiment in guter Ubereinstimmung stehen kénnen, wenn die Meson- 
fnasse & = 1223 me gewahlt wird. 


Zur Beschreibung des Verhaltens von Protonen und Neutronen, den 


3austeinen des Atomkernes, wird in der modernen theoretischen Physik gewéhn- 
lich die relativistische Wellengleichung von Dirac herangezogen. Wie bekannt, 
wird die Gleichung von Dirac mit grossem Erfolg auf das Elektron und das 
Positron angewandt. Ihre Anwendung auf das Nukleon (Proton, Neutron) 
iber ist unserer Ansicht nach grundsatzlich unangebracht und zwar aus fol- 
yenden Griinden : 


1. Die Anzahl der méglichen Zustande eines Teilchens, welches von der 


1 
iracschen Gleichung beschrieben wird, ist vier, namlich : Spin + if h, Spin 


> h, plus entsprechende Zustinde mit negativer Energie. Wenn wir nach 


ler Hypothese der Ladungsunabhangigkeit der Kernkraéften annehmen, dass 
las Proton und das Neutron zwei verschiedene Zustinde eines Teilchens, des 
Nukleons, sind, so ist die Anzahl der méglichen Zustinde des Nukleons acht, 
.amlich vier fiir das Proton und vier fiir das Neutron, wobei die Zustande mit 
1egativer Energie miteingeschlossen sind. Es ist klar, dass eine Theorie (wie 
lie von Dirac) welche mit vier Zustanden operiert, nicht imstande ist, ein acht 
erschiedene Zustinde annehmendes Teilchen zu beschreiben. 

| 2. Wenn m), die Ruhmasse des beschriebenen Teilchens, gleich Null ist. 
so ergeben sich die Diracschen Wellenfunktionen p, in Abwesenheit des elektro- 
r agnetischen Feldes als Lésungen der Wellengleichung 

: ee 
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Das ist die Wellengleichung des Photons und des Neutrinos, woraus folgt, dass; 
die Wellengleichung von Dirac mit dem Photonenfeld (Neutrinofeld) eng ver-' 
bunden ist. Bei der Nukleonenwechselwirkung aber wird die Hauptrolle von; 
dem Mesonfeld gespielt. Die wahre Gleichung des Nukleons muss fiir m) = 0! 
in die Gleichung des Mesons und des Mesonfeldes iibergehen. 

3. Die wahre Gleichung des Nukleons muss seinen isotopischen Spin. 
ergeben. Es ist nicht zu sehen, wie man aus der Gleichung von Dirac den isoto-: 
pischen Spin des Nukleons bekommen kann. 

4. Das magnetische Moment des Nukleons, berechnet nach der Theorie: 
von Dirac, betragt: Proton +1 Kernmagneton, Neutron 0 Kernmagnetone. 
Die Beobachtung ergibt folgende Werte: Proton +2,7896 K.M., Neutro 
—1,9103 K.M. Hier ist offenbar eine grosse Diskrepanz zwischen der Theorie: 
von Dirac und der Wirklichkeit. | 

In der vorliegenden Arbeit stellen wir eine neue Wellengleichung z 
Beschreibung des Verhaltens und der Eigenschaften des Nukleons auf. Hierbei 
gehen wir von den folgenden experimentellen Grundtatsachen aus : 

1..Das Proton kann sich in ein Neutron verwandeln und umgekehrt.. 
Demzufolge miissen das Proton und das Neutron als verschiedene Zustande- 
eines Teilchens, namlich des Nukleons, betrachtet werden. 

2. Die Anzahl der méglichen Zustande, welche ein Nukleon annehmen: 


1 ‘L 
kann, ist acht, ndmlich Proton mit Spin Ee he Neutron mit Spin = oy h 


plus entsprechende Zustande mit negativer Energie. 

Zur Darstellung eines Teilchens, welches 8 Zustande annimt, ist ei 
Spinor y, mit 8 Komponenten notwendig. Nach E. Cartan [1] Bd. I, S. 3 gibt 
uns ein Spinor mit 8 Komponenten eine lineare Darstellung der Drehungs 
gruppe im Raume von 7 oder 6 Dimensionen (8 = 23; 7 = 2.3 +1; 6 = 2.3). 
Nach [1] Bd. II, S. 72 aber, kénnen die Gleichungen von Dirac nur fiir eine 
Raum mit gerader Dimensionenzahl verallgemeinert werden. ) 

Es folgt daraus, dass der Raum des Nukleons sechsdimensional sein muss. 
Aus einem Versuchsergebnis — Anzahl der Zustande des Nukleons — haben 
wir die Grundannahme unserer Theorie gezogen: der Raum des Nukleons ist 


sechsdimensional. Die Wellenfunktionen des Nukleons sind in diesem Rau 
zu betrachten.! 


1 Raschko Zaycoff hat in seinen Arbeiten [2] im Jahre 1933 wohl | 
nentige Spinoren in die theoretische Physik araetuice Zaycoff wendet che Thora til 
Elektron an, indem er einigen Tensorgréssen keine physikalische Deutung gibt. Eine Deutun 
des achtkomponentigen Spinors, welche unserer Deutung naher steht, ist von A. Pais in seine 
Arbeit [3] gegeben. Beim ihm spielen die zwei zum Minkowski-Ra 
naten x1 und x? die Rolle der Winkel im Raume des isot 
die Symmetrie zwischen den Koordinaten von Minkowski 


pischen Spin. 
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. I 


| Zur Aufstellung unseres Gleichungssystems benutzen wir einen pseudoeukli- 

feechen sechsdimensionalen Raum E, mit den Koordinaten x}, x2, x3, x4, 
- 3 wee : =y : Pike : 

x°, x®. Die drei Koordinaten x3, x4, x5 sind die gewohnlichen kartesischen 

Koordinaten unseres physikalischen Raumes FE, = (x, x4, x5). Die Koordinate - 


X, ist die Einsteinsche relative Zeit. Die Koordinaten x' und x? sind die 
meuen Koordinaten des Nukleonenraumes. Sie sind reell. 

Indem wir das Buch »La théorie des spineurs« [1] von FE. Cartan benutzen, 
Sekommen wir die folgende Verallgemeinerung der Diracschen Gleichung in EF, : 


5 
—>- an P" + a, P>—a, myc} Ga Oe (1) 
n= 
| | SR Las er mee 
Dabei bedeuten 
h 98 e 
—P"= + —V";n=1,2, a 
iL. Ox” c 
hs 29 
ps — ———— —eV8, (2) 
& 6x8 
oo, Vv? V®) ist der Vektor des elektromagnetischen Potentials in E,, dessen 
|Komponenten V?, V4, V®, V® mit den gewéhnlichen Komponenten des gleichen 
| Potentials im Raume von Minkowski E, = (x*, x4, x5, x6) iibereinstimmen 


}Gréssen cj, 7 = 1, .. 7 sind achtreihige Matrizen und zwar 


Pee Ou —1 -0°.0) (0 000 0-i 0 0 
NOs Obie. 0, 0.0 OR 0M, O08 te Dentl7 0 
00000 O 0-1 O05 0 00n) Om Omer 
ee} 00.0.050.0 1.0). | 0g 00> 000-1 0 
Be Ob 02 040-0207.) (3510) 0+ 0 C2 020018 
=70.0 0:07 0 0 .0 He 0-00 10 ae On LOmeO 
O01 05 10 ="0 . 05.0 0401055 0 6-050 
een 12 0.0.00 0} 0 0-70 07 0/0 0 
0 0 0 0 0 0-1 0) 00 0 0 0- 0=i 0 
Oe C2 0510.02 50.70 al 0000 0 0 0-i 
(a0 01, 0a 008 0 0:0 0.0 “i; 10-i0en0 
Bie 06 00. 00H in O 4 sed Ooh 0) 400s 055.0 rareen ORO 
0 0. Ds 050%, 050.20 O10 200 Re Om OS Oty 
On Dustin: Oued O80: 90 O26 Omi O ian ce Ops 00 
22 The (Ose OsO ACO) 0%:0 Hp) AOD 20 au OL OKO 
[PROt Tue e020 se 05 20550 On tO 20) ORO ee 0 
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( OMO F050 0) ONO Ii) ( 0-0 0 0 0 02 0s1) 
0000 0 O-1 0 0000 0 0-1 0 
OO We 0%07700 TOSS OmeC 

ele 07-02 000 0250.00 a2) 0 0020 ee 
SCR Os On OMe Omt0 Or OIE : Un 0T 0 1. 00070) 
Do Sew uy ty 7h 00-10 0 000 
0251s 0M ORO ee OD O% 15500 V0sS0 ROR 
a1. 0350.00 0 gc C me Omnd) {=I 0° O20" '0> 0" ORO} 

(-1 0 000 0 0 0) 

0-1 0 0.0 0 00 

0 0-1 0 0 0 0 0 
Pere en 007-0 OO eC 3 

: OF 0 20g Cela a Oe Oe 

Ey iy ae se a 

Omi 0e0 = ORLOR ERO 

(ie Orn Oe O02, Osis Om 


My ist die Kigenmasse des Nukleons, c — die Lichtgeschwindigkeit in Vakuum 
h ist die durch 2x dividierte Planksche Konstante (=A nach der alten Bezeich- 
nung), e ist die elektrische Ladung des Protons. | 

Wir nehmen an, dass das Nukleon eine ebene, monochromatische Welle 
in Richtung von x! und x? darstellt. Mit anderen Worten nehmen wir an, 
dass die Verbindung zwischen dem Raum E, des Nukleons mit dem Minkowski- 
Raum E, = (x3, «4, x5, x*) durch die symbolischen Gleichungen 


fe) Q 
——— = 10%, 
0 al 
(4) 
fe) 
= th 
0 x2 


hergestellt ist. A, @ sind positive Konstanten, welche, wie wir gleich sehen werden . 


mit der Mesonmasse in Verbindung stehen. Aus (4) folgt, dass der Spinor ¢,, fol-: 

gendermassen dargestellt werden kann | 
tex! + iAx? 

Pk =e Pk (x, a4, x5, 8). (5) 


Wenn wir die Beziehungen (4) und (5) in GI. (1) einsetzen und den gemein- 
samen Faktor e'°*'* ‘4 kirzen, so bekommen wir die neue relativistische 
Wellengleichung des Nukleons in E, 
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abe | 
i >, %qPt+ a, ho + V1) + a,(a2 + © v2) 4 
9=3,4,5 c (t 


eG 6 . ait Ih = 
eae — ame] y= 0, 


ee let ee 


| Wie man leicht nachrechnen kann, sind fiir die Matrizen CRB Sane Fo eet 
Hie folgenden Beziehungen giiltig : 


eS 2 2 2 2 2 
Cp 05 05 = Og —— Gn = bs (7) 


ise rh OE e ih a Ue iy aoa d be hay oan en (8) 


Die Matrizen 04, a5, a3, a4, c,, sind hermitisch, die Matrix gj; ist antihermitisch. 
Wenn kein elektromagnetisches und kein Gravitationsfeld vorhanden 
st (also V"= V—O; n=1, 2, ..., 5), dann lautet die Differentialgleichung 
|6) folgendermassen 


i 8 
———— 4+ a, hw + a,hia- eae : 


Ox! t cox 


aq 


6 
2 4,5 L 


a, My c} ve =0 2 (9) 


ir multiplizieren Gleichung (9) von links mit dem Operator 


te : + a,hw + a, hi pte 2 — a, myc 


t cox® 


Aq 
q=3,4,5 t Ox! 


nd bekommen mit Hilfe von Beziehungen (7) und (8) die Gleichung 


2 62 2 62 
@) Ze 1 rf) (ow? + A?) ay aa ae 0. (10) 
q=345 (0x4)? c2 (8x)? h2 


rleichung (10) ist die Klein-Gordonsche Wellengleichung fir ein Teilchen 


it der Ruhmasse 


m => | mde2+ (ot + 2) - (11) 


c 


1 ist die experimentell feststellbare Masse des Nukleons. Fitr mp = ergibt 
leichung (10) die Wellengleichung eines Materieteilchens mit der Ruhmasse 


20 N. ST. KALITZIN 


annehmen, dass pp die dem Nukleonfelde zugeordnete Mesonmasse bedeutet. 


Damit wir die Forderung 2. vom Anfange dieses Artikels erfiillen, miissen “| 
Somit ist die Verbindung des Nukleons mit dem Mesonfeld in der Grundgleichung } 


des Nukleons selbst hergestellt. : 
Nach E. Cartan [1 ] lassen sich aus dem Spinor p;, folgende antisymmetrische| 
Tensoren in E, bzw. E, bilden : | 
a : . 
y= Dk + My On Pk = — YP Ug GnY, 
k=1- 


on ys 
Ve > Ce ie Cee a 


kt 
yn = — Y + Ag On Im Ps 
| 
n6 at 
YM = — + Oy On Uy, 
yD = Sh Ap Ag An Am Ap Y, 
; | 
nm6é —__ Vag 
oy ie CR Foe al so 
» y } 
. i) | 
nmpqd — __jJa. . sg | 
ynmPd — — LW + Ag On Om Ap Ag Y, (1a 
ras — Ce ; 
athe ccs et ane On Canty Oe P 
: ‘ aS 
= Anne = ‘ont Was 
i YRNPT SEW + Og An Om Op Aq Or Y, Ae a 
| yee Whee & 
5 Pence Oa aed ne @ a Vya? is 
= i : on ri ; ey J . ’ i oes cae : ‘ i 
fe prs : - : + 642 9S Sle Grae a 
. oc -_ : y 


eA i «(8 +5 


1 Ag My Ags Og Y. 
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vids 0 aad SOPOT 7a Br ee ee a : 
e schon hervorgehoben, ist die Matrix a, antihermitisch. Um zu einer 


| 

] 

) leichung, in welcher simtliche Matrizen hermitisch sind, zu gelangen, multipli- 
eren wir Gleichung (6) von links mit der Matrix dg. 50 bekommen wir 


ie > Ogg tet dU, [ie ++ = ye 


q=3.4.5 


++ a, a, [¥ + 
(14) 


a -- v2) — P®—a,a, m,¢| py. = Ly, = 0. 


Vie man leicht bestatigen kann, sind samtliche Matrizen Og Onan fie seen 
ermitisch. 

In Abwesenheit des elektromagnetischen und Gravitationsfeldes lautet 
ie Gleichung (14) 


-_ 


|e tens) k—9 
tht cave cista: ei etal sory cox! 


(15) 


~ 454; m9¢| vy, == 07. 


Wir multiplizieren Gleichung (15) mit y,;, die zu Gl. (15) konjugiert-kom- 
lexe Gleichung mit ,, ziehen die zweite Gleichung von der ersten ab, summieren 
ber simtliche k und bekommen unter Beachtung des hermitischen Charakters 
On Ge Gj 
2 ae 6) 
Y + Ug agp) — 
q=3,4.5 xq ( ) cox® 

Wenn o die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Auffinden des Nukleons 
1 dem durch die acht Funktionen charakterisierten Zustande, und Qu die 
tromdichte des Wahrscheinlichkeitsstromes bedeutet, dann lautet die Konti- 
uitatsbedingung 


@-y) =0. (16) 


0 
Loo div (0%) = 0. (17) 
Ox6 
Der Vergleich von Gl. (16) mit (17) und (13) ergibt 
C=P-Y; QuI=— cP: agacy; 


p = cy? oul = ey?, 
q=3,4,5. 
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Wenn wir von Gl. (1) bei V" = V8 = 0 anstatt von Gl. (15) ausgingen| 


so wiirden wir die folgende Kontinuitatsgleichung in E,, bekommen 


5 


> o+ gro (20) 


nest 
fe) fe) 


Bei uns ist aber Oxi y= rey y? = 0 und Gl. (20) geht in Gl. (16) ittber. Nach 
x8 


Gl. (20) kénnen wir ansetzen 


= Cy". (21) 


ous cys und ou 


ul, u2-konstante Geschwindigkeiten des Wahrscheinlichkeitsstrommes in Richt- 


ung von x! und x?. 


Wir fiihren den Hamiltonschen Operator H durch dem Ausdruck 


H=cVe—c > tg dy PY + cg {ho + 
q=3,4,5 | 

(22) 

ee eg ty (2 + © V2) — ag ty mg c* ) 


ein. Wir kénnen dann schreiben 
SU ht Aa. \; | Seas, 


: \ i Ox6 


vr = H (yx) « (23% 
i ose 
Man kann leicht beweisen, dass der Operator H hermitisch ist. Ahnlich wie 
in der Theorie von Dirac [s. [5] S$. 199 und 200] lasst sich auch in unserer Theorie 
folgender Satz beweisen: Soll der hermitische Operator A ein Integral der 
betrachteten Aufgabe, d. h. die ihm zugeordnete Matrix unabhingig von der 


Zeit sein, dann lautet die notwendige und hinreichende Bedingung folgender- 
massen 


8A 
0x8 


Pe) =, (24) 


Bedingung (24) lasst sich auch so schreiben 
LA=AL = 0. (25) 


Betrachten wir jetzt ein Feld mit zylindrischer Symmetrie, bei welchem 


V"=0,n=1,.. 5, Vex V8 (c, x5) ist mit 9 = Jo: J a x ist alsc 


ms 
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& x . 4 ~ a ae . ~ 
Hie Symmetrieachse. Es lasst sich zeigen [nach [5] S. 202], dass der Drall- 


iperator 


Afstee Pt ot ps A a) 3 aad aes <4 
Ox! 0x3 


icht mit L kommutiert, und infolgedessen kein Integral ist. 
Wir betrachten den Operator 


N*4 = M*4— a, pe : 
2i 


Wie man leicht beweisen kann [nach [5] S. 203], gilt die Beziehung 
LN — N#L =0. (26) 


Also ist N34 ein Integra'. 

Da M*, M®3, M** die Drallkomponenten der «Orbitalrotation» des 

Nukleons im Raume E, (x*, x+,x5) darstellen, so sind — 4% 4; Sp —Gs5 Ag Ge. 
i i 

— A; Ay a die Drallkomponenten der «Eigenrotation» des Nukleons in E;. Das 

jist der Spin des Nukleons. Die Matrix a, 7, lautet 


(Sa 0.0505 000205. 0:) 
Ok 7580:5 08 0c cn 0ee 0 
(ee O37 eal) a ee Oa OO. 
Om 0a) 0 is 0 nO R-0RLO 
Cee tie 0-020: 1 Oe 0a 0 |e Ca) 
(is O. UO Oss erUmeO 
(i oe OROMON ON 720 
Gwin OmOe 0s 01027 


Demzufolge hat der zu den Wellenfunktionen »,, 3, Y6> Ys gehérige Spin 
h 
(bei zylindrischem Feld um die x° Achse) den Wert + ts fiir die ibrigen Wellen- 


funktionen — den Wert — Es : 


Wir kénnen also den Tensor > eye , m,n, p= 1;.2,.22.26eralae Lensort 


des Spins bezeichnen. Seine Komponente ot gibt uns den Spin um die x° Achse. 
Am Anfang dieses Artikels haben wir die Forderung aufgestellt: die 
wahre Gleichung des Nukleons muss seinen isotopischen Spin ergeben. Wir 


Pa 
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wollen jetzt zeigen, dass unsere Theorie tatsachlich den isotopischen Spin des 


Nukleons liefert. 
Den Tensor des isotopischen Spines finden wir auf Grund der folgenden 


Uberlegungen : 


1. In unserer Theorie sind simtliche Wellenfunktionen yp, gleichwertig. 


-Folglich miissen der isotopische und der gewoéhnliche Spin ganz aihnliche Eigen- 


schaften besitzen. Bei einem zylindrischen Feld um die x° Achse muss die Ten- 
sorkomponente des isotopischen Spines, welche der x° Achse entspricht, eine 
diagonale Matrix enthalten, da die x® Komponente des isotopischen Spines 


in diesem Falle nur die Werte + = (wie der gewohnliche Spin) annehmen kann. 


| 


2. Aus Gleichung (6) folgt, dass a.m, den Massenoperator in unseter | 
Theorie darstellt [nach [5] S. 207]. Daraus folgt, dass den Wellenfunktionen | 
Poo Ver Yr Ys die Masse my, den Wellenfunktionen y,, po, ps, py die Masse | 
m, entspricht. Demnach miissen die fiinfte und die siebente Reihe der unter | 


1. erwahnten Matrixelemente entgegengesetzte Vorzeichen haben. Das gleiche | 


gilt auch von der sechsten und achten Reihe derselben Matrix. Diese Forderung 
ist mit dem Folgenden identisch : das Nukleon mit positiver Energie und Masse 


h 
nimmt folgende Zustinde an: Proton mit Spin + Ci und Neutron mit Spin 


h 
=3° 


3. Aus Symmetriegriinden im Verhaltnis zum gewdhnlichen Spin muss | 
die obenerwahnte Matrix ganz ahnliche Struktur wie die Matrix a, a, besitzen, _ 
d. h. sie muss ag nur in der Kombination a, a, enthalten. (Die Matrix a, so 
wie die Koordinate x® spielen eine besondere Rolle in der neuen Theorie.) | 

Die Matrix, welche (wie man leicht durch Ausrechnen samtlicher | 
Matrizen aj, @jy ... @jp nachpriifen kann) den obigen drei Forderungen ent- 


spricht, ist die Matrix 


aie edly Aivod\y AN Seif et 
Om 1a Oe 0m ORM net) 
DO USes Pee Creme hig 
On 0.4 OS DMO. 0 | 
cae Al Oa Uae ieee mae ORE (28) 
Ort0720 0 eUme ee OLeO | 
0 0 06 & 0.051. 0 
6 0.0.0 0'0 0-1} 


Folglich stellt der Tensor Cy Cin ns pg re 1 ee Gelert oncereian 


. , . ° * h 
isotopischen Spins dar. Seine sOmpouenteig: Cy ist der isotopische Spin 
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ja die x° Achse. Wie aus (28) folgt, entsprechen die Wellenfunktionen ,, 14, 


|, ws dem Zustande Proton, die iibrigen — dem Zustande Neutron. 

. ae a Ae tes ey 
| Auf Grund von (27) und (28) bekommen wir die folgende physikalische 
putung des Spinors y;. Die Wellenfunktionen beschreiben 


i 


= : h 

py, y, — Proton mit Spin + oo Energie und Masse negativ, 
. . h 

WoW. — Neutron mit Spin — ae Energie und Masse negativ, 

= : f h 

Ws yw, — Neutron mit Spin a0 oo Energie und Masse negativ, 

. teas A 

~,y, — Proton mit Spin — oy Energie und Masse negativ, (29) 

3 : : h 

Ws Ys — Proton mit Spin — as Energie und Masse positiv, 

= ° . h . 

5 Ws — Neutron mit Spin + ee Energie und Masse positiv, 

Ee iit ; : h 

wy, py, — Neutron mit Spin — aie Energie und Masse positiv, 

= * * h *. 

Pg Ys — Proton mit Spin + oe Energie und Masse positiv. 


Ill 


Wir wollen jetzt untersuchen, ob die neue Gleichung des Nukleons, in 
wesenheit eines elektromagnetischen Feldes (Vise Seer ne ruin Lh os a) 
e ebene, monochromatische Welle als Lésung zulasst. Die ebene, monochro- 
atische Welle sei durch den Ausdruck 


i 
4 (Wxt—p, x8 — Py x4— p, x) 


y 

We = are (30) 
keels 2 te © 

sgeben. p., Py. Pp: — Impuls des der Welle zugeordneten Teilchens in Richtung 

n x3, x4, x5, W — Energie des Teilchens (einschliesslich der Ruhenergie), 


— Konstanten. Indem wir (30) in G1. (9) einsetzten, bekommen wir ein homo- 
nes Gleichungssystem von acht linearen Gleichungen, deren Determinante 


, 
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A gleich Null sein muss, wenn das System eine von Null verschiedene Lésung} 
besitzt. Die sehr lange, obgleich im Grunde elementare Berechnung der Determi-; 


nante A ergibt das Resultat 


(31) 


Sb 
SS 
N 


A=|me c2 + h? (w? + 22) + pz L py 
A ist gleich Null, wenn W, px, Py» Pz durch die aus der speziellen Relativitats- 
theorie bekannten Beziehung 


Pipi piamie (32) 


verbunden sind, wobei m durch Gleichung (11) definiert ist. 

Nehmen wir also an, dass Gleichung (32) erfiillt ist. Dann ist nicht nur} 
die Determinante A gleich Null, sondern auch deren samtliche Unterdetermi-; 
nanten von siebenter, sechster und fiinfter Ordnung (die Determinante ist vom 
Rang vier). Infolgendessen kénnen wir nach dem Theorem von Rouché voni 
den Konstanten a, vier beliebig ansetzen, z. B. 


GA Pa) = AL 0, a= Aes deh (33) 


Dann bekommen wir aus den ersten vier Gleichungen des obenerwahnten linea- 
ren Gleichungssystems 


1 , 
a, = h(w + id) A, — (px + ipy) A, — Eas As: | 
my cy | 
1 
cra aes Mae ; 
Mo € c | 
a, = | (ps + ips A,+{p:——-| 4, th (on4ia) A, F (34y 

of 

raed ; | 
Ay a mye le ‘a A; — (px — ipy) Ag = h(@ _ id) 4,| . | 
+ 
| 


Wir sehen, die ebene Welle ist vollstandi 
tuden A;, A,, A, und A, kennen. 


Wenn wir die Augdnicke (33) und (34) in die Formeln (18) und (19) cn 


setzen, dann bekommen wir nach einer elementaren Rechnung 


g bestimmt, wenn wir die aa 


Px P } . 
ou® = 9 —— ¢?: out = 9 =~ (2 u> — Pz 2 =| 
Paps) ce. { (35 
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tach der klassischen Auffassung ist die Komponente v® der Nukleongeschwindig- 
eit mit p, durch die Formel 


| Ja-= e (36) 


erbunden, wobei 


om = | (o® + 2) + mie? 
edeutet. 
Aus (35) und (36) folgt 
By = Ue ye (37) 
ie Wahrscheinlichkeitsgeschwindigkeit 1 der ebenen Welle ist der Geschwindig- 


eit v des der Welle zugeordneten Nukleons gleich. Wenn wir (33) und (34) 


(21) einsetzen, dann bekommen wir 


oe c 
ui = cy! = — 90 — ho; ou? = cy? = — 90 — Ad. 38 
Q y a Q y car (38) 
fs gilt also 
2 2 
eee hoy, ae ead (39) 
W 


as sind die konstanten Geschwindigkeitskomponenten des Wahrscheinlichkeits- 
tromes in Richtung von x! und x?. 


LY; 


Wir haben bei den ebenen Wellen gesehen, dass wir dort den Amplituden 
YON W55 Ye, Y7 und we beliebige Werte geben kénnen, wonach sich y, Po Ws 
ind y, aus den Wellengleichungen ergeben. Im Falle der spharischen Wellen- 
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i ir ¢ i sts ch Darwin 
gruppe in E, geben wir den Wellenfunktionen p;, Yeo Y7 und pg na 


fir x® = 0 die folgende Form 
MY oe) aie | Obes t 08)? £% - m (v3 x3 + vt x4 + v5 x) 
« - 202 1 
wy (x3, x4, x°, 0) = Are e ia 
12S 6ni2.cs 


Wir betrachten die Newtonsche Naherung (v << c). In diesem Falle kénnen 
h 

wir in Gl. (9) die Glieder — 9¥e/5x* durch mc? y, ersetzen ([5] S. 171). Dann 
i 


setzen wir in Gleichung (9) die Ausdriicke (40) fiir die y; ein und bekommen 


h 
a (Kee «4x5 ie Ne) A ope ae + mv? + imv4 A, — 
myc | o 
— [p25 + mot + me} 4 0 (41), 
i | 


(x8)2 + (x4)2 + (x5)2 
a 202 
Q ——2€ e 


i = c 
A Im (v3 x3 + v4 x4 + »> x5) 


| 

Gleichungen (41) geben y,, yo, ys und y, fiir den Zeitpunkt 0 fiir einen kleinen | 

Vv j 

Wert On cam . 

Wir berechnen mit Hilfe von Formeln (40) und (41) den Vektor des Stromes | 

cy", n= 1, ... 6. Bei dieser Berechnung beachten wir, dass samtliche Glieder | 

auf der rechten Seite von (41) klein in bezug auf me und h(@-+ iA) sind, so. 
dass wir deren Quadrate und gemischten Produkte vernachlassigen kénnen. | 

Auf diese Weise bekommen wir 
__ (xs)2 zk (x4)? + (x5)2 

a2 | 

oy : | 

ma c? ) 


Oe Ly? = 


ey® == gu? = gv? + ; 


prea | 


aS 


43 54 
cy! = ou4 = ov4+ a ~ 2 | : 


a 


0x3 
858 
0x3 Sas 

c (0u}8 dane 15 8yuls 

Cle et eos re fad we wenn 


cy” = ou? = ov? + 


| 
| 
Beethro 
(oe 
lee 


soni = - eal 
ee oh Ie 
0x5 
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Dabei bedeuten 


B=(A,A,+ A,4,+ A, A,+ A, A,) 2m? c? — 
— (A, 4, + A; A;) 2 meh (w — id) — (A, 4, + A, A,) 2 mch (w+ id); (43) 


| uw: he . rh eae it 
m m 
he — AEDES Ht ce 
Diss ge 
ms c2 
u> — D[A, A,me — A, A,h(w — id) — A, A,h (w+ id) + 
+ A, Azmc + A, A,me — 4 Agi id) = 
S : e h 
— A, A,h(w-+ id)+ A, A, me] = —i i WO. 0, A. O74): 
2m, ¢ 
ane = 
“we? =—iD[A; Agme— ...] = —i Y + dg A; A, a, YW; 
Zt € 
licens: 
ph : Vou GeO p hg Cas (45) 
2my¢ 
(He 
Be IE Y > Ug Ug Aq oP y' (46) 
2 my ¢ 


p.q=1,2,3,4,5. 


Wir bekommen die Dichte des elektrischen Stromes, indem wir die Kompo- 
e 
enten des Wahrscheinlichkeitsstromes ou", Bi 1, aos tee gO Te aa multipli- 


ieren. So bekommen wir in E, (in elektromagnetischen Einheiten) : 


so MIRAE Ble Ok. Res Bu Bue : AT 
De eae Ma cn eaw ang (47) 


ae man durch Koordinatentransformation beweisen kann, ist u’’, p, q = 1, 2, 
.-, 6 ein antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe. Folglich bilden die Kompo- 
enten ., 253, 34 einen Vektor J in E;. Nach Formeln (47) und [5] S.177 
tellt J die Dichte ne magnetischen Nukleonmomentes dar. Das gesamte 
nagnetische Moment j2”", p, q = 3, 4, 5 bekommen wir, indem wir den veges 
| tiberdem ganzen Raum E, integrieren. 
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Im Falle der spharischen Wellengruppe von Darwin kénnen wir die} 


Tensorkomponenten 2, >? und p.*4 auch folgendermassen ausdricken : 


elite. eh 
pe SS ——— OOF Oe Cahill 


2 me 2m — (48) 


Ce = Re sie 


Bei der spharischen Wellengruppe sind die Komponenten uw den Komponenten) 
y'’® des Spins proportional. Also sind im Raume EF, das magnetische Moment; 
und der Spin des Nukleons gleich gerichtet. 

Bis jetzt haben wir stillschweigend samtlichen Wellenfunktionen yp, diet 
elektrische Ladung + e zugeschrieben. In Wirklichkeit besitzt das Neutro 
keine elektrische Ladung. Den Fehler, den wir gemacht haben, werden wir durchi 
Einfiihrung einer elektrischen Ladung — e beim Neutron ausgleichen. Diese: 
Ladung — e bewegt sich zusammen mit dem Neutron, d. h. besitzt die Geschwin-: 
digkeit des Neutrons. 

Wie sich aus Gleichung (48) ergibt, ist der Spin des Nukleons ey"? 
mit dem magnetischen Moment des Nukleons verbunden. Auf Grund der Sym-+ 
metrie, welche zwischen dem gewoéhnlichen und dem isotopischen Spin besteht,, 


h 
miissen wir annehmen, dass der isotopische Spin = oymnpat 


° m, nN, P» Q,r = 1,28 


... 6 mit einem zusatzlichen magnetischen Moment des Mesonfeldes um dasé 
Nukleon verbunden ist, welches wir isotopisches magnetisches Moment nennes} 
wollen. Physikalisch kénnen wir uns die Entstehung des isotopischen magne-: 
tischen Momentes beim Nukleon durch die virtuelle Emission und Absorptio-| 
von Mesonen (nach [6]) erklaren. 

Wegeu der vollkommenen Symmetrie zwischen dem Spin und dem iso- 
topischen Spin miissen wir annehmen, dass der Tensor des isotopischen magne+ 
tischen Momentes durch die Ausdriicke 


2m, c : 
4 
| 


eh 
mined ay oe a. 
: Stes Y * Am An Ap Ag A, Y, 
eh 
MD pice ue Sue! eres 
‘s Seg tent ty 
c 
0 


m,n, p,q = 1,2, 3, 4,5 


[vergl. Gl. (45)] in vollkommener Analogie zum gewéhnlichen sree staly: | 
Moment gegeben ist. Man kann leicht beweisen, dass samtliche Komponenten 
des Tensors v””"?" reell sind. 


: 
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Mit Hilfe von Formeln (40) und (41) bekommen wir die folgende Beziehung 


‘ ehm F ehm 
pLOTS see ew a ALOTS Gee : ; 
Fee eS PEO, 0, 0, 05 y (50) 
2™mo 2moc 
TS Soe Oe. 


leichung (50) zeigt, dass in E, der isotopische Spin 


h h h 
— cy12456, py 12536, gy12346 


d das isotopische magnetische Moment des Nukleons 


1245 1253 1234 
(v Me v ye ) 


itgegengesetzt gerichtet sind. 
Nach (48) besitzt die x° Komponente (die z Komponente) des magneti- 
then Momentes p* die Eigenwerte 


fie ee ee KM. (51) 


2 me 


h 
as Verhaltnis von «** zu der x> Komponente des Salles at) a ist nach 
8) gleich 
34 P 
h me (52) 


a cy2it 


2 


ies bedeutet, dass das magnetische Moment des Protons | KM betragt. Das 
agnetische Moment des Neutrons ist gleich Null anzusetzen, da seine elektri- 
he Ladung gleich Null ist. 

Nach (50) besitzt die x> Komponente des isotopischen magnetischen 


omentes 11234 die Eigenwerte 


2 
pele, ge DE etl ne KM 2 (53) 


2me ms mo 
as Verhialtnis der x® Komponente des isotopischen magnetischen Momentes 


h . 
der x5 Komponente des isotopischen Spines bas cy12346 ist nach (50) gleich 


h me ms (54) 
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Daraus folgt, dass das isotopische magnetische Moment des Protons | isote 
2 


h m2 f f - 
pischer Spin — — cs 5 KM betragt, und das isotopische magnetische Momen 
mo 
hk) ; 
des Neutrons isotopischer Spin ae rs Fe KM betragt. 
mo 


Wenn wir das isotopische magnetische Moment (also das magnetischi 


Moment des um das Nukleon vorhandenen Mesonfeldes) fiir das anormale magni 
2 


tische Moment des Nukleons verantwortlich halten und —, = 1,8 ansetzer 
m 
dann ergibt sich die Masse des Mesons zu 0 
AaMRe eer 2 SR NN 
pat |or pe =m ree =m pS ge 


Das ist die Masse eines K — Mesons oder eines V — Teilchens. Bei dies 
Annahme ergeben sich die gesamten magnetischen Momente des Nukleons(gesa 
tes magnetisches Moment = magnetisches Moment + isotopisches magnetisch : 
Moment) zu 


a) Proton — gesamtes magnetisches Moment = (1+ 1,8) KM =: 2,8 KM, 
b) Neutron — gesamtes magnetisches Moment = (0—1,8) KM =—1,8 Ky 


was mit dem Experiment in guter Ubereinstimmung steht. | 
Ich méchte der Redaktion der Acta Physica Hungarica fiir die sehr wer? 
volle Kritik der vorliegenden Arbeit hier meinen herzlichsten Dank aussprechen 
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PEJIATHBUCTCKOE BOJIHOBOE YPABHEHHE HYKJIEOHA 
HUKOJIA CT. KAJIMLIMH 
Peswme 


V3 OnbITHbIxX (PaKTOB, YTO HyKICOH C | 
; yulecTByeT B 8 panM4uHBIx cocTo 
CuIeMyIOUMe yCIOBUS : f game 
CnMHop, MpeqcTaBiAoMni HyKIeOH, JOsDKeH | 
; umeTb 8 KOMNOHEeHTOB. Ilo 9. Kapt. 
[1] crimHop ¢ BOCbMH KOMNOHeHTAMH [aeT IMHeiHOe H306parKeHHe rpyNibl BpalleHug B re 
MepHOM IIpocTpaHcTBe. OTCiofa MOXKEM AeA BbIBOM: MpocrpancTBo HyK1e0Ha ON 
ObITh WIECTHMePHBIM. ABTOP O60OmaeT ypaBHeHue JIupaka no 9. Kaptayw jana QuIeKTPOH 
Haxoqameroca BE, MpOctpanctse, uTaK OH MOsyyaer 6 dbyHTamenTanBHBx TeH30POB BMe 
4-BbICTyNalomux B Teopuu J[upaKa. 
ABTOp IibiTaeTcA WaTb dbusMyeckoe TON 
KOBaHHe NMOJTY4YeHHbIM 6 TeH30pam 
Ha OCHO 
TIpHHUMMa CHMMeTPHH Me)KAy MPOCTSIM HW M3OTOMMYeCKMM CcnMHaMu ee 
HMTHBIM MOMCHTAM IIPOTOHOB M HeHiTpOHOB, KOTOpHIe MOryT xOpom0 copnayath C ONBITHD 
JAHHBIMM CCIM BbIOpaTb Maccy Me3z0Ha @ — 1223 me. 


ZUR ELEKTRISCHEN LEITUNG DER NaCI- 
UND KBr-PASTILLEN 


Von 
J. BOROS und S. CSASZAR 


INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT 
FUR DIE BAUINDUSTRIE, BUDAPEST 


(Vorgelegt von Z. Gyulai. — Eingegangen: 25. VI. 1954) 


1. Es wurde die Leitfaihigkeit yon NaCl- und KBr-Pastillen als Funktion der Temperatur 
smessen. Bei beiden Arten yon Pastillen wurden mehrmals Aktivierungsenergiewerte erhal- 
m, die den F-Zentren entsprechen. 

2. Neben den den F-Zentren entsprechenden Werten wurden auch andere Aktivierungs- 
aergiewerte ermittelt, die auch auf optischem Wege gewonnen werden kénnen. 

3. Bei NaCl-Pastillen wurde in mehreren Fallen beobachtet, dass sich ausser den den 
‘-Zentren entsprechenden Aktivierungsenergiewerten auch den Ottmerschen Nebenmaxima 
atsprechende Werte ergaben. 

4. Die hier erhaltenen Ergebnisse sind den bei verfarbten Alkalihalogenidkristallen 
ewonnenen dhnlich. Auf Grund der Messergebnisse ist anzunehmen, dass auch bei der Leitung 
on unverfarbten Alkalihalogeniden Elektronen eine bedeutende Rolle spielen. 


In einer friiheren Arbeit [1] wurde die Elektronenleitung in verfarbten 
Ikalihalogenidkristallen untersucht. Die Messergebnisse zeigten, dass man 
nfolge der Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit der verfarbten Kri- 
talle zu Aktivierungsenergiewerten gelangt, die den F-Zentren der Kristalle 
ntsprechen. Ausser den F-Zentren erhalt man bei Anwendung der Formel 

= A. exp. (—AB/2kT), die die Leitfahigkeit als Funktion der Temperatur 
usdriickt, auch andere Absorptionsmaxima, d. h. anderen Zentren entspre- 
hende Werte. Ein weiteres wichtiges Ergebnis der obigen Arbeit ist, dass die 
ktivierungsenergiewerte der durch Strom entfarbten Kristalle ebensolche 
Verte haben, wie die bei den verfarbten Kristallen gewonnenen. Es ergaben 
‘ch also die F-Zentren und die anderen Werte, die auch bei den verfarbten 
‘ristallen gewonnen werden kénnen. 

In der obigen Arbeit sind in einer Tabelle auch die aus der Literatur 
ekannten Aktivierungsenergiewerte zusammengestellt, die von den_verschie- 
lenen Forschern bei der Untersuchung der Leitung von Alkalihalogenid- 
ristallen ermittelt wurden und deren Berechnung mittels der Leitfahigkeits- 
ormel fiir Halbleiter erfolgte. Nach den Angaben dieser Tabelle entsprechen 
ahlreiche in der Literatur erwahnte Werte bereits bekannten optischen Werten. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Leitfahigkeit der aus NaCl- 
nd KBr-Kristallmaterial erzeugten Pastillen im Hinblick auf die Aktivierungs- 
nergiewerte zu untersuchen. In der Literatur wird iiber zahlreiche Untersuchun- 
en berichtet, deren Gegenstand die aus Alkalihalogeniden erzeugten Pastillen 
ind. Diesbeziiglich sei hier auf die Arbeiten von G. Tammann und G. Vészi 
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[14], T. E. Phipps, W. Lansing und T. G. Cooke [10], T. E. BEAL Te und E| 
Partridge [11], Z. Gyulai [4], J. Gingold [3] und P. Tomlca [15] hingewiesas| 
Die Ergebnisse der hier aufgezghlten Untersuchungen sind auch in den Lan} 
dolt-Bérnsteinschen Tabellen -angegeben [7]. 

Das Ziel der Untersuchungen war also festzustellen, ob auch bei Anwen} 
dung der Pastillen Aktivierungsenergiewerte gewonnen werden SN, die 
den F-Zentren oder anderen bekannten Zentren entsprechen. Mit andereri 
Worten, ob man bei den Pastillen zu ahnlichen Ergebnissen gelangt, wie bes 
der Leitung von verfarbten und entfairbten Kristallen. 

Die Messung der Leitfahigkeit erfolgte in einem Temperaturbereich vor 
300 bis 780°C. Zu diesem Zwecke wurde in der Werkstatt des Instituts en 
entsprechender Messofen angefertigt. Die beiden das Praparat haltenden Elek: 
troden des Messofens bestehen aus Nickel. Die Isolierung der Elektroden wurde 
in der Weise durchgefiihrt, dass bei den Stiitzen ein Quarzglasrohr angebrachi 
wurde. Die Messung der Temperatur geschah mit Hilfe eines Eisen-Konstan| 
tan-Thermoelementes, das an der einen Elektrode angelétet war, und eines 
Prizisionsmillivoltmeters, Fabrikat Siemens & Halske. Das Thermoelemen* 


wurde vor seinem Einbau geeicht, und die erhaltenen Angaben mit den voi 
der P. T. R. fiir Eisen-Konstantan-Elemente angegebenen Werten verglichen| 
In ahnlicher Weise wurde auch der Millivoltmeter mit einem Kompensatot 
geeicht. | 
Die Messung der Leitfahigkeit erfolgte mit einer Wheatstoneschen Pra-! 
zisionsbriicke, Fabrikat E. I. C. Zur Messung der mit hohen Temperaturen ver: 
bundenen Leitung von Alkalihalogeniden pflegt man Wechselstrom zu benut: 
zen. Bei unseren Messungen wurde ein Doppel-Drehkommutator verwendet. 
der auch mehrere Male von Gyulai bei seinen Messungen benutzt wurde [5] | 
Bei Verwendung dieses Kommutators kann im O-Zweig ein Instrument mi- 
Drehspule Verwendung finden. Bei den im nachstehenden beschriebenen Ver-’ 
suchen wurde als Nullinstrument ein Lichtmarkengalvanometer, Fabrikat 
Norma, Wien, benutzt. Das NaCl-Kristallmaterial stammte aus Désakna (Sie 
benbiirgen) und wurde in unserem Institut gereinigt und mehrmals umkristal. 
lisiert. Auch das KBr-Kristallmaterial wurde umkristallisiert. | 


_ Die Herstellungsweise der Pastillen war die gleiche wie die von Cyull| 
und Tomka angewandte. Die Driicke beliefen sich bei der Herstellung der NaCl. 
Pastillen auf 6000 bis 10 000 kg/cm2. Diese Pastillen wurden zum Teil bei Zim 


mertemperatur erzeugt, wahrend einiger Stunden aber bei 600°C temperiert| 


Ein anderer Teil der Pastillen wurde bei einer Temperatur von 100°C erzeugt 
u. zw. so, dass sowohl das Material als auch die Presswerkzeuge auf diese 
Temperatur gehalten wurden. Die so hergestellten Pastillen wurden dann i 
allgemeinen nicht mehr einer héheren Temperatur ausgesetzt. Die KBr 
Pastillen wurden bei einem Druck von 1000 bis 3000 kg/cm? hergestellt un 
im allgemeinen nicht tempeviert. Die Temperierung verfolgte den Zweck, .in de 


~ 
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+Pastille einen wahrend der Messung bereits stabilen Zustand zu sichern. Fiir 
jdie Leitfahigkeitsmessung wurde ein Temperaturbereich gewahlt, in dem die 
{von Tomka beobachteten und untersuchten Stromschwankungen nicht auftra- 
(ten. Die Pastillen wiesen alle eine zylindrische Form auf, ihr Durchmesser 


tbetrug 11 mm, ihre Dicke einige mm. Die Pastillen wurden mit Aquadag bestri- 
jchen, um einen guten Kontakt zu gewihrleisten. 

: 

: 


Messergebnisse 


Die Leitung der NaCl-Pastillen. Die Ergebnisse der an NaCl-Pastillen 
vorgenommenen Messungen sind in Tabelle I zusammengefasst. Die Tabelle 
gibt die Ergebnisse der einzelnen Messungen an, u. zw. die B-Werte, die aus 
der van’t Hoffschen Gleichung k = A. exp. (-B/T) so berechnet wurden, wie 
sie in der Literatur zu finden sind. Diese B-Werte sind ferner auf Grund der 
fiir Halbleiter giiltigen Formel k = A. exp. (-4B/2kT) auf Elektronenvoltwerte 
umgerechnet. Fiir jeden einzelnen Leitungsabschnitt, der durch einen gewissen 
B-Wert charakterisiert werden kann, gibt die Tabelle auch die andere, die 
Leitung kennzeichnende Konstante an, namlich den Wert A. In der Spalte 


‘<Anmerkung» finden sich Angaben iiber die Herstellung und Messung der 
Pastillen. Die Messgenauigkeit der Aktivierungsenergien stimmt mit der bei 
tden verfarbten Kristallen von Boros und Sibalszky erzielten Genauigkeit iiber- 
ein [1]. Die Werte lassen sich im allgemeinen mit einer Genauigkeit von etwa 
2% ermitteln, die Fehler betragen also + 0,02 bis 0,05 eV. 

Aus Tabelle I geht hervor, dass bei 10 Messungen Aktivierungsenergie- 
werte erhalten wurden, die den F-Zentren entsprechen. Ausserdem wurden 
auch noch einige anderen Werte, die aus Literatur wohlbekannt sind, erhalten. 
So ergab sich z. B. bei 7 Messungen der dem zuerst von Ottmer [9] gefundenen 
Nebenmaximum (1,73 eV) entsprechende Wert. Werte, die den fir blaues 
Steinsalz charakteristischen zwei Maxima von 1,94 eV bzw. 3,41 eV entspre- 
chen, wurden in 3 baw. 4 Fallen erhalten. Aus der Tabelle ersieht man ferner, 
dass der dem F-Zentrum entsprechende Wert haufig mit dem dem Neben- 
maximum entsprechenden Wert von 1,73 eV zusammen auftritt, ebenso wie 
bei der optischen Absorption. Dies wurde bei den Messungen Nr. 13, 16, 19, 
26 und 28 gefunden. Bei der Messung Nr. 25 erscheint der dém F-Zentrum 
entsprechende Wert zusammen mit den fir blaues Steinsalz charakteristischen 
Werten von 1,94 eV und 3,41 eV. In Abb. 1 wird das Ergebnis von 5 Leitfahig- 
keitsmessungen, die dem Werte 1,73 eV entsprechen, dargestellt. Abb. 2 zeigt 
Messungen bei denen die Aktivierungsenergien den F-Zentren entsprechen. 
In Abb. 3 sind die zu den Werten von 1,94 eV und 3,41 eV gehérigen Messungen 
veranschaulicht. Abb. 1,2 und 3 stellen Teilergebnisse der einzelnen Messungen 
dar. Aus der Literatur ist bekannt, dass die Leitfahigkeit als Funktion der 
Temperatur in der Form von gebrochenen Geraden angegeben werden kann. 
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TABELLE I 


Messergebnisse bei NaCl-Pastillen (Zusammenfassung) 


Anmerkung 


10 


1l 


13 


“15 | 


B ae A 
By 10,320.) 1,78 | Ay = 1,36 
By = 19,820 | 3,42 | 4, = 1,35.10° 
Be 080 e155 A, 0,77 
B, = 15/330 || 2,64) A, = 5,25.102 
Bete 20,900 213,007) = 11,56.107 
B= 8,780 | 151) 4, = 1,55 
By = 15,550 2,68 Ay = 3,02.108 
Bie 1,610 1,32 | A, = 0,04 
B, = 21,300 | 3,67 | A, = 1,00.105 
B, = 9,470 | 1,63 | A, = 0,83 
| By = 16,910 | 2,92 | 4, = 3,43.108 
|B, = 10,300 | 1,77] A, = 0,23 
| By = 19,830 | 3,42 | 4, = 3,16,105 
|B, = 9.910 | 1,71 | 4, = 2,00 
| By = 15,630 | 2,69 | 4, = 7,55.102 
B 5 CRP, Nl ak Bea hal dge? eeu ta G3 
| B, = 15.430 | 2,66 | 4, = 8,95.102 


Hergestellt bei einem Druck von 6000) 


kg/em2. Messbereich 346—757° C 


=—— 


Hergestellt bei einem Druck von 7000 


kg/em?. Messbereich 310—757° C 


Identisch mit Pastille Nr. 7. 


Hergestellt bei einem Druck von 600 
kg/cm. Temperiert bei 600° C wah- | 
rend 6 Stunden. 


moh a 


Hergestellt bei einem Druck von 6000 


/em?, Temperiert bei 600° C wah- 


rend 2 Stunden. Messbereich 297—715° € 


Jdénuibch anuitcPastiiewneeins 


| Messbereich 383—156° C. 


Hergestellt bei einem Druck von 800 x 


kg/em?. Temperiert bei 100° C. 


Messhereich Sapa 


Hergestellt bei einem ere von 6000 
_ | Keg/em?. Temperiert bei 100° C. 
| Messbereich 356—685° C. a 
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der B | ae 
essung | | 
Peel 
me) B, = 6.810 } 1521 A, 
| 
PB, =. 23,000 - |) 3.97 | A, 
| 
me | B, = 10,000 -| 1,72 | 4, 
| By = 20,910 | 3,61 | A, 
m | B, 9,580 | 1,65 | A, 
| B, = 11,780 203 cds 
| B, = 17,290 | 2.98 | AS" 
24 | B, = 9,350 L617}: 4A, 
B, = 12,780 2,204 A; 
| | 
oS | B, = 11,170 | 1,93] A, 
B, = 15,540 2,68 | A, 
B, = 19,820 3,42 | Ag 
26 | B, = 13,770 DX, viel ee B 
B, = 10,040 1,731.45 
B, = 11,370 1,96 | A, 
B, = 15,440 2,66 | At 
27 | B, = 8,680 1,50 | A, 
B, — 5,970 0,96 Ag 
B, = 9,910 Lilie; 
B, = 19,820 3,41 | A, 
22 |B, = 9,820 1,69 | A, 
B, = 11,270 1,94 | A, 
B, = 15,530 | .2,68 | A, 


ess) 
5,63.10° 
1,99 
3,33.105 


3,16 
3,92.101 


= 2,63.103 


8,55 


= 2,46.103 


1,63.10! 
3,81.108 
2,19.105 


== ASE te 


1,53.102 
1,60.102 
6,23.10 


2,49.10° 
0,22 

4,13.102 
1,66.10° 


5,65.10? 
3.16.10? 
2,89.104 


Anmerkung 


Identisch mit Pastille Nr. 18. 
Messbereich 290—712° C. 


| Identisch mit Pastille Nr. 18. 


Messbereich 330—746° C. 


Messbereich 343—761° C. 


Messbereich 309—734° C, 


Hergestellt bei einem Druck von 6000 
kg/em2. Temperiert bei 600° C wah- 
rend 5 Stunden. Messbereich 
315—7A47° C. 

Hergestellt bei einem Druck von 6000 
kg/em2, 

Temperiert bei 400° C. 

Messbereich 349—744° C. 


Identisch mit Pastille Nr. 26. 


Messbereich 342—757° C. 


Identisch mit Pastille Nr. 26. 
Messbereich 340—759° C. 


Vie auch aus den mit verfarbten Kristallen durchgefiihrten Untersuchungen 
ervorging, entsprechen die zu den einzelnen geraden Abschnitten gehérigen 
\ktivierungsenergiewerte bekannten optischen Werten. In den ersten 3 Abbil- 
lungen sind die Ergebnisse parallel zueinander verlaufende Geraden. Die 
irgebnisse sind auf diese Weise iiberblickbar und — unserer Meinung nach — 
berzeugend. In Abb. 4 werden die Messungen dargestellt, bei denen die den 
‘-Zentren entsprechenden Werte zusammen mit den Werten von 1,73 eV 


scheinen, ferner zwei Messungen bei denen neben dem Wert 1,73 eV auch 
r Wert 1,94 eV festgestellt wurde. 
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Es diirfte von Interesse- sein, in einigen Fallen auch die einzelnen Messer- 
ebnisse anzugeben. Aus diesem Grunde werden in den Tabellen I1—V die 
irgebnisse der Messungen Nr. 15, 16, 26 und 28 angegeben. In diesen Tabellen 


ind die Temperatur und die entsprechenden spezifischen Leitfahigkeitswerte 
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Abb. 2. Messung der den F-Zentren entsprechenden Leitfahigkeit 


nthalten, u. zw. werden sogleich der Logarithmus der Leitfahigkeit und der 
Reziprokwert der absoluten Temperatur angegeben. 

In Tabelle I. kommen ausser den bereits erwahnten vier charakteri- 
tischen Werten der Aktivierungsenergie auch andere Werte vor, wobei sich 
yewisse Werte wiederholen. Solche Werte sind z. B. 1,24—1,32 eV. Solche 
a kamen bei NaCl in der Absorption bislanz nicht vor, bei den photo- 
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TABELLE II 


Leitung der NaCl-Pastillen 


Messung Nr. 15 


15,90 
15,67 
15,46 
15,22 
15,02 
14,79 
14,57 
14,43 
14,22 
14,04. 
13,87 
13,68 
13,51 
13,35 
13,19 
13,02 


12,87 | 


12,68 


log k 1/T. 10! log k 
0,719—8 12,58 0,072 
0,806 12,42 0,137 
0,885 12,29 0,193 
0,982 125s 0,292 
0,072—7 12,01 0,336 
0,198 11,86 0,423 
0,294 11,76 0,499 
0,340 11,64 0,591 
0,411 11,51 0,661 
0,483 11,39 0,716 
0,569 11,27 0,792 
0,627 11,04 | 0,963 
0,705 10,83 0,121—5 
0,782 10,70 0,202 
0,837 10,64 0,299 
0,895 10,54 0,336 
0,946 10,44 0,434 
0,021—6 
- TABELLE III ~ 


Leitung der NaCl-Pastillen 


Messung Nr. 16 


TOR RS 


ay sive 


- “2 ay 
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TABELLE IV 


Leitung der NaCl-Pastillen 
Messung Nr. 26 


1/T. 104 log k ers LOS log k 
15,58 0,226 12,07 0,902 
15,35 0,412 11,93 0,942 
15,10 0,524 11,80 0,017—3 
15,88 0,662 11,67 0,079 
14,72 0,741 ; 11,61 0,105 
15,40 0,852 11,45 0,192 
14,29 0,933 11,36 0,232 
14,09 0,022—4 11,19 0,322 
13,92 0,101 11,09 0,386 
13,75 0,187 10,98 0,464 
13,62 0,249 10,89 0,503 
13,40 0,334 10,76 0,575 
13,23 0,3988° 24! 10,67 0,631 
13,10 0,478 10,57 0,697 
12,92 0,544 10,50 0,733 
12,77 0,603 10,20 0,953 
12,62 067205: 10,11 0,012 
12,54 0,712 9,94 0,155 
12,40 0,763 | 9,83 0,229 
12,25 0,826 Ree 

he 
TABELLE V 


Leitung der NaCl-Pastillen | 
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Werte in eV 
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TABELLE VI 


Aktivierungsenergiewerte bei NaCl-Pastillen 


In der Literatur angefiihrter entsprechender Wert 


0,96 
1,24 1,32 1,30; photoelektrische Leitung, Gyulai. 
1,36; Leitung bei Pastillen, Gyulaz. 
1,50) 15515 1752, 1,48, 1,50, 1,51, 1,53; Leitung bei Pastillen, Gyulai. 
1.55 1,50 Leitung bei Pastillen, Tomka. 
1,63, 1,65, 1,69, 1,60, 1.64, 1,67, 1,70, 1,72; Leitung bei Pastillen, Gyulat. 
Ths, GTA Vesa, 1,73; Leitung bei verfirbten Kristallen, Boros. 
eas 1,72; Absorption Ottmer. 
isa, Werte) 1,76; Leitung bei Pastillen, Gyulat. 
1,93, 1,94, 1,96 1,94; Absorption, Gyulai, Savostianowa, Przibram. 
Leitung bei Einkristallen und Pastillen, Phipps, Lansing, Cooke, 
Leitung bei verfarbten Kristallen, Boros. 
2,03 
FLOR PEST Pei 2,34, 2,36, 2,38; Absorption, Gyulai, Przibram. 
2,32, 2,34, 2,37; Leitung bei verfarbten Kristallen, Boros. 
2,64, 2,66, 2,68 2,66; Absorption, Gyulai, Ottmer, 
Leitung bei verfarbten Kristallen, Boros. 
2,92, 2,98 
3,41, 3,42 3,41; Absorption, Gyulai. 
: Leitung, Vészi, Phipps—Lansing—Cooke. 
Leitung bei verfairbten Kristallen, Boros. 
3,60, 3,61, 3,67 
3,97 3,97; Leitung, Phipps, Lansing und Cooke, photoelektrische Leitung, 
Gyulai. 
5,08 


elektrischen Messungen von Gyulai setzte der photoelektrische Strom va 
angeregten Kristallen bei diesen Werten ein. Diese Werte gleichen beziiglic 
ihrer Anordnung den bekannten G-Zentren von KCl. Mehrmals kommt auc 
der Wert 1,50—1,55 eV vor. Ein diesem entsprechender optischer Wert i: 
bisher bei NaCl unbekannt. Dieser Wert diirfte auf das im Salz in einer ausse: 
ordentlich geringen Konzentration anwesende KCl zuriickzufihren  seix 
Das Ottmersche Nebenmaximum von KCl, das sog. C-Zentrum, betragt nam 
lich 1,52 eV. Dieses pflegt — nach den Untersuchungen in unserem Institut \ 
bei der Leitung in KCl den dem F-Zentrum entsprechenden Wert zu begleite 
Die Werte zwischen 1,65 und 1,80 kénnen mit dem Wert 1,73 eV ES | 
den Stérniveau in Zusammenhang gebracht werden. 

Die Werte 2,03 und 2,20 sind aus den Absorptionsuntersuchungen bekann 
Die Werte 2,30 bis 2,37 eV lassen sich mit einem der starken Absorption 
maxima der blauen und violetten Steinsalzkristalle in Beziehung bringen. D 


pets 
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ferte 2,92 bis 2,98 eV sind aus den optischen Messungen an NaCl nicht be- 
ymnt. Der ihnen am nachsten kommende NaCl-Wert ist 3,07 eV. Hier diirfte 
lederum die Anwesenheit von KCI eine Rolle spielen. Dieser Wert (2,98) 
ymint bei den Messungen von Gyulai und Tomka [6] bei KCl sehr haufig vor, 
och ist er auch bei den Messungen von Roos [12] anzutreffen (3,00 eV). Der 
vert 3,67 eV ist bei NaCl gleichfalls unbekannt. Bekannt ist er dagegen bei 


6 


: KBr 


Pastillen 
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Abb. 5. Messung der den F-Zentren entsprechenden ere an KBr-Pastillen 


en optischen Messungen von KCI (3,61 eV Roos). Dieser Wert wurde bei den 
fessungen von KCl éfters erhalten. Der Wert 5,56 eV kam nur ein einziges 
al vor, so dass tiber ihn nur wenig ausgesagt werden kann. Dieser se hangt 


ahrscheinlich mit der sog. Defektleitung zusammen. 
Tabelle VI gibt die bei den Messungen ermittelten Aktivierungsenergie- 


rte der Grésse nach geordnet an; ferner wird angefithrt, wo diese Werte in 


- Literatur vorkommen und bei welchen Messungen. 


Die Leitung der K Br-Pastillen. Die Ergebnisse der an KBr-Pastillen vor- 
ommenen Messungen sind in Tabelle VII zusammengefasst. In der hier 
hfalls gezeigten Abb. 5 werden einige Teilergebnisse der Messungen wieder- 
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TABELLE VII 
Messergebnisse bei K Br-Pastillen 


Nr. | B 
der B | in eV A Anmerkung 
Messung | 
31 B, = 22,300 3,84 | A, = 1,79.108 Hergestellt bei einem Druck von 1 
(Bowles 60) 1,99 An 002.102 kg/cm. 
B, = 10,900 128 Sa Aen be Messbereich 455—725° C, ; 
32 By =, 29;850 oie oko WAG ‘= 8,32.101° Hergestellt bei einem Druck von 2! 

Bz = 24,100 IG) | Zl = PILI kg/em2. ; 

IRs = USKOO0) 2,36 | Az = 2,13.108 Messbereich 340—715° C. : 

B, = 11,500 | 1,98 | Ag = 2,82.102 : 

Bp = 9,350. | -1,61°} Ap= 2,19m02 . 

Soles a — ela) 2,20 | A, = 4,08.10? 

By = 11,450 -| 1,97 | Az = 9,78.102 
lies IY) 1,41 | 43 = 6,46.101 Messbereich 216—695° C. 

(B= 05000 1,13 | 4, = 4,24 

34 | By, = 19,000 3,27 | A, = 1,32.108 Identisch mit Pastille Nr. 32. 

B, = 13,770 | 2,37 | Az = 2,95.108 - 
| By = 11,500 | 1,98 | As = 1,99.101 Messbereich 245—662° C. | 
|B, = 7,850 | 1,35 | 4¢ = 1,08 — | 

35 7) By =. 22,530 | 3,88 A, = 3,82.10? Hergestellt bei einem Druck von ; ) 
‘| Ba = 12,720 | 2,19 WA a= 65, 15.102 kg/em?. > 
- | Be = 8,720 | 1,50 | A, = 8,71 Messbereich 330—706 ved e 
36 | By = 15,330 | 2,64 | 4 = 4,68.104 Identisch mit Pastille Nr. 35. 
| Bs = 11,390 | 1,96 | 42 = 7,45.10% | aes Cine en 
| B= 7,210 | 1,24] 4, = 5,26 | Messbereich 459—700° €. ‘ 
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TABELLE VIII 
Leitung der K Br-Pastillen 


iT. 10* | log k LT. 104 | log k 


19,95 0,233—10 13,28 0,602 
. 19,56 0,376 13,1200 1h 20,686 
| 19,18 | 0,518 12,96 | 0,745 
18,86 0,716 12380 | . 0,814 
18,61 0,865 12,65 | 0,883 
17,924 | © 02019 12,51 0,956 
17,89 | 0,330 12:57 Bie 10.01 12=6 
17,36 0,485 12,24 | 0,074 
17,08 | 0,631 12,09 0,146 
16,86 | 0,725 11,98 0,213 
16,56 | 0,883 11,83 0,275 
16,30 | 0,027—8 11,71 0,318 
16,05 | 0,269 11,58 0,398 
15,82 | 0,278 11,41 0,448 
15,59 | 0,389 E35 0,563 
15,36 0,813 Tit 0,606 
14,72 | 0,949 11,12 0,682 
14,54 | 0,004—7 10,59 0,049—5 
14,35 0,120 10,49 0,114 
14,16 | 0,184 10,39 0,216 
13. 9bseuH) «0,262 10,33 0,284. 
13,79 0,330 10,21 0,342 
13,62 0,431 10,12 0,428 
A 13,47 0,454 


geben, die die den F-Zentren entsprechende Leitung darstellen. Tabelle VIII 
thalt die Ergebnisse der Messung Nr. 40. 

Aus der zusammenfassenden Tabelle VII geht hervor, dass der dem F- 
entrum entsprechende Wert auch bei den KBr-Pastillen ziemlich haufig 
rkommt. Bei den hier zusammengestellten Messungen war namlich ein den 
-Zentren entsprechender Wert in 7 Fallen anzutreffen. Die in dieser Tabelle 
gegebenen Aktivierungsenergiewerte stimmen gleichfalls zum iiberwiegenden 
eil mit bereits bekannten optischen Werten iiberein. 

Optische Werte, die den Werten 1,13, 1,24, 1,31, 1,35, 141 und 1,55_ 
sprechen wiirden, sind bislang — zumindest unseres Wissens — nicht 


cannt. Bei den Fluoreszenzuntersuchungen von Honrath [2] ergaben sich die 


AS J. BOROS und S. CSASZAR 


TABELLE IX 


Aktivierungsenergiewerte bei K Br-Pastillen 


Werte in eV In der Literatur angefiihrter entsprechender Wert 
1,13, 1,24 
Hesieml ns onl. aul 
P50 lola 65 1,65; Leitung, Gyulai und Tomka, Leitung bei verfarbten Kristaller 
- Boros, Smakula. 
1,69; Fluoreszenz, Honrath. 
1,88, 1,93 1,91: Fluoreszenz, Honrath. 
90. 1-97 1298 1,97; Absorption, Ottmer, Phosphoreszenz, Roos, Leitung, Phipps ung 
Partridge, Leitung bei verfarbten Kristallen, Boros. 
Zl 2 208 2526, 2,23; Phosphoreszenz, Roos, Leitung, Gyulai und Tomka. 
2,15, 2,27; Fluoreszenz, Honrath. / 
2:36, 2,31 2,36, 2,37; Gyulai und Tomka. | 
2,54, 2,64 2,58; Leitung, Gyulai und Tomka. 
2,53, 2,64; Fluoreszenz, Honrath. 
3,02 2,97; Phosphoreszenz, Roos, 3,00; Leitung, Gyulai und Tomka. 
3,94, 3,68 3,51; Leitung, Gyulai und Tomka. 
3,84, 3,88 
4,15, 4,27 
eld | 


den folgenden Werten entsprechenden optischen Werte: 1,88, 1,93, 2,19, 2,98 
2,36 und 2,64 eV. Bei Honrath und Smakula [13] finden sich die den folgex 
den Werten entsprechenden optischen Werte 1,63 eV, bei Honrath und Roe 
2,94 und bei Roos 3,02 und 3,27. Die folgenden Ergebnisse kénnen wiederur 
nicht mit optischen Werten in Zusammenhang gebracht werden: 3,51, 3,6% 
3,84, 3,88, 4,15, 4,24 und 5,15 eV. Vielleicht lassen sich diese Werte ebenfal. 
durch eine sog. Defektleitung erklaren. Schliesslich gibt Tabelle IX die gewor 
nenen Aktivierungsenergiewerte der Grésse nach geordnet an, wobei stets aud 
die betreffenden in der Literatur vorkommenden Werte angefiihrt sind. | 


Deutung der Ergebnisse 


Bei den Leitungsuntersuchungen an verfarbten Alkalihalogenidkrista 
len wurden die den optischen Werten entsprechenden Aktivierungsenergii 
werte so gedeutet, dass dort Elektronen an der Leitung teilnehmen. Die in di 
-vorliegenden Arbeit mitgeteilten Ergebnisse sind den bei verfarbten Kristall 
erhaltenen Ergebnissen sehr ahnlich. Versucht man das Auftreten der de 
optischen Werten entsprechenden Aktivierungsenergiewerte zu deuten, . 


~~ 
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slangt man bei Annahme einer Tonenleitung zu keiner befriedigenden Lésung. 
is muss also angenommen werden, dass bei der Leitung der Pastillen Elektro- 
en eine grosse Rolle spielen. Diese Pastillen sind also als elektronische Halb- 
iter aufzufassen. Fiir die elektronische Leitung der Alkalihalogenide sprechen 
uch die Ergebnisse der jiingsten Untersuchungen, in denen nachgewiesen 
urde, dass in NaCl-Kristallen bei einer Temperatur von rund 750°C der Hall- 
ffekt auftritt. Diese Untersuchungen wurden im Jahre 1953 von J. L. Levy [8] 
urchgefiihrt. Das Auftreten des Hall-Effektes in einem Leiter ist immer der 
eweis fiir eine elektronische oder Defektleitung. Levy bemerkt in seiner Arbeit, 
ass die NaCl-Kristalle die ersten Ionenleiter sind, in denen der Hall-Effekt 
sstgestellt wurde. Wir sind dagegen der Ansicht, dass das Auftreten des Hall- 
ffektes unsere Annahme bestatigt, dass die Elektronen auch bei der Eigenlei- 
ang der Alkalihalogenide eine grosse Rolle spielen. 


Unsere Messungen wurden im Institut fiir Experimentalphysik der Tech- 
ischen Universitat fiir die Bauindustrie in Budapest durchgefihrt. Wir erfillen 
ine angenehme Pflicht, wenn wir auch an dieser Stelle dem Direktor des Insti- 
uts, Prof. Dr. Z. Gyulai, fiir seine wertvollen Ratschlage und sein standiges 
nteresse unseren Dank aussprechen. Ebenfalls danken wir der Ungarischen 
kademie der Wissenschaften, deren namhafte materielle Unterstiitzung die 
Murchfiihrung der Untersuchungen erméglicht hat. Schliesslich sei Mechaniker 
<, Asztalos fiir die sorgfaltige Anfertigung des elektrischen Messofens bestens 


edankt. 
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OB IJIEKTPHYECKOMN MPOBOQMMOCTH TABJIETOK NaCl u KBr 


Al. BOPOLI u UW. UACAP = 


Pesrwme 
I 

1. ABpropamu Obuia usMepeHa remmepatypHast 3aBUCHMOCTb TaOseTOK NaCl u KE 
Y 060ux cOpToB TaGeTOK HECKOJIbKO pas MOUyYHIMCh TAKHEe 3HAYCHHA JHEP aKTHBaUMy 
KOTOpblIe COOTBETCTBY!IOT F-eHTpaM. : 

2. Hapsafy c 3HayeHHAMM, COOTBETCTBYIOUIMMH F-1eHTpaM, TOJIYYHJIMCh H apyrt 
3HaYeHHA SHEP AKTHBALHH, KOTOPBIe MO)KHO TOJIYYHTh WH ONTHYCCKHM IyTeM. 

3. B cnyuae TaGneTKH ‘NaCl HecKobKO pas HaOs10fan0cb, YTO KpOMe 9HEPrHH aKri} 
BallMu, cOOTBeTCTByIOWeh F-yeHTpy, MOyYHIOCh 3HaYeHHe, COOTBETCTByrOMee OTHOCHTEN# 
HOMy MakcHMymMy OtTTMepa. 

4, JlaHHbIe pesyIbTaTbI MOAOOHEI pesyIbTaTaM, MOJIy4eHHbIM Ha MOKpalleHHbIx 
ctanmax. Ha OCHOBaHHM CBOHX H3MepeHHH aBTOPbI TipeAMONararwT, 4TO IICKTPOHbI HTpai 
Ba)KHYIO POJIb H TIpH MpOBOAMMOCTH OECCIIBETHDIX aJIKaJIH-rasIOHOB. 


vet 
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SIMPLE FLAME-PHOTOMETER OF HIGH SENSITIVITY 


By 
GY. GERGELY and P. F. VARADI 
RESEARCH INSTITUTE FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 


(Presented by Z. Gyulai. — Received 11. X. 1954) 


A simple highly sensitive flame-photometer was built. It consists of a hydrogen-oxygen 
ime, a glass prism monochromator and a multiplier phototube (type 931A or IP22). 

The sensitivities of the measurements were: 0,6 p. p. m. for barium, 0,2 p. p.m. for stron- 
iam, 0,09 p. p. m. for calcium and 0,005 p. p. m. for potassium. 

The flame-photometer was developed for the simultaneous determination of Ba, Sr and 
1 content of oxide coated cathodes, and for the potassium analysis of K,SiO, soluticns. 

A simple method is described for treating the interference effects of Ba, Sr and Ca. 

The problems of sensitivity improvements are discussed. 


During the last years several flame-photometers have been described 
.—10]. Many types of flame, atomizer and burner have been described. 
or isolating the required wave-length of light, many types of optical systems, 
Iters, interference filters or monochromators have been employed. Various © 
ypes of light-detectors, barrier-layer cells, photocells and photomultipliers have 
een used. 

This paper describes a simple highly sensitive device that was built in 
ur laboratory. The instrument consists of simple components. 


Experimental arrangement 


Fig. 1s hows the arrangement of the flame-photometer. 

The light generated by the flame-light source falls on the entrance slit 
f a Stanko UM2 type glass prism-monochromator. 

The required wave-lengths are selected by turning a calibrated drum. 

The detecting unit is a multiplier phototube mounted on the exit slit 
f the monochromator. In order to eliminate the dark current of the multiplier 
hototube and to avoid the difficulties of the highly sensitive direct current 
\easurements, the light beam reaching the entrance slit of the monochromator 
chopped by means of a rotating sector. 

Thus the fluctuating current of the multiplier produces a low frequency 
oltage on the load resistance (1 Mohm). The output voltage is measured by 
ieans of a low frequency electronic voltmeter. 

The voltage appearing on the multiplier load resistance is proportional 
» the light intensity. The proportionality factor is not constant but varies 


1 
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with the wave-length, because of the spectral response of the multiplier photi| 
tube and the dispersion of the monochromator. | 

A comparison standard incandescent lamp is used for evaluating tli 
spectral intensity measurements. 

Various types of multiplier phototubes have been tested. Good resul| 
were obtained with an RCA 931A type tube for calcium, strontium and bariui 
measurements, and with an RCA 1P22 type for the determination + 
potassium content. 

For the most sensitive determinations of potassium content a 931A t 
multiplier phototube has hitherto been used combined with an image-converte 


- 900-1000 V 4 


‘4 


Fig. 1. Arrangement of the flame-photometer. Notations: 1 electronic voltmeter, 2 high volta, 

supply, 3 multiplier phototube, 4 monochromator, 5 wave-length drum, 6 rotating sector, 7 co’ 
denser lens, 8 flame-light source, 9 standard incandescent lamp } 

tube [4, 11]. The application of an IP22 phototube is much simpler and mor 

sensitive. . 

The Georg Maurer type multiplier phototubes [6] did not give sufficie | 

sensitivity. | 


Light source 


Beckman metal atomizer. The solution is sprayed by means of a nickel ceapill 
inlet tube. The capillary tube may be adjusted by means of a screw. 


The atomizer described by A. Hegedii 
. Hegediis and E. P. 
by L. Navradszky. ee 


A mixture of hydrogen and oxygen is supplied to the flame unit. T! 
atomizer and the flame are adjusted by the hydrogen and oxygen pressur 


. | 
The flame-light source consisted of an atomizer burner, similar to | 


was prep ane 


~ 
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The pressure of oxygen was 0,8 atmospheres and was kept constant within 
%- The pressure of hydrogen was 120 mm water column, and was kept con- 
ant within 0,5 mm. 


Applications of the flame-photometer 


The flame-photometer was developed for the determination of barium, 
rontium and calcium content of oxide coated cathodes and for the determin- 
ion of the potassium silicate content in settled fluorescent screens. 

Several papers deal with the flame-photometer determinations of various 
ements [1,9, 12]. Amongthese the paper by A. D. Beckman, P.T. Gilbert and 
. C. Haves gives a general survey of the sensitivity values regarding the deter- 
ination of several elements. The sensitivity results described in their paper [1] 
e partly reached and partly surpassed with our instrument. 

The simultaneous analysis of several elements (e. g. calcium, barium, 
id strontium oxide cathodes) presents a more difficult problem because of 
terference between the elements. 

Several papers deal with the interference problems [13, 14] of various 
kaline determinations, mostly with the interference of two components 
ea | etc. . 

In order to perform a highly sensitive and accurate analysis of oxide 
vated cathodes, simultaneous determination of the three component elements, 
arium, strontium, and calcium, is required. A. Hegediis, T. Millner and E. 
ungor [8], A. L. Conrad and W. C. Johnson [13] as well as O. N. Hinswark, 
.H. Wittwer and H. M. Sell [14] describe methods for the flame-photometer 
zalysis of barium, strontium and calcium mixtures. 

All of them were working with the Beckman DU type photometer. 

It will be shown that the interference of barium, calcium and strontium 


in easily be taken into account. 


Exprimental procedure 


To select the suitable wave-length and band-width two requirements 
ave to be fulfilled: highest possible sensitivity and slightest possible inter- 
rence in the simultaneous determination of several elements. In most cases 


1e two requirements are contradictory. 
Fig. 2 shows the emission spectrum of barium, strontium and calcium. 


may be seen, that the slightest interference is found at the wave-lengths 


4226 A for calcium, 
e: 4607 A « strontium and 
“s 4934 A « barium. 
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These wave-lengths are not identical with the places of strongest emissio i 
intensity. In Fig. 2 the neighbourhood of: the 5890 A sodium line is omitted 

While analysing oxide coated cathodes, especially cathodes of miniat 
tubes, only very small amounts of solution should be consumed. Thus the mea 
surements at the 3 different wave-lengths must be carried out as quickly a 
possible. For this reason in the cathode measurements the multiplier phota 
tube was not changed and the slit-width of the monochromator was kept con 


stant. 


Fig. 2. Emission spectrum of barium, strontium and calcium. Concentrations of the elements 
barium 595 p. p. m., calcium 177 p. p. m., strontium 413 p. p. m. ) 


Because of the spectral sensitivit f ipli 
1 y curve of the 931A type multiplier onl 
the 4000—6000 A spectral range could be used. ye : 1 
For the determinations of potassium content an IP22 type multiplie 
phototube that had satisfactory sensitivity at 7660—90 A, was used. 

. The sensitivity level of the spectrophotometer was controlled durin 
the measurements by adjusting the hi ipli 
ratio y adjusting the high voltage supply of the multiplier (900- 

The suitable sensitivity was adj 
justed by means of : 
standard barium solution. : z ee a, 
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Preparation of the specimens 


The flame-photometer was developed for the analysis of oxide cathodes 
id for the determination of potassium content in fluorescent screens. The re- 
ilts of our experiments will be published in a forthcoming paper. 

For the oxide coated cathode analysis the oxides of barium, strontium 
ad calcium were solved in nitric acid. The solutions were diluted in distilled 
ater, 1—2 ml solution was sufficient for the analysis of each cathode. 


Experimental results 


Figs. 3, 4,5, and 6 show the working curves of the photometer. For calib- 


\ting purposes standard solutions of Sr(NO3),, Ba(NOs), and Ca(NO,), were 


a 
= a 
tog] —— 42764 ee 
+f ——: 46074 7 
—— 49344 A 
0 
~/ 
az 


a4i3 4128 W428 W128 4128 ppm 


Fig. 3. Working curves of strontium 


repared and diluted. The metal content of the solutions was determined by 
ravimetrical methods. 

Because of the interference effects each of the standard solutions of barium, 
alcium and strontium was measured at the wave-lengths 4226, 4607 and 4934 A. 
‘hus e. g. Fig. 5 shows the emission curves of calcium at the three wave-lengths. 
‘he case is similar with the other working curves. 

It can be seen from the working curves that the interference effects can 
ot be neglected. 

Analysing high purity distilled water we obtain from the flame a conti- 
uous emission. The narrow emission bands of the elements are emerging from 
he continuous background emission of the flame. In the analysis of alkaline 


‘ 


: 
ot ; 


by jh. 
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I 


earth solutions of high concentration the background Sa of oe | 
may be neglected. Reducing the concentration of alkaline Sit tes 1 
in the flame a considerable background continuum. Fig. 7 sl hae: e on i 
spectrum of barium, calcium and strontium at low concentrations. 1t 1s mteresty 


; . | 
ing to compare Fig. 7 with Fig. 2. | 


— 4264 
log] —— 4934 
+/ [ —— 4607 


Fig. 4. Working curves of barium 
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Fig. 5. Working curves of calcium 


Fig. 8 shows the emission spectra of calcium at two different concentration, 
(177 p. p. m. and 1.77 p. p. m.). It may be seen that with increasing calci 


concentration not only the characteristic bands of calcium but also the con) 
tinuous emission of the flame is increasing. 


The same is the case for strontium and barium, as Figs. 9 and 10 sho 


To a certain extent an interference effect is caused by the increase in the con 


s 


~~ 


Ferrey * 
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nuous emission of the flame. The ensuing enhancement of brightness is pro- 
srtional to the concentration. At small concentration values the interference 
fect is very slight, hence it has often been neglected [8, 13]. 


log I 
0 
-f 
=2 
“3 
=i 
005 205 a5 30 50 ppm 
Fig. 6. Working curve of potassium 
I 
Co 
es en Ba 
~ Sr 


—-—-— flome emission 


q 4500 = = 5000 5300 6000 
= 2 


ig. 7. Emission spectrum of barium, strontium and calcium. Concentrations: barium 5,95 
p- p. m., calcium 1,77 p. p. m., strontium 4,13 p. p. m. 


/ 


An other cause of the interference effects lies in the emission of some 
eak spectral bands. E. g. strontium has a weak emission band at 4215 A in 
e neighbourhood of the 4226 A calcium band. The characteristic wave-lengths 
*the elements are not spectral lines, but broadened lines, narrow bands [10]. 


aah 
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The interference caused by the proximity of the bands could be reduced bj 
narrowing the slit-width of the monochromator. Fig. 11 shows the straceay 
of the 4226 A calcium and the 4215 A strontium band taken with a slit-widt 
of 0,05 mm (approximately 2A band-width). The concentration of strontiux 
is 413 p. p. m., that of calcium is 177 p. p. m. ee 
We succeeded in separating the two broadened lines, the sensitivity « 
the photometer, however, was hereby considerably diminished. In practiq 


O86 
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4206 4500 $000 5500 6000. 


Fig. 8. Emission spectra of calcium for two different concentrations 


a LT ps pam. . | Face 1,77 ps ps mi: —-—-— flame emmission 


; 
' 
’ 
) 
: 


higher sensitivity is more important than reduction of interference by hig 


spectral resolution. : 

In the calibrating curves the logarithmic emission intensity (log 1) : 
plotted against the logarithm of concentration (c). It may be seen that th 
intensity is increasing almost linearly with the concentration. In the measure 
concentration ranges the brightness can be described approximately by a pow: 
law : ; 


I = ke". 
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The power n (calculated from the slope of the working curve) is approxi- 
ately 


fl 


] for strontium, 
n= 0,94 « barium, 
n= 0,89 « calcium, 


n— | « potassium. 


x h Stes 


5000 5500 6000 4 


Fig. 9. Emission spectra of strontium for two different concentrations 


413) ps peme eae 4,13 p. p. m. ——— flame emission 


As may be seen from the working curves, at higher concentrations there 
/a marked deviation from the power law mentioned above. 

Similar results were published in papers [10] and [15]. 

The table shows the experimental results. 

The first column of the table contains the elements, the second the wave- 
ngths (A) at which measurements were made. The third column shows the sen- 


tivity values attained with our device. 
Column 4 represents the flame.emission intensity (voltmeter reading at 


ri 
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Fig. 10. Emission spectra of barium for two different concentrations 
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e characteristic wave-length), i. e. the background or noise level. Column 5 
ntains the voltmeter readings at lowest concentrations, the sixth column 
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Evaluation of the experimental results 


In the carrying out the measurements every solution to be analysed mus 
be measured at the characteristic wave-length of the element investigated. Ne 
the background emission of the flame has to be read on the voltmeter, thi 
solution being replaced by highly pure distilled water. The difference of the tw 
readings gives the emission caused by the alkaline-earth ion under investigation 

In the case of a mixture of several alkaline-earth elements (e. g. in thi 
oxide cathode measurements) the solution must be tested at every characte} 
istic wave-length. 

If the solution contains the amounts B of barium, C of calcium and Ss ( 
strontium and we denote the voltmeter readings at 4934 A by Ig at 4226 A bi 
Ic and at 4607 A by Is, we have the following system of equations : 


Iz = Bg + Cg + Sa, 
Ic = Be + Cc + Sc, | 


Is = Bs + Cs + Ss. | 


In these equations Bg denotes the 4934 A emission caused by the bariut 
contained in the solution, Cg— the emission at 4934 A caused by the calcite 
(the calcium interference with barium) and Sg — the strontium emission 4 
4934 A (the strontium interference with barium). 

Similarly, Bc represents the emission of the barium at 4226 A, Cc — th 
emission caused by the calcium at 4226 A ete. 

In the above system of equations the emissions of the different ions ax 
supposed to be linearly superimposed. | 

Testing samples of low and moderate alkaline-earth concentrations w 
can in first approximation neglect the interference. Thus we may write : 


Ip & Bz, 


I¢ Co, 


Ts 


R 


Ss. 


: 
: 
’ 
: 
: 
' 
) 
: 


The concentrations of barium, strontium and calcium ions may be dete 
mined approximately by means of the working curves of Figs. 3, 4, and 5. 1 
practice a family of working curves is used covering small ranges of concentratio1 
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As second step in the evaluation the interference effects must be calculated 
’ means of the working curves. 

The system of equations may be solved by means of successive approxim- 
ion. In theory the approximation may be continued but in practice two steps 
ie satisfactory. 

_ In practice the calculation of interference is certainly necessary if the 
ixture contains besides a highly concentrated element small amounts of an- 
her element. 

_ The interference emission of the highly concentrated element may have 

e same magnitude as the emission of the element of low concentration. 

: 


The problem of sensitivity 


In our measurements an average sample of 931A multiplier phototube 

as used. It was run between 900—1000 V. Thus its amplification was not quite 
lized. 
By increasing the supply voltage of the multiplier the amplification and 
msequently the sensitivity of the flame-photometer may be increased. In prac- 
ce the emission bands of the alkaline-earth ions are emerging from the flame 
ickground. The continuous flame emission may be treated as a continuous 
ise level. Increase in the sensitivity of the flame photometer device does not 
prove the signal to noise ratio. The same was the case for a selected highly 
nsitive sample of multiplier phototube. 

A further difficulty lies in the slight random fluctuations of the burning 
* and the flame emission intensity. E. g. a grain of dust in the air may 
use observable eruptions in the flame. An increase in the amplification of 
1e multiplier made the random low frequency (0,1—0,2 ¢/sec.) fluctuations 
>the flame emission better observable, this means in practice a worsening 


: signal to noise ratio. 
A further increase in sensitivity in the analysis requires an improvement 
: the stability of the flame. 
_ Another possibility to eliminate the errors caused by the random fluctu- 
tions of the flame is given by the use of a specially built photoelectric detecting 
nit (see e. g. papers [3, 7]). 
_ Since the improvement of the stability of the flame seems to be a difficult 
isk, the problems caused by the background emission of the flame and the 
atistical fluctuations are hoped to be solved by using direct current amplifier 
ith very large time-constant. 
The authors wish to express their thanks to J. Adém for his work in the 
easurements, to M. Acs for the preparation of the solutions and to E. Kovdcs 
x the analysis of the standard solutions. 


ue 


2 


64 GY. GERGELY and P. F. VARADI 


REFERENCES 


1. P. T. Gilbert, R. C. Haves and A. D. Beckman, Anal. Chem. 22, 772, 1950. 

2. C. E. Bills, F. G. McDonald, W. Niedermeyer and M. C. Schwartz, Anal. Chem., 2 
1076, 1949. 

3. R. H. Heidel and V. A. Fassel, Anal. Chem., 23, 784, 1951. 

4. L. Brealey and R. E. Ross, Analyst, 76, 334, 1951. 

5. C. T. Alkemade, J. Smit and J. C. M. Verschure, Biochim. et Biophys. Acta, 8, 54@ 
1952. 

6. H. Kick, Z. Pflanzenerndhr. Diing. Bodenkunde, 60, 163, 1953. 

1. J. A. Ramsay, S. W. H. W. Falloon and K. E. Mechin, J. Sci. Instr., 28, 75, 199 

8. A. Hegediis, T. Millner and E. Pungor, Magyar Kémiai Folyéirat, 59, 304, 199 
(In Hungarian.) 

9. A. Hegediis and E. Pungor, Magyar Kémikusok Lapja, 9, 178 and 201, 1954. ( 
Hungarian.) 

10. H. H. Co6ones, E. M. Mescepuyep u I. M. Podun, YKST®, 21, 350, 1951. 

ll. A. J. Cavell, Analyst, 77, 537, 1952. 

12. P. W. West, P. Folse and D. Mongomery, Anal. Chem., 22, 667, 1950. 

13. A. L. Conrad and W. C. Johnson, Anal. Chem. 22, 153, 1950. 

14. O. N. Hinsvark, S. H. Wittwer and H. M. Sell, Anal. Chem., 25, 320, 1953. 

15. G. G. James and T. M. Sugden, Nature, 171, 428, 1953. 


MPOCTOH NJIAMEHHbIA ®POTOMETP BbICOKOM UYBCTBUTEJIBHOCTU | 
Dp. TEPrEH u 1. &. BAPAQU 
Peswme 


ABTOpbI BbIpaboTaIM MpOcTOH WaMeHHbI POTOMeTP BbICOKOM YyBCTBUTEIbHOCTH. 
paOoTaeT MlaMeHeM CMECH BOMOPOa C KUCHOPOOM, MpHMeHAeCTCA MOHOXPOMATOP CO CTeKIF 
HOH MpH3MO MU MOTOITEKTPOHHIM YMHOKUTeIb (Tuna 931 A unm 1P22). 

HlocturHyTle NpHOopoMm Mmpefenbl YyBCTBUTebHOCTH : Ip Oapun 0,6; mpu cTponiy: 
0,2; mpu Kanbyuu 0,09; mp Kayuu 0,005 muKporpamMM/musMMeTp. 

IInamenuplii oTomerp BbipaOaTbIBancaA c WebIO OMpesenenuA cofepoxKaHHA Gap 
KasIbUMA MW CTPOHUMA OKCHAHBIX KaTOAOB, Jamee AIA aHamMsa pacTBOPOB KasIHiHOrO >in 
KOrO cTeKsIa. 

ABTOPHI HalIM Mpocrow MmeTox AA paccmoTpeHusa apPPeKTOB BO3MyleHHA Gap 
CTPOHUMA MW KaJIbuHA. | 
PaccMaTpHBallacb ee npodsemMa yBennuennsa UYBCTBUTEJIBHOCTH. 
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UBER DIE THEORIE DER BINDUNG VON ZWEI- 
WERTIGEN ZWEIATOMIGEN IONENMOLEKULEN. 
BINDUNG DER ERDALKALIMETALLOXYDE 


Von 
R. GASPAR und P. CSAVINSZKY 
FORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN 
"HYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER UNIVERSITAT, BUDAPEST 


WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 8. XI. 1954.) 


Es wurde untersucht, ob sich die von Jensen und Gombds ausgearbeitete Methode zur 
»schreibung von Molekiilen, die aus Ionen mit edelgasartiger Struktur aufgebaut sind und die 
ch bei einwertigen zweiatomigen Ionenmolekiilen gut bewahrt hat, auch zur Beschreibung von 
yeiwertigen Ionenmolekiilen eignet. Im Falle der Oxyde der Erdalkalimetalle sind die Bedin- 
ingen der Anwendbarkeit dieser Methode erfiillt. Die fiir den Kernabstand und die Dissozia- 
onsenergie gewonnenen Werte 6 = 1,53 A und Dg = 4,50 eV stimmen mit den Versuchsergeb- 
ssen gut tiberein. Im Laufe der Berechnungen wurde fiir die Elektronendichte des Mg?*-Ions 
e Hartree-Focksche Elektronenverteilung angenommen, wahrend fiir das O?—-Ion — fiir das 
2der eine mit der Hartreeschennochmit der Hartree-Fockschen Methode bestimmte Elektro- 
ndichteverteilung bekannt ist — eine mit der halbempirischen Slaterschen Methode bestimmte 
‘ektronendichteverteilung herangezogen wurde. Den Ergebnissen zufolge kann diese Elektro- 
ndichteverteilung bei der Bestimmung der Angaben von Molekiilen gut angewandt werden, 
ogegen bei ihrer Verwendung fiir die Berechnung der Konstanten von festen K6rpern eine 
‘wisse Vorsicht angebracht ist. 


Kinleitung 


Von den aus zwei zweiwertigen Atomen aufgebauten Ionenmolekiilen sind 
i¢ Oxyde der Erdalkalimetalle, ferner deren Sulfide, Selenide und Telluride am 
rpischsten. Vergleicht man sie jedoch mit den aus einwertigen Atomen bestehen- 
sn typischen Ionenmolekiilen, wie z. B. den Alkalihalogeniden, so ergeben sich 
ehrere wesentliche Unterschiede: die Verhaltnisse ihrer Wasserliéslichkeit 
nd anders als bei den Alkalihalogeniden und auch ihre Spaltungseigenschaften 
nd weniger gut als bei diesen. 

Ein anderer experimentell nachweisbarer Unterschied ist folgender. 
fahrend bei den aus einwertigen Atomen aufgebauten Jonenmolekiilen die am 
ufbau beteiligten Ionen alle auch experimentell bekannt sind, wobei die die 
ysitiven Ionen liefernden Atome durch eine kleine Ionisationsenergie und die 
e negativen Ionen liefernden durch eine grosse Elektronenaffinitat gekennzeich- 
st sind, sieht man bei den Oxyden der Erdalkalimetalle, dass zur Bildung eines 
veimal positiv geladenen Erdalkaliions bedeutend mehr Energie notwendig 
t als zur Bildung der Alkaliionen und dass z. B. das O2~-Ion an sich, als stabi- 
s Ion, experimentell noch nicht wahrgenommen werden konnte. Es ist eine 
ageklarte Frage, ob es bloss wegen der kleinen Elektronenaffinitaét nicht 
ahrzunehmen ist oder aber ob es zu seiner Bildung der Investition von positi- 
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ver Energie bedarf. Die auf theoretischem Wege gewonnenen Ergebnisse spreche| 
fiir die Wahrscheinlichkeit der zweiten Deutung [1]. | 

Auch vom Standpunkt der Theorie besteht ein wesentlicher Unterschie| 
zwischen den aus zwei- baw. einwertigen Atomen aufgebauten Ionenmolekile| 
mit zwei Atomen. 

Die Elektronenverteilung der Alkalimetall- und Halogenionen ist tei 
aus den wellenmechanischen Berechnungen und teils aus der statischen Atorij 
theorie gut bekannt [2]. Die Elektronenverteilung der Erdalkalimetallione 
ist auf Grund der obigen Theorien ebenfalls bekannt [2], doch weiss man tbj 
die Elektronenverteilung der O?~-, S?~-, Se?~- bzw. Te? ~-Ionen noch viel 
nicht, einerseits weil diesbeziigliche wellenmechanische Berechnungen fehle 


und andererseits weil keine stabile Lésung der statistischen Atommodelle f7 
zweifach negative Ionen angegeben werden kann. So ist man denn hinsichtlic 
der Elektronenverteilung der obigen negativen Ionen auf willkiirliche Annahme 
angewiesen. Bei unseren Berechnungen wurde fiir die Elektronenverteilung d 
O2—-Ions die mit der halbempirischen Methode von Slater angegebene Elektrone} 
verteilung benutzt, wobei von dieser Berechnung unter anderen erwartet wur 
dass sie Hinweise auf die Richtigkeit dieser Elektronenverteilung und auf i | 
Verwendbarkeit bei solchen Berechnungen geben wird. | 

In unseren Berechnungen wurde jene_ statistische Stérungsmethoy 
angewandt, die eine Berechnung der Wechselwirkungsenergie von Ionen m 
geschlossener Elektronenschale erméglicht. Im Laufe der konkreten Berec} 
nungen wurde dann die von Gombds entwickelte vereinfachte Methode [3 ] hera 
gezogen, die eine bedeutende Reduktion der Rechenarbeit~gestattet, ohne d 
Genauigkeit der Ergebnisse stark zu beeintrachtigen. 


Die Bestimmung der Elektronenverteilung der Ionen 


Bei der theoretischen Erérterung der Erdalkalimetalloxyde bedeutet | 
eine grosse Schwierigkeit, dass wahrend man die Elektronenstruktur mehren 
der Erdalkalimetallionen (Be?*, Mg?+, Ca2') aus den Berechnungen des sci 


«self-consistent field» kennt [4], die Elektronenverteilung des O02~-Ions nic: 


bekannt ist. Die Kenntnis der Elektronenstruktur des O2—-Ions ist auch a 
anderen Griinden von Bedeutung, da der Sauerstoff das Grundelement zahlreic 
wichtiger Verbindungen, so z. B. auch des Wassers ist. Bei der Bestimmung 
Elektronenverteilung des O?~-Ions wurde folgender Weg eingeschlagen. Z 
niherungsweisen Bestimmung der Eigenfunktionen und Elektronendichten v« 
Atomen und Jonen ist seit langem die halbempirische Methode von Slater [ 
bekannt. Laut dieser kann in den Eigenfunktionen der Elektronen des Ions 
radiale Teil in der Form 


IS 
R=Ar™ 6" 


IBER DIE THEORIE DER BINDUNG VON ZWEIWERTIGEN ZWEIATOMIGEN IONENMOLEKULEN 67 


‘gesetzt werden. In Gl. (1) bezeichnet n* die effektive Hauptquantenzahl und 


eras (2) 


n* a, 


| 


= 


ihrend A eine Normierungskonstante ist. In Gl. (2) ist Z die Ordnungszahl 
s Ions und s die sog. Abschirmungskonstante, die bei den 1s-, 2s- und 2p-Elek- 
onen des O?~-Ions 0,30, 4,15 und 4,15 betragt. Bei den Elektronen des O?~- 
ms stimmen die effektiven und die wirklichen Hauptquantenzahlen miteinander 
verein. Hier ist a, der kleinste Bohrsche Wasserstoffradius. Mit Hilfe von Gl. 
) erhalt man fir die Elektronendichte des O2~-Ions 


0, = 2Ri, + 2R5, + ORS». (3) 


Die Elektronendichte 0, des Mg?*-Ions wurde mit Hilfe der Eigen- 


mktionen von Yost bestimmt [4]. Yost ermittelte die Eigenfunktionen 
: 


1,20 
1,10 


LOGE 1D) me 
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bb. 1. Die radialen Elektronendichten der Mg?*- und O?—-Ionen. Abszisse : r (in atomaren 
Einheiten), Ordinate: log(1 + Da,), (D gleichfalls in atomaren Einheiten) 


s Mg?*-Ions mit der Methode des «self-consistent field» und zog bei seinen 
srechnungen auch die Austauschenergie in Betracht. Die radiale Elektronen- 
chte der beiden Ionen ist in Abb. 1 dargestellt. Hier ist auf der Abszisse die 
ntfernung r vom Atomkern in atomaren Einheiten (a)) aufgetragen, wahrend 
e Ordinate log(1 + D a) angibt, wo D = 4x r? 9 die radiale Dichte der Tonen, 
sichfalls in der atomaren Einheit a,—1 angibt. Beide Ionen enthalten eine 
siche Zahl von Elektronen, so dass sich hier eine gute Vergleichsméglichkeit 


68 R. GASPAR und P. CSAVINSZKY 


bietet. Gemiss der Erwartung ist natiirlich die Elektronendichte des negative) 
Ions in den vom Kern entfernten Teilen iiberall grésser als beim positiven Loy 
Nach dem quantitativen Vergleich ist aber die Elektronendichte des negatives 
Ions in den dusseren Bereichen auch so noch allzu klein. Die in der Abbij 
dung unter den Kurven der eine gleiche Anzahl von Elektronen aufweisendes 
Me?" - und O2--Ionen befindlichen Flachen miissen nicht gleich gross sein, di 
fiir die Ordinate ein pseudologarithmischer Massstab gewahlt wurde. 


Die fiir Ionen mit abgeschlossener Elektronenschale giiltige 
statistische Stérungsrechnung 


Die Grundlagen dieser statistischen Stérungsrechnung wurden va 
Jensen [3] ausgearbeitet. Diese Methode wurde dann von ihm auch zur Unte! 
suchung der Bindung der Alkalihalogenidmolekiile und der Ionenkristalle heray 
gezogen [6]. Eine spezifische Eigenschaft dieser Methode ist, dass sie nur ay 
Molekiile angewandt werden kann, die aus Ionen mit abgeschlossener, edelgasat 
tiger dusserer Elektronenschale aufgebaut sind, wahrend sie die durch dl 
Valenzelektronen vermittelte kovalente Wechselwirkung nicht zu _ beriicll 
sichtigen vermag. Die Methode erfordert in ihrer urspriinglichen F or} 
eine sehr grosse Rechenarbeit, so dass das von Gombds eingefihrte wesentlia 
einfachere Verfahren eine wichtige Verallgemeinerung der Methode bede!) 
tete. Das Wesen dieses einfacheren Verfahrens ist folgendes : 

Es sei u jene Energie, die bei der Annadherung der eine Dichte 0, bzw. 0 4a | 
weisenden Ionen (0;, und @, sind kugelsymmetrisch) neben der urspringlich 
Energie der Ionen als zusitzliche Energie auftritt, also die sog. Wechselwirkun 
energie. Diese lasst sich nach Gombds aus folgenden Komponenten zusamme? 
setzen : 


WU = Uc + Un + Ue + ux + Ug +Uy, (: 


5 
I 


e2 
— Nj) (Zz — No) ae 


Un = [Zo71 (9) + Z, 72 (0)] e, 


Ue + uz = — [No y, (6) + Ny ye (d)Je + (a, + By) 02 (9) + By 0; (9), 
Wa = — Ha | [(01 + 02)» —Qy'* — 09''] dv, 


uv = | [Wp (a + @2) — Wo (01) — Wo (0,)] dev, 


| 
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ter bedeuten: Z, und Z, die Ordnungszahlen der Ionen 1 und 2; N, und N, 
= Zahl der Elektronen derselben Ionen; e die Elementarladung und 6 den 
ernabstand ; “, = 2,871 e2 a), und x, = 0,7386 e?; y, und y, hangen mit 
m Potential V,, und V,, der Elektronenwolke der ee 1 und 2 in folgender 
veise zusammen : 


i 
| 


Ve,(r)) = — + pili. (6) 


Tj 


so gibt y;(r;)r; im Grunde genommen in einer Entfernung r; vom Kern des 


-en Ions die um die Ionenladung verminderte effektive Kernladung an. Das 
ntential V,, (rj) ist kugelsymmetrisch aber nicht coulombartig. Der Grund 
erfur besteht darin, dass die Elektronenwolke des Ions i nicht punktartig ist, 
ndern eine raumliche Verteilung aufweist. In einer grésseren Entfernung vom 


TABELLE I 


Die in vorliegender Arbeit benutzten Werte der Konstanten q; und /; in ato maren Einheiten 


Ion a B 
Mg?* 9,772 43,34 
O25 31,92 79,28 

| 


ern des Ions i kann sie aber dennoch als punktartig betrachtet und das Poten- 


alihrer Elektronen durch — ausgedriickt werden. Je naher man aber 


Tj 
n den Kern zu fortschreitet, um so bedeutender wird die Abweichung des 
otentials vom coulombartigen Potential, was durch das Korrektionsglied 
(r;) beriicksichtigt wird. Die Bedeutung der Konstanten a; und /; ist folgende : 


a; = Ame Vi (rj) r?drj, 
ie 
(7) 
, Be- ae rls ae [oi(r;) |" r7dr;. 


ee ; 


>» Werte der Konstanten a; und #; in dem von uns untersuchten Fall wurden 
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urspriimgliche Arbeit [3] verwiesen. Es sei hierzu noch bemerkt, dass die obigew 
Formeln bei einwertigen Ionen fiir jenen Fall Giltigkeit besitzen, wo sicli 
die Elektronenwolke der Ionen ins Unendliche erstreckt und wo 0 > 4p ist. i, 
unseren Berechnungen ist die erste Bedingung erfillt, da ja sowohl die mit de} 
Hartree-Fockschen als auch mit der Slaterschen Methode berechneten, Elektroy 
endichten ins Unendliche auslaufen. Die zweite Bedingung ist dagegen nich} 
erfillt, da der von uns durch Berechnung bestimmte Kernabstand kleiner all 
4a, ist. Wie aus der urspriinglichen Arbeit hervorgeht, riihrt diese Bedingun} 
hauptsichlich davon her, dass im Laufe der Ableitung der Gl. (5b) und ( 
einzelne A usdriicke nach dem Quotienten der am gleichen Ort genommenei 
Dichte werte der positiven und negativen Ionen in eine Reihe entwickelt we | 
den mussten und dass die héheren Glieder dieser Reihenentwicklung nur dani 
vernachlassigt werden kénnen, wenn der Wert des Dichtequotienten geniigen: 


Energieglieder und Konstanten sei hier abgesehen und diesbeziiglich auf dil 


on 


klein ist. Aus einer eingehenderen Erérterung ergibt sich, dass dies bei einwe 
tigen Ionen im allgemeinen im Falle 6 > 4a) zutrifft. In dem hier untersuchtei 
Fall betragt in dem fir uns interessanten Bereich der grésste Wert des Verha | 
nisses der Elektronendichten der Ionen 4/;, so dass die Reihenentwicklung un} 
die Vernachlassigung der héheren Glieder berechtigt sind. Es sei bemerkt, das 
auch die iibrigen Bedingungen der Anwendbarkeit dieser Methode erfillt sind: 
so dass leicht einzusehen ist, dass der so verursachte relative Fehler die iiblich 
Fehlergrenze der Berechnungen bei einwertigen Ionenmolekilen nicht tiben 
schreitet. 


Besprechung der Ergebnisse | 


Das Ziel der hier besprochenen Berechnungen bestand in der Bestimmung de: 
Dissoziationsenergie und des Kernabstandes des im Gleichgewichtszustand befind 
lichen MgO-Molekiils. Von der experimentellen Seite her haben sich mehrer: 
Forscher mir der Bindung der Molekiile von Erdalkalimetalloxyden befasst [7 
Sie erhielten hierbei als Ergebnis der Analyse der von ihnen untersuchten Ba 
den fiir deren unteren Zustand die in Tabelle II angefiihrten Werte. Aus de: 
Tabelle ist gut ersichtlich, dass die Eigenschaften der Oxyde der Erdalkalimetalll 
ziemlich unregelmassig mit der Ordnungszahl schwanken. Die neueren Ergel | 
nisse wurden von Gaydon, Herzberg und Rosen zusammengefasst ; laut ihr 
Feststellungen werden die spektroskopisch ermittelten Werte durch die in de 
3. Spalte der Tabelle II stehenden Werte angegeben. Die Dissoziationsenergi 
der Erdalkalimetalloxyde wurde auch thermochemisch und mit der sog. Flan 
menmethode bestimmt. Diese Resultate wurden neuestens von Brewer [8] au 
gearbeitet. Die mit dieser Methode gewonnenen Werte der Dissoziationsenergie: 
sind in der 1. und 2. Spalte der Tabelle II zu finden. Es ist ersichtlich, dass der s 
fiir das MgO-Molekiil ermittelte Wert von dem spektroskopisch bestimmte: 


x 


t 
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Vert stark abweicht und dass auch bei den anderen Molekiilen — mit Ausnahme 
on BaO — bedeutende Abweichungen vorhanden sind. Bei denjenigen Mole- 
‘len, bei denen mit beiden Methoden, d. h. sowohl thermochemisch als auch 
it der Flammenmethode Messungen durchgefiihrt wurden, zeigen die mit 
en beiden Methoden ermittelten Dissoziationsenergiewerte eine ziemlich gute 


ebereinstimmung. 


TABELLE II 


} Der Kernabstand der sich im Gleichgewicht befindlichen Erdalkalimetalloxyd-Molekile 
/ und ihre Dissoziationsenergie (6 in A und Dg in eV) 
»Flammen«- Thermochemische : 
Methode | Methode Spektroskopische Methode 
_ |Huldt wu. | 
Molekiil | Lager- | Brewer | altere Brewer | Gaydon Herzberg Rosen 
| quist c- Hel & : 
cy Lae ek ia aaa D, Dy 5 Dy 5 
| | 
eS Sees 5160.5 NS. 9-2. ae3. 9a ee 5,341. 8308-4 403,9, 1,33 
| 52) 47) — oa 27--2,.0=1,7 |° 3,2.| 1,749. | 3,7.) 4,749 
ooe-| 952 fi 4: Saline o9 4,9 3,5—1,9=1,6 2,0 — 3,9°| 1,822 
| 
~SGee ts Beet 4,5 4,7+0,3| 3,3—1,8=1,5 = 1,921 3,3 | 1,923 
58 oe 6.3) 5,740.3) 6,7-<1,3—5,5 i). 6,71 1,940.-|..6,7.|. 1,940 


Als Ergebnis der theoretischen Berechnung befindet sich das Minimum der 
Jechselwirkungsenergie des Mg?*- und des O?~-Ions bei einem Kernabstand 
mo = 1,53 A und weist einen Wert von D; = 33,57 eV auf. Dieser Energie- 
ert kann aber nicht unmittelbar mit dem experimentell festgestellten Wert der 
issoziationsenergie verglichen werden, weil letzterer (D,) die zur Dissoziation 
-Atomen notwendige Energie angibt, wahrend der erstere (D;) das Ausmass 
sx Energie zur Dissoziation zu Ionen darstellt. Diese beiden Energien lassen 
ich durch einen Bornschen Kreisprozess miteinander in Beziehung bringen, 
enn man die Ionisationsenergien des Mg-Atoms und die Elektronenaffinitat des 
auerstoffatoms kennt. Die ersten zwei Ionisationsenergien des Mg-Atoms 
etragen I, = 7,61 eV und I, = 14,96 eV. Die Elektronenaffinitat des 
auerstoffatoms ist bei Annahme von zwei Elektronen E,, = 6,5 eV. 

Der Wert von E,, ist aus den Versuchen nicht unmittelbar bekannt und 
isst sich — wie ersichtlich — tiberhaupt nicht bestimmen, da ja das O?--Ion 
icht stabil ist und eine negative Elektronenaffinitat aufweist. (Die Elektronen- 
ffinitit wurde hier so definiert, dass sie jene Energie ist, die zur Stabilisation 
es O2--Ions notwendig ist.) Der Wert von E,, wurde von Born und Maltbie [1 | 
rmittelt, als sie mit ihrer halbempirischen Methode die Gitterenergie der festen 
rdalkalimetalloxyde bestimmten. Dieser Wert wurde bei unseren Berechnun- 
en unveriandert iibernommen. Der im vorliegenden Fall anzuwendende Bornsche 


| 
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| 
Kreisprozess ist folgender: das Molekil wird zuerst in Mg?*- und O*~ -Lonext 
dissoziieren gelassen und dann zwei Elektronen vom O?~-Ion auf das Mg?*-Iox 


ai 
iibertragen, wodurch neutrale Sauerstoff- und Mg-Atome entstehen. Dies# 
werden schliesslich wieder zu einem Molekiil vereinigt. Die Energiegleichunj| 


des obigen Kreisprozesses lautet : | 


| 
Di= Ex, I, I, t Da. al 


Aus Gl. (8) ergibt sich fir die berechnete Energie der Dissoziation z 
keal 


“Mol 


mischem Wege ermittelten experimentellen Wert sehr gut iibereinstimmt. Dage} 


Atomen D, = 4,50 eV = 103,7 


-, was mit dem auf thermoche} 


gen ist die Ubereinstimmung mit den spektroskopischen Werten tiberaus schlecht} 
Somit erscheint es auch auf Grund dieser Berechnung als wahrscheinlich, das: 
fiir den richtigen Dissoziationsenergiewert der im Grundzustand befindlichen 
Erdalkalimetalloxyde die thermochemisch bestimmten Werte massgebend sindl 

Uber den Kernabstand des. MgO-Molekiils lasst sich folgendes aussageniét 
Die Kernabstande der Erdalkalimetalloxyde zeigen mit Ausnahme von BeC 
nur eine geringfiigige Abweichung voneinander. Der Kernabstand des BeO-Mole: 
kiils ist bedeutend kleiner als der der tibrigen meee ees. | 


Der Grund hierfiir diirfte darin liegen, dass das Be?*-Ion sehr klein ist und das: 


dieses Ion tief in die Elektronenhiille des O?-Ions eindringt. Es ist wahrschein., 
lich, dass diese Erscheinung, wenngleich in weit geringerem Ausmass als be} 
BeO, auch noch bei MgO auftritt. So passt denn der Kernabstand von 1,53 A 
von MgO ziemlich gut in diese Reihe. Auch diese Berechnungen lassen es alsd 
als wahrscheinlich erscheinen, dass der Grundzustand des Mg0O-Molekiils nicht 
mit dem unteren Zustand der von den Spektroskopen analysierten Bande iden, 
tisch ist. 

Wie bereits anlasslich der Besprechung der Blpktroiicndichtoven ale 
des O2--Ions erwahnt, wurde diese Dichteverteilung nicht im Laufe eine 
konsequenten wellenmechanischen Berechnung erhalten, sondern auf Grund pi 
Slaterschen halbempirischen Methode. Da diese hauptsichlich zur Bestimmung 
der Elektronendichteverteilung von Atomen und positiven Ionen ausgearbeite 
wurde, stellt ihre Anwendung auf das zweifach negativ geladene Sauerstoffio: 
eine sehr gewagte Extrapolation dar. Eben von dieser Berechnung wurde erwart 
tet — gerade wegen des Obengesagten —, dass die durch sie gewonnene Elektro 
nendichteverteilung nicht allzu weit von der wirklichen Dichteverteilung falle 
wird. Trotzdem ist bei den mit dieser Methode durchgefiihrten Berechnungen 
grosse Vorsicht geboten. Erstens ist es offenkundig, dass bei unserer Berechnung 
zwei Energieglieder vernachlassigt wurden. Dies sind die Glieder, die sich 
aus der Veranderung der Austauschenergie der Elektronen und aus der Verin- 


5 
5 
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rung der Korrelationsenergie ergeben. Obwohl diese Glieder im Vergleich zu 
1 anderen keine grosse Bedeutung haben, so bedeutet ihre Vernachlassigung 
anoch, dass negative Energieglieder weggelassen wurden. Wenn man trotz- 
m zu den richtigen Energiewerten und Kernabstanden gelangt war, so ist dies 
ir deshalb méglich, weil die Dichteverteilung des O?~-Ions nicht geniigend ins 
uendliche verlauft und weil das bei der Uberlappung der Elektronenwolke 
ftretende positive Energieglied einen etwas kleineren Wert aufwies als in 
tklichkeit. Ein anderes Zeichen hierfiir wurde erhalten, als die Gitterkonstante 
d die Gitterenergie des festen MgO bestimmt werden sollten. Vergleicht 
in nahmlich den Kernabstand des MgO-Molekiils von 1,53 A mit dem Wert 
0 A des kleinsten Abstands der nicht homogenen Ionen im festen MgO, 
‘wird man unschwer zur Folgerung gelangen, dass das Gitter des festen MgO 
beschaffen ist, dass es von den O?~-Ionen infolge ihrer grossen Dimensionen 
einandergespreizt gehalten wird. In dem hier berechneten Modell waren die 
—-Ionen infolge ihrer kleinen Dimension hierzu nicht imstande, so dass das 
ter eine geringere Dimension als erwartet zeigte. 
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O TEOPHH CBA3H JIBYXBAJIEHTHbIX JBYXATOMHbIX HOHHbIX MOJIEKY. 


O CBAH3H OKMCEN > 
P. FALUMAP u TI. VABAHCKY ; | 
PeswmMe 3 | 


B pa6dote uccmeqoBasicaA BOMpOC 0 TOM, MODKET JIM MeTOJ AIA PaCCMOTPCHHA MOJIEKY 
COCTOAMIMX H3 HOHOB C 9JIEKTPOHHBIMM ooo0UKaMM THIMA MHeEPTHOrO ra3a, paspadoTaHHbI 
J>KenceHom u TomOauiem, IpHMeHA1bCA JIA pacCMOTPeHHA By XBasICHTHbIX MOHHBIX MOsIeKy 
B cayyae OKMCeH Ie0UHO-3eMeJbHBIX METAJIJIOB yCIOBHA TIpHMeHHMOCTH MeTOfla BBIIIOs) 
HsAOTCA. TlosTyueHHble pesyIbTAaTHI [LIA AePHOTO paccCTOAHUA M 9HeEPrHv AMCCOUMALMH MOTEK! 
MgO (6 = 1,53 Au Da = 4,50 eV) Xopoulo CoBrayatoT C ONbITHbIMH aHHbIMH. B xoge pac 16 
TOB HCNOb30BaH Cb ANA HOHHOIt moTHOcTH Mg?+ pacmpefenenne TaprpH— oka, a ap 
O?— — nosyamnupnyeckoe pacnpesenenue m10THOCTH CiIsTepa, TaK Kak JIA HerO HET pad 
TIpefeeHHA MWIOTHOCTH, OMpeseneHHoro mo MeTOoxy Taprpu usu Taprpu—@oxa. 

Ilo noKasaHuAM pesyIbTaTOB pacmipefenenue TapTpH c ycnexoM MmpuMeHsAeTCA TIpt 
OnpeqereHHM WaHHbIX MOJICKYJI, a JIA PpacueTOB OTHOCHTCIbHO TBEPAIX Tes MO>KET TIpHMe 
HATHCA JIMIWb C HeOOXOAMMOM OCTOPOKHOCTBIO. 


ZUR THEORIE DER ELEKTRONENAFFINITAT 
DER Na- UND K-ATOME 


Von 
R. GASPAR und B. MOLNAR 


FORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
| DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 8. XI. 1954.) 


In der vorliegenden Arbeit wird eine von Gombds verallgemeinerte und mit der Korre- 
‘ion erweiterte Variationsmethode zur Bestimmung der Elektronenaffinitét der Na- und 
-Atome angewandt. Fiir die Elektronenaffinitat von Na und K ergab sich nach Vernach- 
ssigung der ohnehin weniger bedeutenden Polarisations- und Austauschwechselwirkungen 
t dem Ionenrumpf ein theoretischer Wert von 0,84 eV bzw. 0,82 eV. Diese Werte stimmen 
it den Ergebnissen von ahnlichen Berechnungen anderer Forscher gut tiberein. 


In neuerer Zeit wurden von mehreren Forschern Berechnungen tiber die 
lektronenaffinitat der Atome der Alkalimetalle durchgefihrt. D.R. Hartree und 
’. Hartree [1] wandten die Theorie des »self-consistent field« zur Untersuchung 
sx Stabilitat des Na -Ions an und gelangten zum Ergebnis, dass dieses Ion 
cht stabil ist: in der von ihnen benutzten Naherung ist namlich die Elektronen- 
finitat des Na-Atoms negativ, d. h.es bindet sich kein Elektron an das neutrale 
a-Atom bzw. das Atom zerfallt durch Autoioniastion in ein neutrales Atom und 
ein Elektron. Da die Hartree-Focksche Methode die beste unter jenen Metho- 
:n ist, mit denen man die Eigenfunktion des Atoms aus den Einelektron-Eigen- 
ktionen aufbauen kann, ist es offenbar, dass die Korrelation — d.i. jene Wir- 
ang, mit der die Elektronen infolge der zwischen ihnen bestehenden Coulomb- 
hen Wechselwirkung gegenseitig ihre Bahnen beeinflussen — auch bei der 
stimmung der Elektronenaffinitat der Alkaliatome eine bedeutende Rolle 
ielt. Diese Wirkung wurde zuerst beim H -Ion von Hylleraas [2] und dann 
sim Na -Ion von Thaler [3] beriicksichtigt. Thaler bestimmte auch die 
Miironenaffinitat des K-Atoms durch Schatzung. 

In der vorliegenden Arbeit’ soll eine wesentlich einfachere Methode als 
ie von Thaler zur Bestimmung der Elektronenaffinitat der Na- und K-Atome 
agewandt werden, wobei auch gezeigt werden soll, dass die qualitativen 
berlegungen Thalers tiber die Elektronenaffinitat des K-Atoms richtig sind, 
»wohl er die Wirkung der zu erwartenden Effekte quantitativ iberschatzte. 
Die hier angewandte Methode, die von Gombds [4] ausgearbeitet wurde, 
‘mmt fiir die Form der Wellenfunktion der beiden ausseren Valenzelektronen 
ne abnliche Form wie die von Hylleraas benutzte an, doch untersucht sie die 
ewegung der Valenzelektronen nicht im Felde einer punktartigen Ladung 
mdern im nichtcoulombartigen Feld des Ionenrumpfes. Bei Gombds ist dieses 


% 
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nichtcoulombartige Feld derart modifiziert, dass die Orthogonalitat der Valen: \ 
elektronen zu den Rumpfelektronen nicht in Rechnung gestellt werden mus} 

Zur naherungsweisen Bestimmung der Eigenfunktionen py der Na - uni 
K~-Tonen fand die Variationsmethode Anwendung. Demgemass nahert sich d¢ 


minimale Wert des Ausdruckes 


b= — sen J O* (A, + A,) Pdr — | D*[V (r,) + V (r_)]eP dt + 
ae i ox” dar (| 
Tie 


am besten von allen méglichen Werten der Gl. (1) der Energie E, des Grund 
zustandes. In Gl. (1) ist: dt das Volumelement des Konfigurationsraumes 
T,, der Abstand der zwei Valenzelektronen voneinander ; ® die auf 1 normiert 
Naherungseigenfunktion der Valenzelektronen ; 4 der Laplacesche Operaton 
e die positive Elementarladung und a, der kleinste Bohrsche Wasserstoffradius 
Fir V (r), das sog. modifizierte Potential gilt : 


V (ri) = x (ri) + @ (ri). (| 


In Gl. (2) bedeutet x das elektrostatische Potential der Na - bzw. K” -Iond 
und g das von Gombds eingefiihrte Potential nichtelektrostatischer Herkun 

das die infolge des Pauli-Prinzips hinsichtlich der Valenzelektronen bestehen | 
Orthogonalitatsbedingung so zu ersetzen imstande ist, dass es die dieser Bedii, 
gung entsprechende kinetische Energie in Form von potentieller Energie | 
Betracht zieht. Beziiglich der Einzelheiten der Theorie des zusitzlichen Poter 
tials p sei hier auf die obenerwahnte Arbeit von Gombds [4] verwiesen. Fi | 
die s-Elektronen gilt 


9 (ri) = — %[Ax (ri)]", 
| | 


er alee 
Sone (PAS ( 


In den Gl. (1), (2) und (3) bezeichnet r; den Abstand des i-ten Elektrons vo 
Kern. 
Das modifizierte Potential der Nat+- und K*+-Ionen ist bereits aus d 


auf die Terme der neutralen Atome beziiglichen Berechnungen bekannt. Dies 
zufolge ist 


: 


Veh + ft] nan | 
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) das erste Glied das Potential des punktartigen Ions und %— - das 
rj 


s der endlichen Ausdehnung der Elektronenwolke des Ions herriihrende 
-ktrostatische Potential bezeichnet ; das letzte Glied ist das bereits erwahnte 
ostossungspotential nichtklassischer Herkunft. Es ist zweckmassig, die unter 
. (5) angegebene Form des effektiven Potentials in analytischer Gestalt zu 
areiben. Das erste Glied ist sehr einfach und leicht zu handhaben, so dass 
er nur von den beiden anderen Gliedern die Rede sein soll. Diese wurden 
rch Funktionen von der Form 


h(r)) = ar;\e "i (5a) 
/ 
Reson, Die Werte von a,k und y fiir die Na’ -und K * -Ionensind in Tabelle I 


sammengestellt. Die Angaben fiir das K*-Ion wurden der Abhandlung von 


: TABELLE I 
| 


ie Parameter des effektiven Potentials der Na” - und K‘-Ionen. Die Werte der Tabelle sind 
in atomaren Einheiten angegeben. 


| a k y 
' Naveleces cs | 52,994 1 3,25 
Powis hs, Wee oc, | 7,449 1 1,80 


ozma und Kénya [5] entnommen, die fir das Na -Ion mussten dagegen von 
>uem berechnet werden, daindem bei Kozma und Kénya vorkommenden Aus- 
uck der Wert vonk keine ganze Zahl ist und die weiteren Berechnungen analy- 
sch nur fiir ein ganzes k durchgefiihrt werden kénnen. So musste denn fiir k 
istatt des von Kénya und Kozma angegebenen Wertes 0,8 der diesem nahe- 
ehende Wert 1 eingesetzt und y mit diesem Wert von k aufs neue berechnet 


rerden. 
: Als erste Naherung wurde die Eigenfunktion in der Form 


y ae ue (6) 

agenommen, wo 
yi = Arye“ (i = 1,2). (7) 
lier ist A eine Normierungskonstante. Der Wert von n und A ist in beiden 


igenfunktionen derselbe, weil hier eine Elektronenkonfiguration (ns)? erértert 
erden soll, d. h. die beiden Elektronen sind vollig aquivalente s-Elektronen. 


4 
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Diese Form beriicksichtigt die Korrelation noch nicht, sondern baut die gan} 
Eigenfunktion aus Einelektron-Eigenfunktionen auf. Der aus ce Figenfunkiy 
(6) gewonnene Ausdruck der Energie wird mit ¢,, dessen Minimum mit 4 by 
zeichnet. Ihre ausfiihrlichen analytischen Ausdriicke werden hier nicht angegebe}} 
da sje aus einer fritheren Arbeit bekannt sind [4] und sich jetzt nur dif 
Wert von n bzw./ andert.Die hier berechneten Werte von ¢,) fir die Na - “I 
K>-Ionen sind in Tabelle II angefithrt. Wie aus dem Vergleich mit der in djl 


TABELLE II 


Die Energien der Na - und K -Ionen sowie die der Na- und K-Atome mit verschiedeni 
Naherungseigenfunktionen. Die Energiewerte sind in atomaren Einheiten angegeben. 


IN pe eee cos — 0,1620 — 00,2001 —| —0,2070 


Kesie ce aes nies 0,007 —0,1627.- | — —0,1751 | 
Naki e hot — 0,1701 = |  —0,1761 | 
Kea ewe tet — 0,1363 os |. —0,1450 


Tabelle der neutralen Atome [6] befindlichen Energiewerte hervorgeht, ist d 


Energie des Na - und K -Ions grésser als die Energie des entsprechet 
neutralen Atoms, so dass die Na~- und K -Ionen in der ersten Naherung J 
Autoionisation neigen. Der Grad der Instabilitat liegt in ungefahr der gleicha 
Gréssenordnung wie bei den Berechnungen von D. R. Hartree und W. Hartra 

Bei der zweiten Naherung wurde die Wirkung der Korrelation in dk 
Weise in Betracht gezogen, dass der Abstand r,, der Elektronen voneinander 
die Kigenfunktion eingebaut wurde. Die neue Form der Eigenfunktion il 
somit : 


Y = Y1 Pe (1 + €r4p). 


Die mit der Eigenfunktion (8) berechneten Werte ¢, der Energie wurden a’ 
Grund ausgedehnter Rechnungen ermittelt, die aber im Grunde genommen 
ebenfalls vollig ahnlicher Weise wie die von Gombds durchgefiihrt werden kénne 
so dass sich hier ihre Wiedergabe eriibrigt. Es sei jedoch hervorgehoben, d 
es bei diesen Berechnungen von wesentlicher Bedeutung ist, dass in der unt 
(7) angegebenen Form der Einelektron-Kigenfunktionen y; der Wert von 
eine ganze oder halbe Zahl zu sein hat, weil sich die vorkommenden Integration 
nur dann durchfiihren lassen. Fiir n ist eine halbe Zahl deshalb zulassig, wi 
hier der Austausch keine Rolle spielt und weil in den Coulombschen Integral 
itberall 2n als Exponent steht. Der minimale Wert von ¢, wird mit Eon bezeichn 
und ist fiir die Na -und K -Ionenebenfalls in Tabelle II angegeben. Aus d 

: 
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belle ist gut ersichtlich, dass beide negativen [onen stabil sind und dass die 
nbilitat des K-Ions kleiner ist als die des Na -Ions. Der Wert der Elektronen- 
initat betragt in dieser Naiherung +0,82 eV fiir das Na-Atom und +0,72 eV 
> das K-Atom. 

Wegen des Naherungscharakters der Gl. (3) pflegt man noch eine weitere 
orrektion anzuwenden. Die Grésse dieser Korrektion ist bei Ionisations- 
ergien nicht grésser als 4%, hier jedoch, wo die Stabilitat viel kleiner ist 
d der Wert der Elektronenaffinitat sich in einer Gréssenordnung von 1 eV 
‘wegt, kann dies eine gréssere Korrektion zur Folge haben. Die Energie laut 
. (3) gibt eigentlich in erster Naherung, wenn man die Uberdeckung der Elek- 
omenwolken beriicksichtigt, die Veranderung der Fermischen Nullpunkts- 
ergie der Rumpfelektronen und der beiden Valenzelektronen an. Der genauere 
usdruck fiir diese Energie lautet : 


| 3 f s i . ; | 
nip =e | [4z + Ag]"* dv — (Az) dv — | (Ayah. (9) 
sht man von Gl. (9) den Durchschnittswert von Gl. (3) ab, so erhalt man fir 
2 Korrektion _ 
Anr = np—%*\ (Ay) ve dv. (10) 


' 


den Gl. (5) und (10) ist y das Potential der beiden Valenzelektronen und y 
ia Dichte. In Tabelle II wurde in der Form ¢) auch der um 47- erwei- 
te Wert der ganzen Energie angegeben. Die Korrektion ist zwar ziemlich 
deutend, doch andert sie nichts an den qualitativen Tatsachen. Die fiir das 
a-Atom ermittelte Elektronenaffinitat von 0,84 eV und die fir das K-Atom 
mittelte von 0,82 eV fallt in die Gréssenordnung der diesbeziiglichen Werte 
m Thaler. 

Es ist noch zu erwahnen, dass bei der Bestimmung der Energie der beiden 
ulenzelektronen noch zahlreiche Wirkungen unberiicksichtigt gelassen wurden. 
wurden die Austauschwechselwirkung zwischen den Valenzelektronen und 
m Rumpfelektronen und die von den Valenzelektronen auf die Rumpf- 
sktronen ausgeiibte Polarisationswirkung vernachlissigt. Diese Wirkungen 
mnen hier, obgleich sie an sich geringfiigig sind, wegen des kleinen Wertes 
r+ Elektronenaffinitat bedeutungsvoll sein. 

Die die Eigenfunktionen bestimmenden Parameter wurden in Tabelle III 
sammengestellt. In Abb. 1 wurde die Dichte der beiden ausseren Elektronen 
s Na~-Ions in der ersten und in der zweiten Naherung aufgetragen. Es ist gut 
sehen, dass sich die Elektronen in der zweiten Naherung mit grésserer Wahr- 
heinlichkeit naher zum Kern aufhalten als in der ersten Naherung. Inter- 
sant ist hierbei auch, dass trotzdem die Elektronenwolke auf diese Weise 


> 
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TABELLE II 


Die die Eigenfunktionen der Valenzelektronen der Na - und K -lonen sowie der Na- uy 


K-Atome bestimmenden Parameter. Die Werte der Tabelle sind in atomaren Finheiten angegebe 


erste Naherung , hia Naherung 
| h 2 | c 2 h 
Neier este herig ass. 1 0,4 + 3,92 30 1 
ING Res corte ences 1 0,33 — 2,02 0,45 1 
Nasser ettantere eet 2 0,8 — | — = 
1 een tcl cra ae 1,5 0,55 — = — 


etwas dichter wird, die Grésse der Coulombschen gegenseitigen Abstossungsw} 
kung zwischen den Valenzelektronen dennoch abnimmt, weil sich die Elektron 
momentan wegen des in Gl. (8) vorkommenden, rj. enthaltenden Gliedes se 


oS 


Abb. 1. Die radiale Dichte der Valenzelektornen des Na-Atoms und des Na—-Ions in vi 
_schiedenen Naherungen. Die Werte sind in atomaren Einheiten angegeben. | 


— — — — die zweifache radiale Dichte des Valenzelektrons des Na-Atoms 
—-——— I. die radiale Dichte der Valenzelektronen des Na -Ions in der ersten Nahe 
(ohne Korrelation). 


II. die radiale Dichte der Valenzelektronen des Na -Ions in der zweiten Nihe 
(bei Beriicksichtigung der Korrelation) 


wahrscheinlich in einer wesentlich grésseren Entfernung voneinander befind 
als vorher, was ja auch in der betrachtlichen Abnahme der Energie in Erschy 
nung tritt. Die gestrichelte Linie in Abb. 1 stellt das Zweifache der Dich 
eines Valenzelektrons des Na-Atoms dar. Es ist ersichtlich, dass sich die Val 
elektronen des Ions im Vergleich dazu mit grosser Wahrscheinlivhkeit wet 


entfernt vom Kern befinden, was hauptsichlich auf die pole ber ne Abstossu: 
zwischen den Elektronen zuriickzufiihren ist. 
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. Die auf die neutralen Atome beziiglichen Berechnungen werden hier nicht in ihren 
Einzelheiten angegeben, da sie ahnlich wie die Berechnungen in der erwdhnten 
Arbeit von Gombds verlaufen und sich von diesen nur insofern unterscheiden, als die 
in der analytischen Form des effektiven Potentials benutzten Parameterwerte andere 
waren (s. Tabelle I). Aus dem Vergleich der hier fiir neutrale Atome gewonnenen 
Tonisationswerte mit den Ergebnissen von Gombds geht auch hervor, dass eine kleine 
Veranderung der die Form der analytischen Naiherungsfunktion bestimmenden Para- 
meterwerte die Grésse der Energie nicht stark beeinflusst. 
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K TEOPHH SJIEKTPOHHOTO CPOLCTBA ATOMOB Na MK. 


P. PAWIMAP u B. MOJIBHAP 
Peswme 


_ B paoore Opi NpHMeHeH MeTOA Bapnalun C yoOapnenuem EOP CTA od06meHHOH 
aleM JIA OMpewqemeHuA seKTpOHHOTO cpogcTBa Na u K. 

_ OmekTpouupie cpogctBa Na u K TeOpeTHYeCKM OKA34IMCb COOTBETCTBEHHO : 0,84 eV u 
Vv ppusem mpeHeOpersM MOAPUsalMOHHbIM HM OOMeCHHBIM B3aMMOJeHCTBHAMH MOHHOIt 
TKH, KOTOPble B JaHHOM Cyy¥ae MMeCIOT Mas0e 3Ha¥eHHe. 

; Tloaysennste pe3yIbTaTbI XOPOWO COBMaawT C nOAOGHE IME pacueramu ApyTHXx aBTOpoB. 
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In the present article a method for measuring m/sec pulses of periodical or statistical 
.e distribution is described. By means of the arrangement signals occurring at least 
) times per second can be investigated. The minimum amplitude of the signal to be 
asured should be 30 V at a signal-length of about 7 mpsec. 


§ 1 


As has been reported by several authors the duration of the anode current 
Ises of photomultipliers is of msec (10° sec) order [1] — [5]. Thus multi- 
ers can be employed for measuring the duration and relative delay of musec 
d longer light pulses. 

In the following we shall describe an instrument first of all suitable for 

investigation of light pulses of mysec durations. This instrument can, of 
urse, also be used for the investigation of phenomena giving rise to voltage 
ses of similar durations. 

The instrument was devised for the following purposes : 

a) Measuring of the duration of pulses ranging from 3 to 60 msec 
th a maximum inaccuracy of 10%, 

b) measuring of the delay of two or more pulses of a signal group 
3 to 60 musec duration. 

The phenomena under investigation can in both cases have either perio- 
al or statistical time distribution. In the second case the delays of signals 
longing to the same signal group have, of course, to be constant in time. 
Measurements of type 6) can also be carried out with pulses of a duration | 
ager than 60 mysec if the slope of the signal fronts is steep enough. 
The instrument is above all suitable for the investigation of negative 
Itage pulses. 

In carrying out our measurements we adopted an oscilloscope procedure. 
1e effect to be investigated is represented on the screen of the cathode-ray 
be in the well-known manner, i. e. the electron beam of the cathode-ray tube 
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is deflected in the direction of an arbitrary time-base by a sweep voltag 
the shape of which is known, whereas the electron beam perpendicular 
this direction is deflected by the investigated signal. 

In the determination of the deflection speed of the light spot moving | 
the screen in the direction of the time base — or in other words in the determ 
nation of the scale of the time base — one has to bear in mind that the duratij 
of signal and delay respectively can be determined with sufficient accuras 
only if the size of the signal taken in the direction of the time base markech 
exceeds the size of the spot of the oscillograph. As, under normal conditions, t 
diameter of the spot is at least 0,5 mm, the deflection speed should be of | 
order of 3.108 cm/sec if the lengths of msec pulses are to be determin} 
within an error limit of 10%. 

Since we want to investigate signals of not only periodical but also | 
statistical time distribution we trigger the sweep generator in accordan 
with the well-known single-sweep principle, thus ensuring that the display) 
the signal always appears at the same point of the screen of the cathode-r} 
tube. Thus a well observable, clear picture is obtained. This means that the swe: 
generator can be triggered according to the nature of the measurements, on i 
one hand by means of the signal to be investigated and on the other by a signi 
with a constant delay to the signal to be investigated. In the latter caset 
fact must be taken into consideration that a finite time (several tenths | 
usec) is required for the starting of the sweep generator and that the sigit 
to be investigated has to be transmitted to the measuring electrode (whil 
gives a deflection perpendicular to the time base) with a cable delay corr¢ 
ponding to the starting time. This latter method is used particularly in 
case when the pulse to be investigated is produced by some physical eve: 
statistically distributed in time (e. g. photon absorption, radioactive deca‘ 
If it is possible to produce the signal to be investigated at an arbitr 
moment it is better to trigger first the deflecting generator and to prod 
the signal to be investigated with the delay of the starting time of the sw 
generator. Thus distortion of the pulse during delay is avoided. 


§ 2 


Musec durations have up to now been measured by arangements w 
linear single-sweep generators [6], [7], the signal to be investigated bei 
represented in rectangular coordinates. It should be noted that the use of - 
rectangular system seems to be responsible for several drawbacks from - 
point of view of our purpose. For instance, in the case of very short sign, 


interactions may arise between the horizontal and vertical deflectin 


lates 
the cathode-ray tube, il hk 


which lead to the distortion of the oscillogram. Ii 
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lother disadvantage that the time scale must be increased if we want to 
vestigate pulses of durations or, what is even more important of delays, 
ceeding the time base. Otherwise a complicated instrument has to be 
uployed, which is to the detriment of the accuracy and clearness of the 
easurements. Furthermore, in order to ensure the accuracy of the time 
basurement it is necessary that the deflection speed of the time base 
ould be constant, which in the rectangular system necessitates linearity 
itime of the signal produced by the sweep generator. The last requirement, 
swever, is hard to fulfill in the range of given sweep speeds. It is also 
ypractical from the point of view of most applications that the pulse to be 
amined has to be fed into the deflecting plate pairs of the cathode-ray 
be by rather long leads. 

_ For practical purposes it is a great disadvantage that in rectangular 
stems the linear time base can be established only in special circuits, above 
|, by the use of secondary emission tubes or thyratron tubes [8]. In parti- 
ar, after longer use thyratrons are not constant enough to give reliable 
sults without check of the linearity of the time base. We note moreover that, 
seause of the relatively long ionisation time of the gas filling the tubes, 
flecting generators containing thyratron tubes have starting times by far 
‘ceeding the total time base (60 musec) we want to produce. For instance, in 
es of type 2D21, filled with xenon, the ionisation time is about 100 mysec. 
nsequently, on the one hand an increase in the delay of the signal to be 
easured is needed, on the other hand blurring of the image appearing on the 
een of the cathode-ray tube may result. Similarly, the deionisation time of the 
is discharge (about 50 usec in the type mentioned above) limits the time 
terval between two successive triggerings of the sweep generator and thus 
€ minimum time interval between the signals to be investigated is also 
ited. If, however, we decrease the time interval between the pulses 
iggering the sweep generator to values, the order of magnitude of which 
als the deionisation time, the exact moment of the starting of the sweep 


2comes indefinite. 


§ 3 


Considering the drawbacks mentioned above it seems preferable in view 
f our measuring programme to employ a polar cathode-ray tube with a circular 
me base. 

In the following we shall describe in detail the sweep generator of our 
rrangement and only touch upon the question of auxiliary circuits (i. e. the 
elay circuit and the lengthening circuit needed in the triggering by the investi- 
ated pulse etc.). Neither do we investigate in detail the case when the examined 


° 
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signal does not reach the minimum amplitude of 30 a determined Dy thi 
radial sensitivity of the polar cathode-ray tube, in which case a distribute} 
amplifier has to be used. . 

The time base in the circular system is produced by a triggered oscillata 
in such a manner that two sinusoidal waves of the sinusoidal output-signa 
group of the oscillator shifted relatively to each other by 90° are connecte} 
to the horizontal and vertical deflecting plate pairs of the cathode-ray tube, rev 
pectively. The initial phase of the sinusoidal output-signal group is given in tim 
by the trigger pulse of the sweep generator. In this way the electron beam - 
made to describe a spiral on the screen. According to the nature of the measure¢ 
ments one or more successive cycles of this spiral are used as a time base, 
that the picture on the screen of the cathode-ray tube is only illuminate} 
for the time interval required. 

This kind of circuit can be built up of ordinary vacuum tubes and th 
the minimum time interval between trigger pulses can be shorter by on 
order of magnitude than when thyratrons are used. It is likewise an advan 
tage that any change in the deflection speed of the time base is immediate | 
indicated*by a distortion of the spiral. 

The block-diagram of the arrangement is shown in Fig. 1 where thi 


shapes of the pulses of the single stages are also indicated schematically 
The trigger pulse of the sweep generator producing the time base is suitab 
pre-amplified by amplifier A, ; then the pulse reaches the monostable mult 


vibrator T which unifies the signals. The multivibrator produces the actus 
trigger pulse of a duration of 0,3 sec for the circular sweep generato 
After amplification in amplifier A, this trigger signal generates oscillation 
in oscillator O with the help of gate Gin conformity with the resonance frequenci 
of the oscillating circuit. The output oscillation is passed on to the double phas 
shifting amplifier stage P from where consecutive sinusoidal pulses shiftes 
in relation to each other by 90° are fed into the horizontal and vertical deflectim 
plate pairs of the polar cathode-ray tube. Under normal conditions the anode cu 
rent of the polar cathode-ray tube is cut off and is open only — for one ] 
more periods — with the help of the positive brightness modulation pulse fei 
into the Wehnelt cylinder, when the output signal of the phase-shifting amplifie 
has reached the maximum value of its amplitude. } 

In order to produce the brightness modulation pulse the signal goi 
from the amplifier A, to the multivibrator T is also transferred to the dela 
line Dl and, suitably delayed, drives the amplifier A; and afterwards a mond 
stable multivibrator, which in turn gives the intensifier pulse. 


In the construction of the apparatus our main purpose was to produ 
intensifier pulses of minimum durations, i.e. pulses of durations of one cyc: 
only. If longer pulses are to be investigated and thus longer intensifier puls 
are needed, their production is, on the basis of the above procedure, already easie 
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In the following we discuss on hand of the detailed circuit diagram showy 
in Fig. 2 the more important points of view taken into consideration in devising 
the single stages. 

Since the zero point of the time base of our instrument is given hit 
the front of the input signal, the signal which triggers the sweep geni| 
rator can within certain limits be of arbitrary duration. Thus the fir 
requirement of amplifier A, is that it should not increase the rise time « 
the trigger pulse of the sweep generator and should, as far as possiblil 
also transmit short pulses. This latter condition is particularly importan 
in the case when the deflecting generator is triggered by the signal to 
investigated. At a minimum length of the signal of about 0,1 usec the mul 
vibrator T is triggered with certainty by the amplifier A,. In case ti 
deflecting generator must be triggered by a shorter pulse the trigger puls 
is first fed into a suitable lengthening stage connected before amplifier 

The amplifier A, shown in Fig. 2 transmits the input signal with a ris 
time of about 50 mysec. The signal thus amplified and differentiated with t 


time constant C, .R, triggers the multivibrator containing tubes of type LD2. 
Tubes of type LD2 are used in view of the fact that the production of signa\ 


with a short rise time necessitates great transconductance and small anod 


capacity. Positive signals of 0,3 usec duration and with a rise time of 30 mus 

(see Fig. 3a) are fed by this triggered multivibrator into the amplifier stage A 
This amplifier stage serves, at the same time, as a phase inverter and cuts ot 
gate G of the oscillator by a negative pulse of about 70 V. The magnetic energ: 
accumulated in the resonance circuit connected to the cathode of gate G woul 
produce a damped oscillation ; oscillator O, however, covers with the help 
an appropriately chosen feedback the energy loss of the oscillation and thus | 
sinusoidal signal group of constant amplitude arises in the cathode circuit 
(see Fig. 3b). The frequency of the signal group is determined by the resonan¢ 
frequency of the oscillation circuit connected to the cathode and its duratio 
is determined by the length of the signal which is fed into the grid of the gat: 
The phase-shifting and amplifying stage consists of two Tungsram tubes ¢ 
type OS 18/600, the plate circuit of which is tuned to the frequency of the outpu 
oscillation to be amplified. This stage serves not only for a phase shifting of 9( 
but also for amplifying the output signal. We note that from the point of vie 
of the measuring task it is of some disadvantage that the amplitude of the osci 
lation decreases and increases exponentially on the output of the double pha: 
shifting stage. (Fig. 3c.) This fact, however, does not play too essential a rol 
even if the sweep generator is triggered by the investigated signal since th 
time required for the phase shifting signal to increase to its maximum amplituc 
is small (100 mysec according to Fig. 3c) as compared to the starting time of tk 
deflecting generator. 


1 Telefunken (Germany) tube. 


ee ee aa al 


CIRCULAR OSCILLOSCOPE FOR MEASURING MILLIMICROSECOND PULSES 


c 
o 


Phase shitter (1 P) 


= 
= C 
: ss 
© ~ 
~ 5 
8 ORS 
S 8 
SES) 
g 


Amplifier [As] 


6AC7 GAC7 


Triggerin 
mu it Vibrator 7) 


»200% 


6AG7 


Amplifier (A,) 


Pulse 
friggering 
SWEED G 
genera or 


90 


S. DESI and ZS. NARAY 


Se ee ee ie a a GT 
G9 G2 Q&% 06 48 10 12 1% 16 [8usec 


Fig. 3 


d 


CIRCULAR OSCILLOSCOPE FOR MEASURING MILLIMICROSECOND PULSES 91 


The intensifier pulse needed for the cathode-ray tube is produced by a 
pnostable multivibrator. This multivibrator is triggered by a signal aia is 
i from the amplifier A, into the delay-line D1 and thus delayed by At is 
uplified by amplifier A,. For the cut-off of the MOC—8! circular cathode-ray 
ye employed a voltage of about 80 V is required. Thus the brightness modu- 
jion stage must produce a signal with an amplitude of at least 80 V and a 
jration of about 60 musec corresponding to one period. A multivibrator con- 


Fig. 4 


ructed with two tubes of type LV3? meets these requirements. From the 
jotograph of the time base of 60 mysec duration shown in Fig. 4 it is clear 
at the intensifier multivibrator gives satisfactory results. 


§ 4 


For the calibration of the time base of our instrument we have to check 
e basic frequency of the phase shifting stage P. Since the time average of 
ergy emitted from the phase shifter in a triggered operation is not high enough 
r precise measurements, our measuring procedure was the following : 

We kept the gate cut off and excited the oscillator and the 


nase shifter to oscillate with constant amplitude. Thus we obtained energies 
In this way we 


1 Similar tube RCA—3DP1 2 Telefunken (Germany) tube 
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age of the circular system thi 


mysec. In view of calibration it is a great advant 
1 be produced the frequend| 


by cutting off the gate a continuous oscillation cai 
arily agrees with the basic frequency of the sinusoidal signij 
igle system, on the other hand, the time base of tl 


of which necess 


group. In the right ar 
generator can be calibrated only by signals of known duration 


linear deflecting 
| 


The time interval between trigger pulses can be varied from 2 msee 
2, usec. The upper limit is determined by the duration and efficiency of pers 
stence of the cathode-ray tube screen and the lower limit by the dead times || 


Fig. 5 


the single stages. The latter agrees, in the main, with the triggering time of tl 
phase shifting stage : in our instrument this limit is roughly 0,8 ysec. 

In order to test our instrument we examined on the screen the signal grou 
of a triggered oscillator with a frequency of about 120 Mc/sec. The signal appea 
ing on the cathode-ray tube screen is shown in Fig. 5 in about its actual siz 
In the Figure jitter cannot be distinguished. On hand of the Figure we fir 
that the sinusoidal signals — each of them has a duration of about 8,6 musec - 
are clearly visible so that even about a tenth of the above time is still measueea 
The minimum measurable duration of pulses is restricted rather by the trans 
time of the electron beam in the cathode-ray tube than by the rest of the ele 
tronics since higher deflection speed values than those used by us are technical 
easily realizable. 

Fig. 6 shows a photograph of the instrument. Great attention h: 
to be paid to make the leads connecting the stages as short as possibl 
to avoid disadvantageous connections. a | 
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NOJIAPHbIA OCLIMJIJIOCKON C KO YUEN PA3BEPTKOM 
TWJIA WU3SMEPEHYA MPOME)KY1TKOB BPEMEHH TIOPATKA 10-9 CER. 


I. EWM u XK. HAPAM 
Pe3swme 


B 9Tou cTaTbe ONMCbIBAaeTCA OCHMANOCKOMMYeCKHH MeTOA M3MepeHHA He OO0A8ATeCJIbHO 
PHOAMYeCKM H3MePAIOLIMXCA CMTHAJIOB C yiuTesmbHOcTBIO 10—¥ cek. TOT MeTOA MO)KET ObITb 
MMeHeH JIA ONpeseNeHHA 3allasAbiBaHHA AByX HIM OONbIIe CHrHaJIOB, 3alla3{bIBarollHe 
(OCHTeIbHO Apyr Apyra. Heo6xogumo, TO amnsuTyqa HMepAeMOTO curHasa Oblua NO Kpan- 
ii mepe 30 V (npu AIHTeMbHOCTH MOpARKAa 10—8 cexk.). Mpu6opom, KOTOpbIK Obl KOHCTpy- 
OBaH HAMM, MOryT ObITb paccMOTPeHbl CHIHaJIbI, AMeHOUHe YaCTOTy NMOBTOPeHHA He MeHbILUe 
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IE QUANTENTHEORIE DER ELEKROMAGNETISCHEN 
STRAHLUNG IN DIELEKTRIKA* 


Von 


K. NAGY 


INSTITUT FUR PHYSIK DER ROLAND-EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen: 10. I. 1955) 


Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Quantentheorie der elektromagnetischen 
ahlung in Dielektrika. Im ersten Teil werden die Eigenwerte der Energie und des Impulses 
elektromagnetischen Feldes in einem Koordinatensystem bestimmt, in dem sich das 
‘lektrikum mit der Geschwindigkeit v langs der x-Achse fortbewegt. Die klassischen Aus- 
cke der Feldenergie- und Feldimpulsdichte wurden den entsprechenden Elementen des Abra- 
tschen symmetrischen Energie-Impuls-Tensors entnommen. Zur Beschreibung der dynami- 
en Eigenschaften der Strahlung ist nicht der Energie-Impuls-Tensor des Feldes, sondern 
die standige Wechselwirkung von Dielektrikum und feld beriicksichtigende sog. Strah- 
gs-Energie-Impuls-Tensor heranzuziehen. Im zweiten Teil der Arbeit werden die Eigen- 
cte der Energie und des Impulses der elektromagnetischen Strahlung gleichfalls in 
em beweglichen Koordinatensystem bestimmt. Nach Quantelung der Energie und des Impul- 
der Strahlung wird auch die Abhangigkeit der Operatoren von der Zeit angegeben. Danach 
xt eine Beschreibung der Transformationseigenschaften der Energie und des Impulses des 
otons. Die Energie des Photens betragt in bewegten Dielektrika im allgemeinen nicht hy. 
ne Ruhenergie und Ruhmasse sind von Null verschiedene, endliche, positive Werte. 


§ 1. Einleitung 


Nach der Quantenelektrodynamik sind die Energie und der Impuls der 
ktromagnetischen Strahlung im Vakuum dem ganzzahligen Mehrfachen der 
anten Aw,, bzw. Af gleich. (Hier bedeutet f den Wellenzahlvektor der k-ten 
iellen Welle und , ihre Frequenz.) Da gleich viel Energie- wie Impuls- 
anten vorhanden sind, die sich analog der Energie und dem Impuls von 
rpuskeln wie Vierervektoren transformieren lassen, kann diesen Quanten ein 
sser Teilchencharakter zugesprochen werden. Hin solches Lichtquant wird 
oton genannt. Das gewéhnliche Korpuskelbild lasst sich aber nicht voll- 
dig auf das Photon iibertragen. So ist das Photon nicht auf irgendeinen 
des Raumes lokalisiert. Ein Ausdruck wie «Ort des Photons» hat keinen 
ysikalischen Sinn [1]. 

Wesentlich komplizierter gestaltet sich die Lage, wenn die Strahlung durch 
endein durchsichtiges Medium hindurchgeht. Die Strahlung polarisiert 
ch standig die das Dielektrikum bildenden Molekiile und Atome, sie wht 


fdas Medium eine Kraft aus und iibertragt auf sie unter hierfiir geeigneten 


* Eingereicht als Kandidatendissertation am 22. Juni 1954. 


‘Photon iiber keinerlei Teilcheneigenschaft verfiigen. In der neuesten Ausgai 
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Verhaltnissen auch Energie und Impuls. Die durch das Feld in Bewegung g 
brachten Ladungen im Inneren der Molekiile absorbieren standig Strahlung us 
emittieren auch selber Strahlung. Es erscheint demnach fraglich, ob man unt) 
solchen Verhaltnissen von Lichtquanten als von mehr oder weniger standig) 
Gebilden sprechen kann. : 

Mit der Quantentheorie der elektromagnetischen Strahlung von Diele 
trika befassten sich als erste J. M. Jauch und K. M. Watson [2] im Jahre 194 
In ihrer Arbeit nahmen sie den klassischen Ausdruck der Energiedichte dk 
Feldes aus dem kanonischen Energie-Impuls-Tensor. K. F. Novobdtzky {| 
wies nach, dass sich die Elemente der vierten Spalte des kanonischen Energ; 
Impuls-Tensors von den entsprechenden Elementen des Minkowskischen a] 
gie-Impuls-Tensors in einer raumartigen Divergenz unterscheiden, die bei ent 
auf den ganzen Raum ausgedehnten Integration verschwindet. Aus diesem Grun} 
liefern beide Tensoren fiir die Energie und den Impuls des Feldes dj 
gleiche Ergebnis. Jauch und Watson quantelten also das elektromagnetisc} 
Feld im wesentlichen bei Zugrundelegung des Minkowskischen Energ} 
Impuls-Tensors. Ihre Ergebnisse zeitigten mehrere sonderbare Konsequenze 
Namlich: die Energie des Photons wird in jenem Falle, wo sich das Dielell 


c 
rikum schneller als — , also mit einer grésseren Geschwindigkeit als die Pi 
n 


sengeschwindigkeit des Lichtes in Dielektrika fortbewegt, negativ. Aus ihn 


Ergebnissen gelangt man zu einem imaginaéren Wert fiir die Ruhmasse 
Photons. Ferner: in dem sich zusammen mit dem Photon bewegenden Kom 
dinatensystem ist der Impuls des Photons ein von Null-verschiedener We} 
wahrend seine Energie Null betragt. Auf Grund dieses Ergebnisses wirde di 


seines bekannten Buches bemerkt hierzu Laue [4], dass sich die «Licll 
quantenvorstellung» bloss auf das Vakuum beschrankt. Nun stelle man sii 
aber folgendes vor: eine aus dem Vakuum einfallende Strahlung geht d 
eine Glasplatte hindurch und tritt dann wieder in das Vakuum ein. Im all} 
meinen sei angenommen, dass sich die Energie des Lichtstrahles vor dem E: 
dringen in die Glasplatte und nach dem Austritt aus ihr aus Quanten 
einer gewissen Grésse zusammensetzt. Es liesse sich nur schwer vorstell« 
dass diese Quanten im Laufe der Durchdringung der die Energie nur un 
deutend absorbierenden, durchsichtigen Glasplatte nicht vorhanden sind. — 

Das Ziel der vorliegenden Abhandlung ist nun nachzuweisen, dass 
durch durchsichtige Medien hindurchgehende Strahlung eine Quantenstrukt 
aufweist, und dass diese Photonen einen Teilchencharakter haben, obwohl 
sich infolge der standigen Wechselwirkung zwischen dem elektromagnetis 
Feld und dem polarisierten Medium von den Photonen der das Vakuum dur 
dringenden elektromagnetischen Strahlung bis zu einem gewissen Grade unt 
scheiden. | 


——— saan: 
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§ 2. Die Grundgleichungen der Elektrodynamik 
bewegter Dielektrika 


Die das sog. reine Strahlungsfeld — also ohne Ladungen und Strime — 
ischreibenden Maxwellschen Gleichungen lauten : 


il fog 


0, Te 
3x, (1a) 


OF ix 2 OF : OF i 
; Ox; Ox; Ox, 
. 

b Fx, und G;, zwei antisymmetrische Tensoren sind, die mit den Feldstarken 
. folgenden Zusammenhang stehen: 


-=0; (1b) 


PO BAe Be iE) xe H,- =H, =iD,) 
o Bor. ay aoe 

= |-#. ) B. —iFy, ¢ _|—H. 0 Tei) (2) 
fey Bes 0... iE, : Ee eee 1D). 
ee eS yes 0 | (ime 1 Dy — iD 0 | 


e Gleichung (1b) wird befriedigt, wenn F;;, die Rotation eines Vierervektors 
ist : 
Oy, Oy; 
Pie = a Aspens (3) 


OX; Ox, 


er bedeutet gy; das Viererpotential. Zu den obigen Gleichungen gehéren noch 
materiellen Gleichungen, deren kovariante Form fir isotrope Dielektrika [3 | 
e folgt geschrieben wird : 


Ci, el Pa x (wr Be — uc}. (4) 
ie 


I dx; 
edt 
ms und F; der aus dem Tensor F;, und der Vierergeschwindigkeit u; gebil- 
te Vierervektor, also: 


er sind * — ¢4—1l,uj= die Vierergeschwindigkeit des Dielektri- 


ie eu. (5) 
ist leicht einzusehen, dass diese Gleichungen in einem an das Dielektrikum 
festigten Koordinatensystem (uj = Up = Us = 0; Wy = i) die bekannten 


ateriellen Gleichungen D = e& und % = us) ergeben. 
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Im weiteren kommt der Tatsache eine grosse Bedeutung zu, dass © 
obigen Feldgleichungen vom Variationsprinzip hergeleitet werden koénnen. II 


Lagrange-Dichte [3] lautet : 


oa AND rig Fe Rel | 
2u | 2 | 


In Kenntuis der Lagrange-Funktion erhalt man den die dynamischen Eige 
schaften des Feldes enthaltenden Energie-Impuls-Tensor durch Variation naj 
dem metrischen Tensor : 
Of 
ie () 
oO 
Dieses Variationsprinzip fiihrt eindeutig zum Abrahamschen Energie-Impuj 
Tensor [3]: 


‘ Or 
Tix = Fir Gur — : 


0, Co eC ie ee eee : ( 
Lb | 


In der Elektrodynamik der bewegten Kérper ist auch noch ein ander¢ 
von Minkowski stammender Energie-[mpuls-Tensor gebrauchlich. Der Mil 
kowskische Tensor ist nicht symmetrisch, er vermag deshalb den die Traghy 
der Energie ausdriickenden Planckschen Zusammenhang 


3=— 


Cc 


nicht zu befriedigen. Hier bezeichnet g den Impuls und © die Energiestromdichi 
Da das Gesetz der Tragheit der Energie fiir alle Arten_von Energie, so auch 
die elektromagnetische Energie als allgemein giiltig betrachtet werden soll, kay) 
lediglich der Abrahamsche Tensor als Energie-Impuls-Tensor des Feldi 
anerkannt werden. 

Zieht man in Betracht, dass sich die erwahnten sonderbaren Ergebnis 
von Jauch und Watson bei Zugrundelegung des Minkowskischen Tensors ergab 
so stellt sich fiiglich die Frage, was iiber die Photonen im Dielektrikum aus 
sagen ist, wenn man vom Abrahamschen Tensor als Grundlage ausgeht. Gi 
es auch im Dielektrikum Photonen, und wenn ja, was sind ihre Kigenschafte: 


§ 3. Die Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes 
A) Die Quantelung der Energie des elektromagnetischen Feldes 


Es sei ein Beziehungssystem angenommen, in dem sich das Dielektri 
mit der Geschwindigkeit v lings der x-Achse fortbewegt. In diesem Koordinat 
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jtem ergibt sich aus der Energiedichte des Feldes (8) bei Beriicksichtigung 


h Gleichung (2) : 


1 F x 2 
u = — (DE + BH) + [ExH—DxB]. (10) 
2 c(1 — 2) 


v = ; 
er bedeutet § den Quotienten a Kanonische Grundgréssen sind die elektro- 


tgnetischen Potentiale 4;. Die zu ihr kanonisch konjugierten Impulse werden 
t Hilfe der Lagrange-Funktion gedeutet : 


0 
Pee (11) 
; OA; 
ricksichtigt man die in Gleichung (6) angegebene Form der Lagrange- 
nktion 
Pay co a 


ist aus Gleichung (2) ersichtlich, dass P) = 0. Der Vektor mit den Komponenten 
P,, P,, P; soll mit $$ bezeichnet werden. Die zu den Potentialen kanonisch 
jugierten Gréssen stehen also mit den entsprechenden Komponenten des 
tors D und die Potentiale mit denen des Vektors % in Beziehung. Da in der 
‘antentheorie die Operatoren der zueinander kanonisch konjugierten Gréssen 
<annt sind, werden die Vektoren © und § in der obigen Gleichung der Feld- 
rgie und des Feldimpulses durch die Vektoren D bzw. 8 ausgedriickt. Aus 
, (4) ergibt sich bei Beriicksichtigung von Gleichung (2) : 


seen a eee LIE Se p< B) }, (13) 
1—p2+x } : ce (iia ead) eo 
1 4 
aed ; Bx) — ne(Dx | (14) 
meer mimes ee a) 


zt man diese Ausdricke in Gleichung (10) ein, so erhalt man fiir die Feldener- 


:dichte : 


u = (ED +. BH) + [ExH—DxB] = 


Bone 
c(1 — f) 


=e 1 : [(1 — 62 + )? + 6? (1 + p2+ x)] H2 — 
2(1 — p? + x)? % “rs 
- eet eee eee 
ai 2) 


21 y)2 2 
= * air 49 @oxtexB) +2 Bt* g 
jc? Ned 


th eal 


‘Impuls. Die Operatoren A, (t, t) und P,, (t,t) sind Funktionen des Ortes und 
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i rot § : von BS und —c'$ anstels 
Die Energie des Feldes ist, wenn man rot 9{ anstelle von % pt 


von ‘) setzt: 


poe [dQ — 2 + 2+ HBP (L+ P+ )] BY 


1 = mais = 


AE (1 + p? + x) (Pv)? — 4 ~B? (B, vx rot A) — 
1+ x (al 


— (1 + p2 + x) (rot U, vx (vx rot Y)) + 
pc? 
i Pat i (rot YU, rot YU) | d} 
- 


In der vorliegenden Abhandlung werden die méglichen Werte der Energie ur, 
des Impulses des Feldes gesucht. Die Quantentheorie identifiziert “| 
mit den Eigenwerten der entsprechenden Operatoren. Die Aufgabe beste} 


nun darin, die Operatoren dieser Gréssen und dann die Eigenwerte der gefunden 
Operatoren zu bestimmen. Die Operatoren der kanonisch konjugierten Gréssq 
haben die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen zu befriedigen : 


| aitad) stan s et) | ee ae d(t—r'), 


al 


[Pas (t, 2); Pn (t 52) = [Aa (tt), Am 78) |= 07 (nS 1h 2830): 


Hier bezeichnet A) das skalare Potential und P, den dazu kanonisch konjugiert: 


Zeit. Anstatt dieser kénnen von dem Ort unabhingige Operatoren in der Weil 
eingefiihrt werden, dass man sie nach einem orthogonalen Funktionensyst 
in eine Reihe entwickelt. Zu diesem Zweck wird angenommen, dass sich 
ganze uns interessierende Teil des elektromagnetischen Feldes in einem Wirt 
von der Kantenlange L befindet und dass die Feldgrissen an den entge 
gesetzten Wanden des Wiirfels denselben Wert annehmen. Die Abmessung 
Wiirfels kann nach Belieben gewahlt werden, da dies keinen Einfluss auf unse 
Ergebnisse hat. Die elektromagnetischen Potentiale und die zu ihnen kanonis 


konjugierten Gréssen werden nun in diesem Wiirfel in eine Fourier- Rei 
entwickelt : 


: 

; 

1 ( 

Pi(sh=sa D paet Gi, 1=1, 223;0)) - 
k 
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or ist £ der Wellenzahlvektor, dessen Absolutwert | f| = k = betragt. 
A 
»: rechtwinkeligen Komponenten von f kénnen das Mehrfache des ganzzahligen 
‘sdrucks vr ausmachen. Die Summierung ist tiber f nach Richtung und 
Hjsse auszudehnen. 7}, und p;, sind Operatoren, die dieVertauschungsrelationen 
h : 
[ ptr, qis| ee Or Ors 
I 
(19) 


[ pir, Pis] = gir qis] = 9 


friedigen. Die Gréssen pix P2x, Px Seien als die Komponenten eines Vektors 
jund die Gréssen qix, q2x. 43x als die eines Vektors q;, angesehen. Setzt man 
} Ausdriicke (18) in die Gleichung (16) ein, so erhalt man fiir den Energie- 


erator des elektromagnetischen Feldes : 


1 { pc? 
= — p4-x)?-+- xB? 21 x Fy ap Se 
7 eee ape p?4-x)? +B? (1+P?+%)] (Pr Pn) 


— ae (1 + B® +) (Dx 0) (p—p D) — 4ixeB? (pis BX (EX GH)) —- 
oh (20 


x 


(1 + B® +.) (EX qi, 0x (DX (EX q-1))) + 


c2 


1 2 2 
i 3 Fans (Exam tx q—1) |. 


| 


i der Quantelung wurde das von Novobdtzky angegebene Verfahren ange- 
ndt.* Dieses weist gegeniiber den anderen Verfahren den Vorteil auf, dass 
die keinen physikalischen Sinn besitzende Lorentzsche Bedingung nicht 
halt. Das Wesen dieses Verfahrens ist folgendes : die zum skalaren Potential 
kanonisch konjugierte Grésse P, ergibt sich formell zu Null, doch wird sie 
tzdem nicht als Nulloperator angesehen, sondern es wird angenommen, 
ss das elektromagnetische Feld von Zustandsfunktionen beschrieben wird, 


r die die Gleichungen 


Poy =0 ey 
| 
(div 8) vy =0 (22) 


1 ad . - : ra . 
* Dieses Verfahren wurde von Novobdtzky nicht veréffentlicht ; es sei ihm auch hier 


die Uherlassung seiner Ergebnisse bestens gedankt. 
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gelten. Die letztere Gleichung ist eine Folge der Feldgleichungen. Diese Gleichui 
ermoglicht es, zwei anstatt vier kanonische Impulse einzuftihren und dem zweie 
lei Polarisationszustand entsprechend mit zwei unabhiangigen Feldgréssen : 


arbeiten. ° 
Wird die Gleichung (21) in eine Fourier-Reihe entwickelt, so gelan} 


1 <= thibs 
oa ee [xy —— Ue (2 


k 


man Zu: 


Dies hat fiir jeden Wert von t Giltigkeit, wenn 
Pory =0 ~ fir jedes k. (25 


Pox ist der zu qo, kanonisch konjugierte Impuls. Stellt man nach der Metho# 
von Schrédinger die kanonischen Operatoren mit den Operatoren jx. ur 


ie) 
: dar, so ergibt sich aus Gleichung (24) 
t 9qix 


re ; 
= 0 far jedes k, (2h 
Sqox 


d. h. y ist unabhangig von qox. 
Wird nun die Gleichung (22) in eine Fourier-Reihe entwickelt, 
erhalt man: . 


1 yee 
Bits > eo i (ki pry + be pax + ks ps,) py =0. (2 
* k 


Dies wird dann fir jeden Wert von ¢ erfiillt, wenn 


(ki pir + ko pox + ks ps.) py = 0 fiir jedes k. (2 
Hieraus gelangt man nachSubstitution der Operatoren Pix ~ — — und nai 
Multiplikation mit i/A zu t 9gix 


~ 


fe) 
Bog eee ny ee @ 


Oy 
k 2 3 
Oger Oqsx 


1 
Oqix 


Die zur Erfillung dieser Bedingungen notwendigen Funktionen von y lass 
sich auf die folgende Weise herleiten: es seien zwei Vektoren von der Gri 
eins eingefiihrt, die senkrecht zu £ stehen : 


pete Oe wid ett) 
aus ») e€, = ——_—__.,, 
Ex b| | £x (Ex b) 
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* sei ferner : 


k = (Ch ie) = €Tk qk + 5K q2k + C3k Y3k > 
Q?. a (e?, x) = ev Tie aip C5 q2k e5 4 3k » (30) 
f ky ky k. 
Q? os | — 5 C | = —— . + - a 2K ++ = 3 - 3K - 
k ni 7) ee ee kien 


* sei weiterhin angenommen, dass die das elektromagnetische Feld beschrei- 
inde Zustandsfunktion nur durch Q% und Q? von qjx abhangt. In diesem Falle 
irden, wie man sich davon leicht iiberzeugen kann, die obigen Bedingungen 
rullt. 
Ahnlich wie in Gl. (30) sollen jetzt zwei neue Gréssen eingefiihrt werden : 

PE = (e%, Pu) = Cfe Pik + Sk P2x + e3k PBk » 

(31) 
. Pa = (eb, Px) == Che Pix + €3x Pax + €3k Pak - 


is den Ausdriicken (30) und (31) ergeben sich folgende inverse Formeln : 
f 


qe = OF ef + OF ek + OF ee 


(32) 
beaePs era Py ey 


‘und Q% sind zueinander kanonisch konjugierte Gréssen. Zwischen ihnen 


stehen die folgenden Vertauschungsrelationen : 


A 
[Px “| eS [Pe “| = — Ox 2 (33) 
L 


mtliche iibrigen Operatorpaare kommutieren. 

Auf Grund des Vorstehenden darf man bei Bericksichtigung von Glei- 
ung (27) behaupten, dass der Energieoperator E in allen Fallen, wo er fir 
das elektromagnetische Feld beschreibende Zustandsfunktionen angewandt 


d, durch folgenden Operator ersetzt werden kann: 


ee 


= 
2(1— p+ x)? % 


Me” — pe-+x)? + #82 (1+ B+*)] (Pe —2) — 
jee a? 


a “(1 +B? +») (Dab) (Px b) + Arif (Pre Gu) (OE) + (34) 


+x 


we 2 
~ (1+ BB+ ¥) (x (EX a)» 9X (EX q—1)) + —— eae Recay |) 
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Bei Beriicksichtigung von Gleichung (32) ergibt sich : 
(p, 0) = — P2v|sina, |, 


wo a, den von f und b eingeschlossenen Winkel bezeichnet. 


(pe. b) == Pie sin das 
(EX gus EX qQ—x) = — k* (QE Q%, — QE QO? x); al 
(0x (EX qu). Dx (EX q_4)) = — k? v? (Qi Q%,, cos? a, — Qi Q" 4), 
(Pie Gu) = PEQue + Pr Qe. 


Setzt man diese Gleichungen in den Ausdruck (34) des Feldenergieoperators eiil 
so erhalt man: 


pete Ht - Lat luc? — B21 )2 xf 2 2 a al 
caine ey cant B? +)? -+ «8? (1-4-6? + x)] Pe a) 


2 
ee (1 — 6% + x)? + ~B2(1 + 2 + x) cos? a,] P? Po, — | 
M4 j 


2 o [(d — B* + x)? + xB? (1 + 6? + x) cos? a] 02 02, + (3 


+ [0 — B+ a + Hf (1 + B+ 2] OR Oa + 


+ 4x? ikv cos a, (Pi Q% + P? Qe) | ; 
Die Eigenwerte dieses Ausdruckes sollen nun bestimmt werden. Zu diese: 
Zwecke werden anstelle der Operatoren P, und Q, neue Operatoren eingefiih 
mit deren Hilfe E diagonalisiert werden kann. 


5 he ; fk i 
=| On Ay AS) Pees ff Ste ates 
2k Cc 


iG ( Roy | 
i= ee Vel Beton) 3 Pe ee — (B, —B_,). 
ok 2¢ Vr : 


A;, bedeutet die Adjungierte zum Operator A, und By die zum Operator B 
6, und y; sind spiater zu bestimmende Konstanten. Die Operatoren A, w 
B,, befriedigen die folgenden Vertauschungsrelationen : 


[Ax, Az] = [ By. Br] = Oxle @ 
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Intliche anderen Kommutatoren sind gleich Null. Mit der Wahl 


ee ee ie a (I ae 
; 2 2 19 % ei i” (oe? (39) 
| (L + #) [( — B® + x)? + xB? (L + B® + x) cos? ay] | 
ie | ne! s5 p? +x)? + xB? (1 + PP a x) cos ax [’ ‘ (40) 


Q+H[@—e tet A +e tH] | 
'st sich der Energieoperator des Feldes in der nachstehenden Form schreiben: 


B= mt (Aj. A, + BEB. +1), (41a) 


; Ake Ss 
] = —--——-- » B} 
| Ex G—#+ Vl px x\V1+ xf cosa, + (42) 


bape pe pt Eb] Ld — Ph af +H) cost a) 


t der Bezeichnung A, A; = Nz und B,B;= Ne gelangt man zu 


E= > «,(Ni+Ne41). (41b) 
k 


e Eigenwerte der Operatoren NV. ; und N;, sind nichtnegative, ganze Zahlen 
: * 5 ‘ : 
]. Die Operatoren A,, B,, Ax, B;, sind die Operatoren der Quantenabsorption 


. der Quantenemission. 
Die Energie des Feldes setzt sich also aus Energiequanten von der 


Gsse €, ZUusammel. 


B) Die Quantelung des Impulses des elektromagnetischen Feldes 


Die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes in Dielektrika ist: 
if D 
= — (Cx Se es | HK) () I 43 
p= = (Ex$) + Gay (MEX) — 9OXB)] (43) 


r Impuls des Feldes ist dem auf das ganze Feld ausgedehnten Raum- 
egral gleich. Bei Beriicksichtigung der Zusammenhinge (12), (13), (14) und 
n 8 — rot % kann dies in der folgenden Form geschrieben werden : 


es, «y = 
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] 
wot (L— B+ 2, 
+ xc? (1 — f* + x) 
+ 2xuc%b ($B, vx rot YW) + xb (rot A, bx (vx rot W)) + (49 


Oral ty 3 Jet f+) (1 PCB x00 9 | 
(v 


x rot MW) x rot MW + 


+ pec (1 — 6) (BX (BX v)) 4 ee i (vx (Bx v)) + 


+ xp? c2 vp (Sb)? — xu? c2 v? bP? dV . 


Setzt man die Formel (18) ein, die die in eine Fourier-Reihe entwickelt¢ 
elektromagnetischen Potentiale ausdriickt, so erhalt man nach Durchfithruy 
der méglichen Zusammenziehungen 


1 
Ga he ee a 
pct (1 — B2 + x)? 2 
+ xe? (1 — 6? + x) (vx (EX qn) x (EX q_x) + 
+ 2 ixpe? b (p;,, 0X (EX qx) + xb (tx qx, DX (DX (EX q—x)))+ 
xu? ct 


‘l+x 


iuct (1 — B? + x) (1 — B?) (Pe X (Ex qx)) t 


= 


(1 — B® + %) (px 0) Pn — xu? 8 D (Pes P—x) + 


%U? c? 
ae 


(Pr) (9 coy of. 


Es seien wieder die Operatoren P, und Q, auf Grund der Relationen (32) ei 
gefithrt. Der Operator des Feldimpluses lautet nun : 


1 
6 = = wees 
pues (1 — B24 2)? 2 


x? ct 


[ 
- cos a| i v (1 — 62 + x) + bf? cos oy] PEPE + 


xp? ct) Pe Po, — 


l+x 
, 
+ xk? c2 cos a, a (1 — 62 + x) v + vf? cos «| f Oty (4 
— bk? xe? (1 + x) Q?Q°,.+ ie [c? (1 — f? + x) (1 — 62) f — 2xbkv cos ax]. 


Ss 


(PE 08 -b Peon ae So oe aH Cong, =f 4. 1d) ve cin ag PL Py — 


— xe? (1 — 6? + x) B® veg sin a, | Q2 Q2, 


| 
: 
q 
q 
Dieser Operator lasst sich mit Hilfe der in Gleichung (37) vorkommenden 
ratoren A,, B,, Ars B;. im Gegensatz zum poset aE! des : 
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‘ht diagonalisieren. Der Operator der Feldenergie und des Feldimpulses kann 
jo nicht simultan auf eine Hauptachse transformiert werden. Ja nicht einmal 
» rechtwinkeligen Komponenten des Feldimpulses besitzen simultane Kigen- 
stande. (In Kenntnis des Hamilton-Operators kann man auch die Abhangig- 
jt der Feldenergie und des Feldimpulses von der Zeit feststellen. Wie spater 
weigt werden soll, sind die Energie und der Impuls des Feldes infolge der 
bchselwirkung mit dem Medium zeitlich nicht konstant.) Es wird erwartet, 
ss sich der Energie- und Impulsoperator der elektromagnetischen Strahlung 
jichzeitig diagonalisieren lassen und dass die Strahlungsenergie und der Strah- 
agsimpuls zeitlich konstant sind, d. h. nicht ihre Kigenzustande verlassen. 
je eben gezeigt wurde, weisen die Energie und der Impuls bei Berechnung aus 
m Abrahamschen Energie-Impuls-Tensor nicht diese Eigenschaften auf. 
‘gen den Abrahamschen Tensor lisst sich ausserdem noch einwenden, dass die 


js ihm berechnete Strahlungsgeschwindigkeit 
ee Ss (47) 


sht mit der Teilchengeschwindigkeit identifiziert werden kann [6]. Dieser 
nwand kann gegeniiber dem Minkowskischen Tensor nicht erhoben werden, 
ch lasst sich dieser wegen der bereits erwahnten Griinde dennoch nicht zur 
sschreibung der elektromagnetischen Strahlung verwenden. 

Die auf den Operator der Energie und des Impulses des elektromagnetischen 
jldes beziiglichen obenerwahnten Tatsachen bekraftigen die Auffassung, dass 
dynamischen Eigenschaften der Strahlung in Dielektrika nicht vom Ener- 
-Impuls-Tensor des Feldes beschrieben werden, sondern von einem die 
chselwirkung zwischen dem elektromagnetischen Feld und dem Dielek- 
um beriicksichtigenden sog. Strahlungs-Energie-Impuls-Tensor [7 ]. Genauer 
ast: der das elektromagnetische Feld beschreibende symmetrische Abra- 
msche Tensor T;, ist selbst bei Abwesenheit von Strémen und Ladungen 
cht divergenzfrei. Das minus Einfache seiner Divergenz ergibt die Dichte der 
f das Dielektrikum ausgeiibten Kraft.So gelangt also die Wechselwirkung 
ischen Kraftfeld und Dielektrikum auch in Form von makroskopischer 
aft zum Ausdruck. Der Energie-Impuls-Tensor O;, = Tix + tix des aus dem 
Id und dem Dielektrikum bestehenden Systems ist natiirlich divergenzfrei, 
sil das Feld und das Dielektrikum zusammen ein geschlossenes System 
Iden. (Hier bedeutet ¢;, den Energie-Impuls-Tensor des Mediums.) Ae? 
in elektromagnetisches Feld vorhanden ist, dann ist auch der Tensor tjx 
.s Mediums divergenzfrei. Ist hingegen ein Feld vorhanden, so wetandert 
h der Energie-Impuls-Tensor des Dielektrikums infolge der AEST 
ng wie folgt: ti, = Pete t',. Im Falle eines ruhenden Dielektrikums tiber- 
- das Feld dem Medium keine Energie und keinen Impuls, sondern erregt 
ihm bloss Spannungen, die die durch das Feld ausgetitbte Kraft kom- 
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pensieren. Wenn sich das Dielektrikum aber bewegt, dann vermag die dure} 
das Feld auf das Dielektrikum ausgeiibte Kraft auch Arbeit zu verrichten, d. ]) 
das Feld und das Dielektrikum kénnen untereinander Energie und Impuj 
austauschen. In diesem Falle betriagt t/,, nicht mehr Null. Die Strahlungsenerg} 
verteilt sich namlich hier auf das Feld und das Dielektrikum. Deswegen werd 
die dynamischen Eigenschaften der Strahlung vom Tensor Six = Tix + tix b 
schrieben. Dieser Tensor ist divergenzfrei [8]. Der explizite Ausdruck von 
fir den Fall eines ruhenden Mediums und von ebenen Wellen wurde von Mani 
und Gyérgyi angegeben [7]. Beck bestimmte den Strahlungstensor vey 
Minkowskischen Tensor ausgehend [9]. 


§ 4. Die Quantentheorie der elektromagnetischen Strahlung. Photonen 


A) Die Quantelung der Strahlungsenergie 


! 

| 

Fir den klassischen Ausdruck der Energie- und Impulsdichte, die 4 
Grundlage bei der Quantelung der Strahlung dienen, seien hier die entepreaaa 
den Elemente des Strahlungs-Energie-Impuls-Tensors 


Six = Tix + th, (4: 


benutzt. Die durch die Feldstarken ausgedriickte Form des Tensors t44 in jene: 
Koordinatensystem, in dem sich das Dielektrikum mit der Geschwindigk 
v langs der x-Achse fortbewegt, lautet [8] : 


2 ih 2 
= yl pe E+ BO) — = [6x + Dx) — 
Cc 


(ea) CL Bo) 


SHOE at 


| 


Mit dem in § 3 beschriebenen Verfahren ergibt sich : 


EP =—(av = ah Ligue 
fm eee Mh (1 B*)s 


(1+ B+») Pe soage Ca hee («B (1 + f+») — 


4 
—2(1 +») (1 — B® + x))] PR PY, + ra ~ [1 — B+ 8 + cost ay (f( 4 


j 
ue ilar Meret gait) ek cael tats) 


: 
= 


(L+ B+ x) QkQ%, + 4 (1 —p%) (1+ x) i (of) (PEQ2 + P? Qe) |. 
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Im nachstehenden sollen nun die Eigenwerte des Operators der Gesamt- 


mrgie der elektromagnetischen Strahlung 


| ES= E° + EP=— \ (Tu +th,) dV (51) 
} 


Hucht werden. Hierbei wird von einer gesonderten Bestimmung der Higen- 
i P 5 ‘ F 

‘rte des Operators E’ abgesehen. [In Gleichung (51) bezeichnet E* den im 
fsammenhang (36) angegebenen Ausdruck des Energieoperators des Feldes.| 


ich Durchfihrung der méglichen Zusammenziehungen erhalt man : 


| 


) i jac” jc? “xP? sin? a, 
_— ut Pept, + 1 =e 
me PIS ee er et “area ed Pipe 
k2 Mp sin ae ke (52) 
a eS . -102 02 BE Ol Oe... ' 
f | ieee oie is | 


fe méglichen Werte der vollstaéndigen Strahlungsenergie sind den EKigenwerten 
#ses Operators gleich. Die Aufgabe lautet nun, diese zu bestimmen. Zu diesem 
ecke werden analog den Gleichungen (37) anstelle der Operatoren P,, und Q 

Operatoren der Emission und der Absorption eingefiihrt, die E* diagonali- 


dren. 


A ; he Vn 
267hR 


(53). 


QO? = |) ne (bx + O24) 3 r= | Biro 
2k 2c Nk 


= 


und 7, sind Konstanten. Die fiir die Operatoren a, und b, giltigen Ver- 


uschungsrelationen lauten : 
[ax, a; | = [bi by | = On (54) 


Wahl 


ihrend die ibrigen Operatorpaare miteinander kommutieren. Durch die 


; Ppa oboe ey 
fa +#)(1—P") Se 
(55) 


es te [(1 + x) (1— B) + 2p? sin? a] le 
2 a+)0—--) 
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erhalt man den Energieoperator 


Es = >) & (apex + bp 6. + 1) 


K 


ita RFRA na * 


der Strahlung, wo 


F Ake - , 
A= pice | Oa lt aien el 


Die Eigenwerte der Operatoren a; a, = ny und by b, = nj, sind die nichtnega 
tiven, ganzen Zahlen 0, 1, 2,3, ... Die Gesamtenergie der elektromagnetisch 
Strahlung ist also die Summe der Energiequanten ¢;. 


B) Die Quantelung des Strahlungsimpulses 


Die Komponenten des Strahlungsimpulses sind : 


1 1 
Gp | SuaV = —— | (Tra + 18) aV. é 
ic ie a 
(r= 1,2; 3) eee 
Zuerst sei die x-Komponente des Impulses betrachtet : 7 a 


Gi =Ce+eP. 


— zs . _ 
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GS e Ge a GP ™* eu ~~ { = fc? _ papa. 
Pi ence es Leis red ee 
ee tee Pes | PPP, — (1+ eee). (e2 
Lltx (1 + x) (1 — 62) le (la) (Li B*) 


k? 22k (1 *) c* cos 
a a b AE 2K 5 ce" COS Ax 
Ore + OOK “(EOE + PLOW). 
lu xv | 
| 
vickte man dies mit den in den Gleichungen (53) eingefiihrten Operatoren 
/b, aus, so gelangt man zu: 


GC. = > Bix (a, ax + b,b, +1), (63) 
k 


| 


_ wk [V0 +4) 0 =P) + PP sin? a, 
c(l—f2+¥x) | (1 + x) V1 — 
¢ (1 saute) COS Oy 


xv 


Skx 


(64) 


* Grund dhnlicher Uberlegungen erhalt man auch die Operatoren der y- 
al der z-Komponente : 


Gy = > Bry (a; a, + 6,6, +1), (65) 

Ci Di gue (ai ae + bide +), (66) 

wp c088 (67) 
a OS Px > 2= COS Vp. 
Sky eos: k Sk li Vk 


Ausdriicke (63), (65) und (66) lassen sich in eine vektorielle Gleichung wie 


zusammenfassen : 


GF = = Ge (ne ont 1). (68) 


bezeichnet g;, den Vektor mit den Komponenten gx, Sxy und gx. 

Fasst man die Ergebnisse der Quantelung der elektromagnetischen Strah- 
zusammen, so darf man feststellen, dass sich der Strahlungsimpuls in ahn- 
er Weise aus Impulsquanten g, zusammensetzt wie die Energie aus Energie- 
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quanten. Diese Quanten werden als die Photonen des Dielektrikum angesehen} 


ist die Energie des Photons und q, sein Impuls. 


§ 5. Der Hamilton-Operator. Die Zeitabhingigkeit des Operators 
der Strahlungsenergie und des Strahlungsimpulses 


Am Ende von § 3 wurde erwahnt, dass die Energie und der Impy 
des elektromagnetischen Feldes zeitlich nicht konstant sind, wahrend ¢ 
Strahlungsenergie und der Strahlungsimpuls diese Eigenschaft besitzen. | 
nachstehenden sei nun diese Frage kurz untersucht. ) 

In der Heisenbergschen Darstellung wird die zeitliche Veranderung ein) 


von der Zeit abhangigen Operators durch die Gleichung 


dQ2 j 

2H 0} (6 
dts ~h / 
bestimmt, wo H den Hamilton-Operator des Systems bezeichnet. Es ist leich 
einzusehen, dass man dies durch die im vorherigen Paragraphen eingefulgy 
Operatoren ausdriicken und folgenderweise schreiben kann : 


P2 P?, af =a 


pen (i= BPR) 


a ee) { a 
k + x 


[uc 
l+x 


#6" sin? ay, eee By #6? sin? a, A 
=| P [RO a il; - -— = a a ‘| 
(1+ x) (1 — 6?) | k & | (1 +») (1 — f2) | Q20% + (i) 
Lyn ery rem a tos 
seg Ot Crea aa (oH (PEQE + PROD) 


Mit den Operatoren a, und b;, der Gleichungen (53) lasst sich auch der Hamilt 
Operator wie folgt diagonalisieren : 


H = S Ay (np + nb +1). | (i 
5 


. . Ci el ae b * ° : 
Hier ist ny, = a, ay, und nz = by by, deren Kigenwerte die ganzen Zahlen 0. 
sy oe eaind cond 3 


91 
i) 
' 
7 


At cae fa is B24 x) | Aek Ja + 2) (i = p-)? + “p? (1 aac B?) sin? ay + 


+ xhkv cos a, 


In Kenntnis des Hamilton-Operators kann man auch die Zeitabhangi 
unserer Operatoren auf Grund der Gleichung (69) ermitteln. Da samt 
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seratoren durch die Operatoren a, und b, ausgedriickt werden kénnen, soll 
erst deren Zeitabhangigkeit untersucht werden: 


U 


dix = — [Hai]. (73) 


fi Beriicksichtigung der Vertauschungsrelationen (54) ergibt sich : 


3 U 
De ae Ai, ay. (74) 
A 
ib Lésung hiervon ist : 
, 
i t 75) 
ak Gre ae 75) 


a unabhangig von der Zeit ist. In ahnlicher Weise ergibt sich : 


hp 


ae 


t 76 
b.=bee } (78) 


r transversale Teil des Vektorpotentials hangt auf Grund der Formeln (75) 
d (76) folgendermassen von der Zeit ab : 


We (t,t) = a le ar Boh Aceh pa ho\'s mike eal g 


oa 

+ (ef Ey, ag® + eh yx De*) ples -]| 
geraus ist ersichtlich, dass 2; die Superposition der in die Richtung + f ver- 
enden ebenen Wellen und dass die Frequenz der zum Wellenzahlvektor 


dem Absolutwert k gehérenden partiellen Mele 
OC — 718 


Die Eigenwerte des Hamilton-Operators sind also den ganzzahligen Mehr- 
hen von A, gleich. Dies ist auch bei Heranziehung der Transformations- 
mel der Frequenz aus dem Zusammenhang (72) ersichtlich. Es ist also : 


— 10, 1% 
ape dene 79a) 


by = bbe Oe, — (79b) 


-7t man diese Ausdriicke in die Gleichungen des Energie- und Impulsoperators 
Strahlung ein, so ist SE ersichtlich, dass diese die Zeit nicht 
thalten : 


— es (ao* a? + b2* b2 + 1), (80) 


a Physica V/1 
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Gs = >” g;, (ad* a2 + bO* bP + 1). (8. 


k 


Jetzt sei die zeitliche Anderung der Energie und des Impulses des elektr : 
magnetischen Feldes betrachtet. Nach Einsetzen der aus Gleichung (54 
stammenden Operatoren a, und b, an die Stelle von P, und Q; in den Ausdril} 
ken des Energieoperators (36) und des HA nee (46) fallen die Gliedd 
vom Typ a; a_; bei den obigen Werten von &; und 7, nicht heraus. Dies hat nj 
Folge, dass sie durch diese Glieder die Zeit enthalten. Die Energie und dd 
Impuls des elektromagnetischen Feldes sind also zeitlich nicht konstan} 
Dies ist die direkte Folge davon, dass das Feld in Wechselwirkung mit dey 
Dielektrikum steht. ) 


§ 6. Die Transformation der Strahlungsenergie und des Strahlungsimpuls¢ 


Der die dynamischen Eigenschaften der Strahlung beschreibende Energi 
Impuls-Tensor Sj; ist, wie bereits friiher gezeigt wurde, divergenzfrei. Es las 
sich beweisen [1], dass die aus ihm gebildeten Gréssen 


Gai |S dV (12983) (8 


Ae. 


und 


spre G4 S,,dV (8 
c ic 

wie Vierervektoren transformiert werden kénnen, wenn man von einem Bezug} 
system mit Hilfe einer Lorentz-Transformation auf ein anderes Bezugssyste 
tbergeht. Auf Grund dieser Feststellung kann man die Energie und den Impu 
des Photons in einem Koordinatensystem, in dem sich das Dielektrikum mi 
der Geschwindigkeit v langs der x-Achse fortbewegt, auch mit Hilfe einer eit 
fachen Transformation aus den Werten des Impulses und der Energie des an e 
Dielektrikum befestigten Koordinatensystems erhalten. In dem an das me 
kum befestigten Koordinatensystem ist die Energie des Photons : 

__ Ake 


° 


n 


wo k der iA heolitewert des Wellenzahlvektors und n der Brechungsindex € 


Mediums ist. In dem an das Dielektrikum befestigten Koordinatensystem i 
on 
k = ne die Frequenz bezeichnet. Bei Beriicksichtigung dieses Zusar 


menhanges ist 


é= ho. 
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ir Impuls des Photons in diesem Bezugssystem lautet : 


AL ae 


c= (86) 


n en \|k 


te Energie und der Impuls des Photons in einem Koordinatensystem, im Ver- 
ich zu dem sich das Dielektrikum bewegt, sind: 


B 
1+ fe cos a 1+ f cos a 

= Foe a ——— = ho’ ue ; 
| jl — ~ 1+ fn cosa 
| (87) 

; Aw cosa-+ pn - 1 OD ; Aw 
. g'x= ——-—-— , g,=——cosf, g,=— cosy. 
| cn |1— PP ; cn cn 


i Beriicksichtigung der Transformation des Wellenzahlvektors und der Fre- 
nz lasst sich ohne weiteres nachweisen, dass die Ausdriicke (57), (64) und 
’) mit den durch Transformation gewonnenen Ausdriicken (87) identisch sind. 
Es ist ersichtlich, dass die Energie des Photons im Dielektrikum im allge- 
inen nicht Aw ist. Bloss im Falle eines sich senkrecht zur Fortbewegungs- 
htung des Dielektrikums bewegenden Photons bzw. im Falle eines ruhenden 
elektrikums stimmt sie mit Aw iiberein. Dies ist eine Folge davon, dass in 
sen Fallen die Wechselwirkung zwischen Feld und Dielektrikum nicht im 
stausch von Energie und Impuls in Erscheinung tritt, sondern dass im Dielek- 
um nur Spannungen auftreten. 
Aus den obigen Ausdriicken geht auch hervor, dass der Impuls des Photons 
4 : 1+ lb cos @ ; 
: (y= yey (88) 
1+ fn cos a c 


c 


Die Geschwindigkeit V stimmt im Falle eines sich bewegenden Dielektrikums 
ht mit der Phasengeschwindigkeit der Welle iiberein, sie kann aus dem Werte 
der Welle im ruhenden Dielektrikum auf Grund des Einsteinschen Addition- 
eorems der Geschwindigkeiten berechnet werden. a 

- Auf Grund unserer Ergebnisse lasst sich auch die Frage beantworten, wie 
ss die Energie und der Impuls des Photons in jenem Koordinatensystem sind, 
sich zusammen mit dem sich in der Richtung der. x-Achse bewegenden 
oton fortbewegt, d. h. mit der Geschwindigkeit c/n im Vergleich zum Dielek- 
um. Bei Anwendung der Ausdriicke (87) wird man leicht einsehen kénnen, 
s in dem sich zusammen mit dem Photon bewegenden Koordinatensystem 
Energie des Photons ein von Null verschiedener Wert und sein Impuls Null 
Das Photon besitzt also im Dielektrikum eine von Null verschiedene Ruh- 


“ 


< 
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energie. In einem Bezugssystem jedoch, im Vergleich zu dem sich das Photc 


; : Mies | 
mit der Geschwindigkeit V fortbewegt, ist seine Energie : 
9 


- — -, | 
V2 gt 
Cc 


wo ¢, die Ruhenergie bedeutet. Hieraus ergibt sich fiir die Masse des Photow 


der Ausdruck 


nt SS (94 
| 


ae 


eo 
Entsprechend der von Null verschiedenen Ruhenergie ist auch die Ruhmasse di 
sich im Dielektrikum fortbewegenden Photons nicht Null. Fiir die Masse d 
Photons ist dieselbe Forme] giltig wie fiir ein Korpuskel. Ein wesentlich 
Unterschied im Vergleich zum Falle im Vakuum besteht indessen darin, dass 

Ruhenergie und die Ruhmasse des Photons von Null verschiedene, positi 
Werte sind. Dies ist darauf zuriickzufiithren, dass die Energie des Photons m 
zum Teil elektromagnetischer Natur ist, wihrend ein Teil in Form mechar 


scher Schwingungen im Dielektrikum, d. h. in Form von molekularen kinet 


schen Energien anwesend ist. Eine ahnliche Erscheinung tritt auch im Vakuu 
auf, u. zw. bei einer elektromagnetischen Welle, die zwischen leitenden Platte: 
verlauft [10]. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Energie ist hier klein} 
als c und das Photon weist eine endliche, positive Ruhmasse auf. : 


§ 7. Zusammenfassung 


Als Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes in Diele 
trika wird der Abrahamsche symmetrische Tensor anerkannt, weil einersei 
nur ein symmetrischer Energie-Impuls-Tensor imstande ist, den die Tragh 
der Energie ausdriickenden, allgemein giiltigen Planckschen Zusammenhée 


g= ae zu befriedigen, und weil anderseits das Variationsprinzip einde’ 
diesen Tensor liefert. Der aus ihm in bekannter Weise berechenbare Feldenersi 
und Feldimpulsoperator besitzt keine simultanen Eigenzustinde, ferner ke 
mutiert keiner von ihnen mit dem Hamilton-Operator, d. h. die Energie und 
Impuls des Feldes sind zeitlich nicht konstant. Ahnlich wie beim Vakuum er 
tet man, dass der Energie- und Impulsoperator der elektromagnetischen Stré 
lung gleichzeitig diagonalisierbar und dass beide zeitlich konstant sind, de 
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ic in diesem Falle kann man von Photonen sprechen. Der Abrahamsche Ener- 
(-Impuls-Tensor des Feldes entspricht aber dieser Erwartung nicht, 
sd auch die aus ihm hergeleitete Strahlungsgeschwindigkeit transformiert 
th bei einer Lorentz-Transformation nicht so wie die Korpuskelgeschwin- 
+keit. 

Die aus dem Minkowskischen Energie-Impuls-Tensor berechnete Strah- 
ugsgeschwindigkeit transformiert sich zwar ahnlich wie die Korpuskelge- 
fwindigkeit, doch kann dieser Tensor wegen seiner asymmetrischen Natur 
tht als der Energie-Impuls-Tensor der Strahlung betrachtet werden. Dies 
-d auch durch die sonderbaren Ergebnisse erhartet, die man auf Grund der 
jantelung der sich aus ihm berechenbaren Feldenergie bzw. Feldimpulses 
gvinnt. Namlich: fiir die Ruhmasse des Photons ergibt sich ein imaginarer 
srt, seine Energie ist in einem sich zusammen mit dem Photon bewegenden 
sordinatensystem Null, wahrend sein Impuls von Null verschieden ist. In einem 
izugssystem, in dem sich das Photon mit einer Geschwindigkeit fortbewegt, 

grosser ist als die Phasengeschwindigkeit c/n, wird die Energie des Photons 
zativ. Auf Grund dieser Feststellungen wirde das Photon iiberhaupt keine 
ilcheneigenschaften besitzen. 

Diese quantentheoretischen Ergebnisse bestatigen die Auffassung, dass die 
amischen Eigenschaften der elektromagnetischen Strahlung in Dielektrika 
ht vom Energie-Impuls-Tensor des Feldes, sondern von dem die Wechsel- 
tkung zwischen Feld und Dielektrikum beriicksichtigenden, sog. Strah- 
gs-Energie-Impuls-Tensor beschrieben werden. Die Divergenz des Abraham- 
en Tensors verschwindet namlich selbst ohne Anwesenheit von Ladungen und 
émen nicht, wodurch zum Ausdruck gelangt, dass das Feld eine Kraft 
& das Dielektrikum ausiibt. Diese Wechselwirkung erregt im Falle eines 
enden Dielektrikums nur Spannungen, die diese Kraft kompensieren, wahrend 
ienem Falle, wo sich das Dielektrikum bewegt, die Wechselwirkung auch in der 
ergabe von Energie und Impuls in Erscheinung tritt. Als Folge dieser Tat- 
he sind die Gesamtenergie und der Gesamtimpuls der Strahlung nicht rein 
tromagnetischer Natur, sondern sind zum Teil auch in Form von molekula- 
kinetischen Energien und Impulsen anwesend. 

Die quantentheoretische Erérterung der Strahlung erfolgte hier auf der 

dlage des aus dem Abrahamschen symmetrischen Tensor herleitbaren Strah- 
gs-Energie-Impuls-Tensors, wobei die Kigenwerte der Energie und des Impulses 
ittelt wurden. Auf Grund der erhaltenen Ergebnisse kann man feststellen, dass 
die Energie und der Impuls derStrahlung auch in Dielektrika aus gut definier- 
Quanten zusammensetzen. Diese Quanten sind die im Inneren des Dielektri- 
s vorhandenen Photonen, die iiber die nachstehenden Teilcheneigenschaften - 


fiigen: der Impuls und das i/c-fache der Energie bilden einen Vierervektor. Auf 
; ho 


cn 


se Weise lisst sich aus dem Werte der Energie A und des Impulses 
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in einem an das Dielektrikum befestigten Koordinatensystem die in jeder 
beweglichen Koordinatensystem giiltige Photonenenergie bzw. Photonenimpui 
durch eine Lorentz-Transformation bestimmen. Die Energie des Photons ij 
in einem Koordinatensystem, das sich im Vergleich zum Dielektrikum beweg 
immer positiv. Das Photon weist im Dielektrikum eine endliche, positive Rul 
masse und Ruhenergie auf. Die Bewegungsmasse steht mit der Ruhmasse } 
derselben Beziehung wie bei einem Korpuskel. | 

Als Zusammenfassung der Ergebnisse scheint die Feststellung berechtig; 
dass man auch in Dielektrika von Photonen sprechen kann und dass diese tib¢ 
gut definierte Teilcheneigenschaften verfiigen. Ein wesentlicher Unterschid 
im Vergleich zu den Photonen des Vakuums besteht darin, dass diese eit) 
Ruhenergie und Ruhmasse besitzen, die von Null verschieden ist. Die his 
erhaltenen Ergebnisse stimmen im Falle von n = 1 mit den aus dem Vakuuy 


wohlbekannten Ergebnissen tiberein. : 

An dieser Stelle sei Herrn Professor K. F. Novobdtzky und Herrn Dozenta 
G. Marx der beste Dank fiir ihr standiges Interesse und ihre wertvollen Ratschlag 
ausgesprochen. 
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KBAHTOBAA TEOPHA SIIEKTPOMATHUTHOPO H3JIVUEHHH. B OHMSJIEKTPUEK 
K. HATb 


Pe3ime 
B paoote paccmaTpuBaercaA KBaHTOBaA TEOPUA BeKTPOMAarHUTHOTO M3J1yueHHA B fil) 
aneKTpuke. B nepBoi yacTH OMpepeueHbl SHepruA M HMMYIbC IeEKTPOMArHUTHOTO MONA BC : 
TEME KOOPANHAT M0 OTHOMEHHIO K KOTOPOH AHIIEKTPHK JBHKETCA CO CKOPOCTbIO v 110 Half al 
Aenuio OCH x, BbIparkKeHHA JIA NMOTHOCTH MMITysIbCa M SHEPrHM MONA B3ATBIE U3 COOTBA 
CTBYIOUIMX 3JJEMCHTOB CHMMCTPHYHOLO TeH3Opa 3HEPrHH M MMIlyIbca AOparama. IIpu onncaHi 
AMHAMHYECKHX CBOMCTB M3 y4eHHA UCNOIb3yeTCH TAK HaSbiBaeMbili TeH30P H31y4eHHA 9Hepryy 
M MMMYyJIbCa, YUMTbIBAIOMIM BIAMMOEHCTBHE NOTA C AMIEKTPHKOM. STOT TeH30p NpHMensxert! 
BMECTO TCH3OPa MMMyJbCa HM HEPrHu NOMA. BO BrOpoi yacTH paOoTHI ONpepeneHbI BO3MO}KH 
SHAMCHHA SHEPIH WH HMMITyJIbCa 9€KTPOMATHHTHOTO H34eHHA B ABYOKyMelCA CHCTeMe KOO 
AuHaT. [locne KayecTBeHHOrO paccMOTpeHuA oHeEprHn u MMIlyIbca U31yueHHA jaerca B 
MeHHaA 3a4BMCHMOCTb OnepaTopoB. Tlocme sToro onMchIBaIoTCA cBOiicTBa TipeoOpas0Banilt 
SHEpruvH H UMMysbca (oToHa. Benuunubl sHeprun oToHa B ABYWOKYWIMMCA [M9eKT 
Booouye He hv, M ero Macca M 9HEPrHA NOKOA ABNAWTCA KOHeUHOH TONOKUTEIEHOH B 
4HHOH, OTIMYAIOMeHCA OT HYIA. 


UBER DIE BEWEGUNG DIRACSCHER TEILCHEN 
IN MESONENFELDERN 


Von 
G. GYORGYI 
ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK, BUDAPEST 


(Vorgelegt von L. Janossy. — Eingegangen 24. II. 1955) 


Es werden die Ehrenfestschen Siatze fiir die sich im pseudoskalaren Mesonenfeld bewe- 
iden Diracschen Teilchen diskutiert. Im Falle pseudoskalarer Kopplung ergibt sich ein relati- 
)tisches Abstossungspotential mit kurzer Reichweite. 


In letzter Zeit wurde die Abstossungswechselwirkung der Nukleoneni 
iter untersucht. Jastrow fiihrte ein phanomenologisches Abstossungspotential 


4, um die Streuversuche hoher Energie ladungsunabhangig zu deuten [1] ; 


: 


ch mesonenfeldtheoretische Betrachtungen fihrten auf ahnliche Ergebnisse 


]. Diese Abstossungswechselwirkung hat auch auf die Niveaudichte auf die 
jttigung der Bindungsenergie, und auf die Kernkompressibilitat einen wesent- 
hen Einfluss [3]. Erst in jiingster Zeit ist es klar geworden, dass diese Abstos- 
g sich auch in der klassisch-relativistischen Theorie des sich im Skalarfeld 
wegenden Massenpunktes ergibt* [4]. Es ist jedoch noch eine offene Frage, 
» dieses Abstossungspotential imstande ist, das von den Erfahrungstatsachen 
forderte phanomenologische Abstossungspotential zu ersetzen. 

Da aber das Feld der Kernkrafte wahrscheinlich nicht skalar, sondern 
eudoskalar (PS) ist, ware es wiinschenswert, die Verhaltnisse im Falle des 
jeudoskalaren Feldes mit verschiedener Kopplung zu untersuchen. Die erwahn- 
n Resultate, die sich auf Grund der Theorie der quantisierten Mesonenfelder 
gaben, beziehen sich zwar auf diesen Fall, die Berechnungen sind aber durchaus 
anschaulich und mit Naherungen behaftet. Es ware am besten, diese F alle 
ich zuerst im Rahmen der klassischen Theorie zu untersuchen, um anschauliche 
d physikalisch leicht interpretierbare Resultate zu erhalten; aber im Falle 
ss PS-Feldes mit PS-Kopplung haben wir dafiir kein eindeutiges klassisches 
odell. Im Falle pseudovektorieller (PV) Kopplung sind die Gleichungen so 
rwickelt (wegen der 6 Freiheitsgrade eines klassischen Dipolteilchens), dass es 
ffnungslos erscheint, die Lésung einfach zu finden. 

Vorliegende Bemerkung hat den Zweck, einige gewissermassen anschau- 
he Formeln zu diskutieren, die zwischen Operatoren der Diracschen Einteil- 
en-Theorie (auf Grund der Ehrenfestschen Satze) bestehen. 


* Der physikalische Grund dafiir ist die relativistische Massenvergrésserung und die 
tsache, dass die Arbeit der Viererkraft nicht verschwindet. 
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Aus der im PS—PS-Mesonenfeld Giiltigkeit besitzenden Diracschen Hamil- 
ton-Operator 
>> 


H = c(a p) + 05 (mo c? + ig 0, 7) (1)\ 


folgt fiir die zeitliche Ableitung des Operators des Impulses : 


CP a Ole (2) 
dt 


oder — mittels einer Umgestaltung — 


9 g? Ls A d , 
UP se Pc ee ey Rl ee ee OL (2’) 
dt 2m € 2M Cc” 2m,c* dt 


Die Aquivalenz der Gleichungen (2) und (2’) kann man unter Verwendung | 


der Regel 


d 
ere a 10 Pee Se ay [H, 0, 9; 7] 


beweisen. 

Diese Gleichung zeigt, dass die von vornherein angenommene PS-Kopp- | 
lung mit einer Dipolwechselwirkung aquivalent ist; daneben treten noch ein | 
relativistisches Abstossungspotential und ein in klassischer Naherung ver- | 
schwindendes relativistisches Glied auf. Das jetzt erhaltene Abstossungspoten- | 
tial hat zwar eine dem im klassichen Skalarfeld erhaltenen Potential ahnliche 
Gestalt, ist aber mit diesem nicht identisch. Dies wird auf Grund folgender 
Uberlegung klar: Das letztere Abstossungspotential kommt dadurch in die 
Bewegungsgleichung, dass man der Gleichung 


dp; 
ee ey 
dt M 
die folgende Gestalt gibt : 
mg Ot = — 66, W: 
dt 


hier ist 


Daraus ist ersichtlich, was wir friher gesagt haben: dass ndmlich die relati- 
vistische Massenveranderung auch fiir die Abstossungskorrektion verantwortlich — 
ist. In Gl. (2’) tritt aber die Abstossungskorrektion ausser der Massenverande- 


: 
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jrung auf. Daraus kann man schliessen, dass im PS—PS-Feld die Abstossung 
jwahrscheinlich grésser ist als im Skalarfeld. 
Bevor wir den ahnlichen Ausdruck im PS—PV-Feld diskutieren, sei kurz 
serwahnt — was vielleicht auch von didaktischem Standpunkt aus interessant ist 


: ; ‘ : 
_— dass man die Diracsche Gleichung 


) pote eee 
| ereies (myc + t fo, yr 9, p)|y = 0 (3) 


im PS—PV-Feld aus dem Energieausdruck eines klassichen Dipolteilchens 
durch Zuordnung der den physikalischen Gréssen entsprechenden Operatoren 


Serhalten kann. 
Aus den Bewegungsgleichungen, die P. Havas [5] fiir diesen Fall aufstellte, 


{ folgt 


E= pv + (my, c? + S, 9, ¢) \ — p2/c2, (4). 


} Hier bedeutet S, das Dipolmoment des Teilchens, das mit dem Eigendrehimpuls 
1 N,; proportional ist : 


Spt = fixrs Uk Nrs. 


Cc 


Setzt man hier den Operator des Eigendrehimpulses des Diracschen Teilchens 


A 
Ne en (yr MBAs Ys) 
At 


ein, so erhalt man 
S, = fi err (f= 3 hq/2). 


Das kann man in (4) einsetzen und die Geschwindigkeit durch die entsprechenden 


Diracschen Matrizen ersetzen : 


ergibt sich (3). Es sei noch erwahnt, dass die zwi- 


Nach Multiplikation mit 1/4 
Relation 


schen Geschwindigkeits- und Impulsoperator bestehende 


= py oon Ba 
mg = 74(p—ioxP+ ~ 4B 
c 


x 
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in diesem Falle ein klassisches Analogen hat; die Geschwindigkeit und der Impuls 
sind auch den klassischen Bewegungsgleichungen gemass zueinander nicht} 
proportional. 

Nach diesem Exkurs bilden wir aus dem diesbeziiglichen Hamilton-} 


Operator den Gl. (2) entsprechenden Ausdruck im PS—PV-Felde : 


dpi 
Det 3) 
dt 


In diesem Falle ergibt sich eine der klassischen Bewegungsgleichung ent- 
sprechende Relation ohne irgendein Korrektionsglied. Es ist jedoch merkwirdig, 
dass (2’) und (5) im nichtrelativistischen (N. R.) Grenzfall tbereinstimmen. 
Diese Tatsache entspricht dem allgemeinen Satz von Dyson [6] : PS— PS-und| 
PS—PV-Feldtheorien sind im N. R. Grenzfall gleichwertig. / 

Ich bin Dr. G. Marx und Dr. G. Szamosi fiir einige Diskussionen und| 


Anregungen sehr verbunden. 
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ILOSUNG DER MIT DER KORRELATION ERWEITERTEN 
GRUNDGLEICHUNG DES STATISTISCHEN ATOMS 
FUR VON NULL VERSCHIEDENE DRUCKE 


Von 
P. GOMBAS 
{ PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


| 


; (Eingegangen: 26. II. 1955) 


Es werden die Lésungen der mit der Korrelationskorrektion erweiterten statistischen 
Grundgleichung fiir die Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X, weiterhin fiir die positiven Alkali- 
fionen Na+, K+, Rb+ und Cs+, sowie fiir die negativen Halogenionen F’, Clas) Braud 
J~ fiir von Null verschiedene Drucke bestimmt. 

Wir befassen uns im folgenden mit dem vom Verfasser mit der Korrelation 
erweiterten statistischen Atommodell [1] und zwar in der Form, in der auch 
negative Ionen stabil sind. In dieser Form des Modells wird die Austausch- -+ 
Korrelationskorrektion des Atompotentials am Atomrand durch die Fermi- 
Amaldische Korrektion —V,e/N ersetzt,wo V, das Potential der Elektronen- 
wolke, e die positive Elementarladung und N die Zahl der Elektronen im Atom 
bezeichnet. Die Bestimmung der Elektronendichte in diesem Modell geschieht 
aus der Fermi-Amaldischen Grundgleichung, die formal mit der Thomas-Fer- 


mischen Gleichung 


°/2 
gp” Ae ve (1) 
x! 
identisch ist, wo jedoch 
rat Le mnN ae 
n-2(2+~—ve—¥,] (2) 
7%) al r N ; 
und 
7 
a 3 
mit 
1 On? 1s N 2/5 
eutcts 
AA 2 Zje NIN =) 


m Kern, Z die Ordnungszahl und a9 den ersten 


ist ; r bedeutet die Entfernung vo 
hnet die zweite Ableitung von 7 nach 


Bohrschen Wasserstoffradius ; y’’ bezeic 
x; fur die Konstante Vo gilt der Ausdruck 
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CaN) ee (51 
fe 5 12x, ¢ 


wo 7, den Grenzradius des Atoms und x, und x), die in I haufig gebrauchter 
Konstanten 
tie a (32) '° 6? Gy = 2,01 16" dy, %q = 0,8349e? (6) 
10 
bedeuten. C 
Im Gegensatz zum Thomas-Fermischen Atomproblem hat man fir frei 
Atome die Gieichung (1) mit den folgenden Grenzbedingungen zu lésen 


(0) = 1, (7)| 
(Xp) = Hy Xp (8 
Z—N+1 | 
XP" (Xp) — P(X) = — > (9) 
Z | 
wo Go die Konstante | 
ay) = o%a . Me — == 0,2993 oe (10) | 
6(4or)"'3 e® Z*/3 (N — 1)"/s Z?/3(N —1)*3 | 


bezeichnet, und x) mit dem Grenzradius durch die Beziehung 


_ to 
Xe = = (11) 
zusammenhangt. 
Fir Atome, die kugelsymmetrisch zusammengedrangt sind, fallt die 
Grenzbedingung (8) weg, es kann also dann (x) beliebige Werte annehmen. 
Die Lésung der Gleichung (1) kann fir freie Atome mit Hilfe des Ansatzes 


P =% + kno (11) 


durchgefihrt werden, wo gy die Lésung der Thomas-Fermischen Gleichung fiir 
das freie Atom und % die im Zusammenhang mit der Lésung fiir freie positive 
Tonen von Fermi tabellierte Funktion darstellt [2]. k ist eine Konstante, durch 
deren Bestimmung fiir einen vorgegebenen Wert von %) die Lisung festgelegt 
ist. Die zusammengehérenden Werte von k und Xx) hat man aus den Grenz- 
bedingungen (8) und (9) zu bestimmen. Auf diese Weise wurden die Lésungen 
fiir mehrere freieEdelgasatome, Alkali-, Erdalkali- und Halogenionen bestimmt [3]. 
Dass der Ansatz (11) auch in den dusseren Gebieten der Atome und Tonen, wo 
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}das Korrektionsglied ky) relativ gross ist, eine gute Naherung gibt, wurde durch 
}Kontrollrechnungen von Jensen festgestellt[4]. 

Unser Ziel ist hier die Lésungen auch fiir mehrere durch einen dusseren 
| Zwang (Druck) kugelsymmetrisch zusammengedrangte Atome und Ionen zu 
} bestimmen. In diesem Fall fallt die Grenzbedingung (8), die aus dem Wert der 
| Elektronendichte am Atomrand im freien Atom und Ion folgt, weg ;_ man hat 
| also jetzt die Lésungen der Gleichung (1) mit den Grenzbedingungen (7) und (9) 
} zu bestimmen. Dass der Ansatz (11) auch in diesem Fall — in dem das Korrek- 
| tionsglied ky, am Atomrand noch starker ins Gewicht fallt als beim freien Atom — 
eine gute Naherung darstellt, wurde von uns ebenfalls durch Kontrollrechnungen 
; festgestellt. Aus diesen Rechnungen ergibt sich, dass der Ansatz (11) fiir nicht 
extrem stark zusammengedringte Atome un Ionen und zwar genaver bis zu 
Grenzradien, die etwa die Halfte der Grenzradien freier Atome betragen, cca 
mit derselben Genauigkeit mit den exakten Lésungen iibereinstimmt wie im 
Falle freier Atome und Ionen. Der Ansatz (11) kann also auch fiir nicht extrem 
stark zusammengedrangte Atome und Ionen gebraucht werden. Die zusammen- 
gehérenden Werte von x) und k sind fiir eine Reihe von x)-Werten fiir die 
Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X, weiterhin fiir die positiven Alkaliionen Nat, 
Kt, Rb* und Cs* und schliesslich fiir die negativen Halogenionen Kea Cl, 
Br- und J~ in den Tabellen 1, 2, bzw. 3 dargestellt. 

Die Werte von x, und k in den ersten Reihen der Tabellen entsprechen den 
freien Atomen, bzw. freien Ionen. Diese wurden vom Verfasser auch schon friiher 
berechnet [5]. Dass die hier erhaltenen Werte mit den friiher berechneten nicht 
vollig iibereinstimmen und sich fiir Ne und Ar bei den k-Werten sogar grossere 
Abweichungen ergeben, hat seinen Grund darin, dass k auf eine unbedeutende 
Anderung von ¢, oder y, sehr stark, im Falle von Ne und Ar ganz ausserordent- 
lich stark, reagiert. So bewirkt z. B. im Falle des freien Ne-Atoms eine Anderung 
‘yon einer Einheit in der letzten Dezimale von % und Lo in der Tabelle 54 von 
I (d. h. eine Anderung von cca 0,3%) eine ganz betrachtliche (im ungiinstigsten 
Fall eine 30%-ige) Anderung von k. Die erwahnten Abweichungen der hier 
erhaltenen Werte von den friiheren sind darauf zuriickzufihren, dass wir hier 
die durch einen Ausgleich der Daten erhaltene Tabelle 54 von I zugrunde legten, 
deren Zahlenwerte etwas genauer sind als die, welche wir bei den friiheren 
Berechnungen benutzten. Die Auswirkung auf die Lésung der Abweichungen 
der hier erhaltenen k-Werte von den friiheren ist ganzlich unbedeutend, sie 
betrigt z. B. fiir (xo) im Falle des freien Ne-Atoms, wo die Abweichung am grossten 
ist, nur 0,8%. 

Die numerischen Rechnungen wurden von Fri. O. Kunvari, Fri. E. 
Méagori, Frau dr. J. Pozsonyt, Fri. J. Vaczé und von Herrn J. Lebeda durch- 


gefiihrt, wofiir ich ihnen auch hier meinen besten Dank ausspreche. 
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TABELLE 1 


Zusammengehérende Werte von x, und k und der Wert von (xp) fiir die Atome Ne, Ar, Kr und X | 


Ne Ar 
i. Xo k,10® | ¢(%o) Xo k.10° ¢(%o) 
8,00 — 3,91 0,0361 11,10 5,96 0,0217 
7,95 + 0,931 0,0370 11,05 7,02 0,0221 
7,90 + 6,33 0,0379 11,00 7,92 0,0225 
7,85 + 11,5 0,0388 10,95 9,03 0,0230 
7,80 + 17,7 0,0399 10,90 9,96 0,0234 
115 i 23,6 0,0408 10,85 10 0,0239 
7,70 + 30,7 0,0419 10,80 12,1 0,0243 
7,60 + 44,9 0,0440 10,75 13,1 0,0246 
7,50 + 60,4 0,0461 10,70 14,2 0,0250 
7,40 + 17,9 0,0483 10,60 16,7 0,0259 
7,30 -—= 97,9 0,0506 10,50 19,4 0,0268 
7,20 + 119 0,0529 10,40 22,2 0,0277 
7,10 + 144 0,0555 10,30 2051 0,0286 ) 
7,00 + 171 0,0580 10,20 28,3 0,0295 
6,50 4+ 359 0,0725 10,10 31,9 0,0306 
6,00 + 682 0,0905 10,00 35,6 0,0316 
5,00 +1240 0,113 9,50 59,0 0,0369 
5,00 +2200 0,142 9,00 92,2 0,0429 
4,50 +3910 0,178 8,50 142 0,0502 


Kr x | 

% k.108 gl) Xp | k.10? P(%o) 
15,50 2,00 0,0119 18,55 8,70 0,00821 

15,45 2,10 0,0120 18,50 9,12 0,00830 | 

15,40 2,27 0,0122 18,45 9,54 0,00839 
15,35 2,38 0,0123 18,40 10,0 0,00850 
15,30 Vaitl 0,0125 18,35 10,5 0,00859 
15,25 2,66 0,0126 18,30 11,0 0,00870 
15,20 2,79 0,0128 18,25 11,4 0,00879 

15,10 3,07 0,0131 18,20 11,9 0,00889 | 

15,00 3,34 0,0134 18,10 12,9 0,00909 . 

14,90 3,70 0,0138 18,00 14,0 0,00929 
14,80 4,01 0,0141— 17,90 15,1 0,00951 
14,70 4,31 0,0144 17,80 16,3 0,00972 
14,60 4,79 0,0148 17,70. 17,5 0,00994. 
14,50 5,07 0,0151 17,60 18,8 0,01016 
14,00 7,39 0,0170 17,50 20,1 0,01038 
13,50 LEG 0,0192 17,00 27,8 0,01154 
13,00 14,9 0,0217 16,00 49,8 0,01419 
12,50 20,9 0,0245 15,00 84,3 0,01726 
12,00 29,0 0,0276 14,00 139 0,02091 

| 
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TABELLE 2 
Zusammengehorende Werte eg Ea seis a ole von (P(x) fiir die Alkaliionen 
abs . und Us 
Na Kt 
*o k.10¢ ¢(%0) as “k.10° ee 
6,55 =)4.54 0,0251 9,15 Bz. 92 0,0166 
6,50 451 0,0265 9,10 27-87 0,0170 
6,45 — 4,46 0,0279 9,05 =e 7-80 0,0176 
6,40 = 441 0,0294 9,00 2 ee 0,0182 
6,35 ey 0,0310 8,95 = 9562 0,0189 
6,30 — 4,25 0,0325 8,90 TS? 0,0195 
6,25 — 4,19 0,0340 8,85 ee 31 0,0203 
6,20 4:10 0,0358 8,80 7,20 0,0210 
6,10 = ‘3,93 0,0388 8,70 — 6,93 0,0223 
6,00 yal 0,0422 8,60 — 6,56 0,0237 
5,90 73,38 | 0,0460 8,50 56,21 0,0251 
5,80 — 3,05 | 0,0496 8,40 = +5,69 0,0267 
5,70 — 2,66 0,0532 8,30 aa S 14 0,0283 
5,60 — 2,05 | 0,0581 8,20 — 4,50 0,0300 
5,50 =, 1,59 0,0621 8,00 3,03 0,0334 
5,25 4 0,366 0,074.2 7,50 Seana 8 0,0433 
5,00 S18 0,0878 7,00 "13.0 0,0552 
4,50 +13,0 | 0,1206 6,00 4+ 61,4 0,0874 
4,00 433,2 0,1635 5,00 4208 0,138 
Ener ee eS ee ee 
RbT Cst 
io k.108 @(%5) Xo k.108 (x0) 
13,15 — 9,89 0,0096 16,00 Eel 0,00689 
13,10 — 9,68 0,0099 15,95 2.73 0,00702 
13,05 =9.59 0,0101 15,90 — 2,69 0,00714 
13,00 249,50 | 0,0103 15,85 ao 58 0,00734 
12,95 39 27 0,0105 15,80 = 2,56 0,00745 
12,90 09 18 0,0107 15,75 — 2,50 0,00760 
12,85 — 8,85 0,0111 15,70 — 2,45 0,00774 
12,80 3845 0,0113 15,65 =o 41 0,00787 
12,70 258.26 0,0118 15,60 2,20 0,00805 
12,60 Ha 78 0,0124 15,50 = 219 0,00832 
12,50 795 0,0129 15,40 —2,09 0,00858 
12,40 Pabst) 0,0134 15,30 —1,90 0,00892 
12,30 56,03 0,0141 15,20 —1,79 0,00919 
12,20 45,42 0,0145 15,10 1,59 0,00952 
12,10 — 4,53 0,0152 15,00 ==1,38 0,0099 
12,00 53,59 0,0159 14,50 — 0,280 0,0115 
11,50 + 2,09 0,0194 14,00 +1,31 0,0134 
11,00 +10,5 0,0232 13,50 +3,65 0,0155 
10,50 ee 0,0275 13,00 46,92 0,0179 
10,00 +39,2 0,0323 12,50 5 By 0,0207 
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TABELLE 3 


‘. 2 ries SE pas 
Zusammengehérende Werte von x) und k und der Wert von 9(x,) fiir die Halogenionen 


in CCl dee buaye lA 


| 
10,45 | 134: 4 0,0534 13,85 2,87 0,0295 
10,40 1Stur-l 0,0539 13,80 2,93 0,0297 
10,35 | 1,41 0,0544 13,75 2,99 0,0299 
10.30 1,45 0,054.9 13,70 3,05 0,0302 
10,25 1,48 0,0554 13,65 3.11 0.0304 
10,20 1,52 0,0559 13,60 518 a) 0,0306 
10,10 1,60 0,0571 13,50 P210)) 0,031] 
10,00 1,68 0,0582 13,40 3.44 0,0316 
9,90 1,77 0.0594. 13,30 3,59 0,0321 
9,80 1,85 0,0603 13,20 3,74 0,0326 
9,70 1,96 0,0618 13,10 3.91 0,0332 
9,60 | 2,06 0,0630 13,00 4,07 0,0337 
9,50 DAT eas 0,0640 12,90 424 | 0,0342 
9,00 2,82 0,0705 12,80 4,45 0.0349 
8,50 3,71 0,0783 12,50 — | 5,06 0,0367 
8,00 4,98 0,0878 12,00 | 6,35 0,0400 
7,50 6,80 0,0989 11,50 8,03 0,0438 
7,00 yy 0,112 11,00 10.2 0,0481 
6,50 13,5 0,129 10,50 13 0.0529 
6,00 19,7 0,150 10,00 16st 0,0582 
5,50 29.4 0,175 9,50 21,7 0,0640 
5,00 45,1 0,208 9,00 | 28.2 0,0706 


Br_ J 
Xp k.108 (x0) Xp k.10° (0) 

18,80 5,06 0,0150 22,30 1,81 0,0102 
18.75 5.15 0,0151 2295 1/83 0,0102 
18.70 5-23 0.0152 22/20 1.86 0.0103 
18.65 5.32 0.0153 22°15 1.88 0.0103 
18.60 5.40 0.0154 22°10 1.91 0,0104 
18.55 5.49 0.0155 22°05 1.93 0,0104 
18.50 5.59 0,0156 2200 1.96 0.0105 
18.40 5.78 0,0158 21.90 2.01 0.0106 
18.30 5.98 0.0161 21/80 2.07 0.0107 
18.20 6.17 0.0163 21.70 2.12 0.0108 
18.10 6.38 0,0165 21.60 2.18 0,0109 
18.00 6.59 0,0167 21.50 2.24 0.0110 
17.90 6,82 | 0,0169 21.00 2.56 0.0116 
17.80 7.05 0.0171 20.50 2°95 0,0122 
17.50 781 | 0.0178 20.00 3.40 0.0129 
17.00 9.22 0,0190 19.50 4.01 0,0137 
16.50 10.9 0,0203 19.00 4.73 0,0146 
16.00 13.0 0,0218 18.50 5.58 0,0156 
15.50 Ce 0,0233 18.00 6.59 0,0167 
15.00 18.6 0.0250 17,50 7.81 0.0178 
14.50 22'4 0,0268 17,00 9.22 0,0190 
14.00 27.1 0,0288 16,00 13.0 0,0217 
13.50 23.1 0,0311 15,00 18.6 0,0249 
18,00 40.7 0.0337 14.00 27,1 0.0288 

"50 50.6 0.0367 13.00 40.7 0,0337 
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OB3SOP KHHIT — REVIEWS OF BOOKS — 
BUCHBESPRECHUNGEN 


‘Hans Falkenghagen: Elektrolyte, 2. Aufl. (S. Hirzel Verlag, Leipzig, 1953), XI + 263 Stn, mit 
94 Abbdgn. 


Seit dem ersten Erscheinen der wohlbekannten und geschatzten Monographie von Prof, 
Falkenhagen sind mehr als 20 Jahre verstrichen. Der Verfasser war unter den ersten, die an der 
Ausarbeitung der Debye-Hiickelschen Theorie der interionischen Wechselwirkungen mitgewirkt 
shatten, und schon die erste Auflage konnte iiber weitgehende Erfolge dieser Theorie berichten. 
Seither hat die Theorie eine weitere Vertiefung in Einzelfragen sowohl als auch wesentliche 
_Erweiterungen erfahren, an denen der Verfasser ebenfalls dauernd aktiven Anteil hatte. Auch 
das experimentelle Kontrollmaterial weist weitgehende Verfeinerung und Erweiterungen auf. 
Somit ist eine Neudarstellung des ganzen Fragenkomplexes von autoritativer Seite sehr zu begriis- 
sen. Prof. Falkenhagen hat sich dieser Aufgabe auf griindliche und elegante Weise entledigt, 
was in Anbetracht der verhiltnissmassig geringen zur Verfiigung stehenden Seitenzahl schon 
‘an und fiir sich als bedeutende Leistung zu schitzen ist, andererseits aber die Beschrankung 
‘auf die von der Theorie erfassten Erscheinungen verstandlich macht. Eine Darstellung der 

Fragen der ersten Hydratationsenergien und der partiellen Molvolumina z. B., die im Hinblick 
‘auf die Struktur der Solvathiillen der Ionen von Wichtigkeit sind, hatte wohl den vorgegebenen 
-Rahmen gesprengt. 

In den ersten Kapiteln werden nach einleitenden Bemerkungen tiber Elektrolyte die 
allgemeinen thermodynamischen Grundlagen, die Theorie der idealverdiinnten Lésungen von 
-M. Planck, und die wichtigsten Ergebnisse der klassischen Theorie elekrolytischer Lésungen 
und ihre Giiltigkeit fiir schwache Elektrelyte auf insgesamt 33 Seiten in meisterhafter Knapp- 
‘heit und Klarheit, im wesentlichen jedoch auf die folgenden Erérterungen zugespitzt, dargestellt. 
In den Kapiteln V und VI folgt eine Besprechung der sogenannten Anomalien starker Elektre- 
lyte, zunichst in thermodynamischer Hinsicht. Die empirische Aktivititstheorie von G. N. 
Lewis, die Thermodynamik der Aktivitaten und Aktivitatskoeffizienten, sowie eine Zusammen- 
fassung der experimentell gefundenen Gesetzmissigkeiten fiir die Aktivitatskoeffizienten in 
verdiinnten wisserigen Lésungen werden gegeben, sodann die Leitfahigkeitsanomalien bespro- 
chen, Feldstarkeeffekt und Dispersionseffekt mitinbegriffen. Hier ist die ausfiihrlichere Erérte- 
rung der Leitfahigkeit nichtwassriger Lésungen, die auch in den spateren theoretischen Kapi- 
teln mehr als sonst tiblich beriicksichtigt werden, sehr zu begriissen. 

Kapitel VII ist der Darstellung der Grundlagen der Debye-Milnerschen Theorie starker 
Elektrolyte gewidmet. Begriff und Eigenschaften wie Dicke und Relaxationszeit der Ionen- 
wolke werden hier hesonders klar abgeleitet. Es folgt ein Kapitel tiber die Thermodynamik der 
starken Elektrolyte nach der Debye-Hiickel-Theorie und die experimentelle Priifung ihrer, auf 
den osmotischen Koeffizienten, Aktivititskoeffizienten, die Léslichkeitsbeeinflussung und die 
Verdiinnungswarme beziiglichen Grenzgesetze. An experimentellem Material wird natiirlich 
nur eine verhiltnissmissig kleine Auswahl gebracht, das aber durchaus nach dem gegenwirtigen 
Stand erganzt erscheint und die Grenzen der Leistungsfahigkeit der urspriinglichen Theorie 
klar hervortreten lasst. ; Eke oe 

Weitaus am umfangreichsten ist Kapitel IX, der Theorie der Leitfahigkeit von Debye- 
Hiickel-Onsager-Falkenhagen gewidmet. Interessant ist der Aufbau dieses | Kapitels, indem 
zuniichst die allgemeine Frequenzabhangigkeit der Leitfahigkeit und der Dielektrizitatskon- 
stante ausfiihrlich und griindlich abgeleitet werden, und die Leiftahigkeit in stationdren Feldern 
nach der Theorie von Onsager als Spezialfall behandelt wird. Hier wird das umfangreiche, zum 
Teil ganz neue experimentelle Material zur Uberpriifung reichlich herangezogen und einheitlich 
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auch tabellarisch dargestellt. Auf diesem, des Verfassers eigeristem Arbeitsgebiet, fihlt mati) 
vielleicht am meisten die personliche Note, bzw. den sicheren Uberblick, was diesen Beitrag auc 
gegeniiber anderen monographischen Bearbeitungen besonders wertvoll erscheinen lasst. Ei 
wird hier ferner der Wiensche Feldstarkeeffekt behandelt und die quantitative Theorie vorj 
Wilson ausfiihrlich dargestellt. Das Kapitel schliesst mit einer kurzen Besprechung des Wien} 
schen Dissoziationsspannungseffektes. Leser, die mehr auf physikalische Chemie eingestellt sind} 
wiirden wohl bei diesem letzten Punkt eine etwas weiter ausholende Behandlung begriisst haben} 

Das kurze Kapitel X erértert das von dem Verfasser und seinen Mitarbeitern auf Grune) 
der allgemeinen Theorie abgeleitete Grenzgesetz der Viskositat starker Elektrolyte, sowie dig 
Theorie der Diffusionskoeffizienten nach Onsager und Fuoss und die Beriicksichtigung der inter‘ 
ionischen Wechselwirkung in dem Ausdruck des Diffusionspotentials nach Hermans. Besonders} 
wertvoll erscheint Kapite! XI, das die Méglichkeiten der Ausdehnung der Theorie auf konzen- 
triertere Lésungen behandelt. Nach einer kurzen Besprechung alterer Versuche wird der neueste) 
Stand dieser Frage in Form der Theorie von Eigen und Wicke ausfiihrlicher dargestellt. Di 
Leistungsfahigkeit der von diesen Autoren eingefiihrten neuen Verteiltingsfunktion, die das) 
Eigenvolumen der hydratisierten Ionen nicht nur durch ihre Radien, sondern auch durch maxi-) 
male rdiumliche Besetzungszahlen beriicksichtigt, wird eindrucksvoll gezeigt. Es ist wiede 
interessant, dass die friihere Weiterentwicklung der Debye-Hiickel-Theorie, die nur die endli-, 
chen Ionenradien zu beriicksichtigen versucht hat, als Spezialfall der neueren Theorie abgeleitet: 
wird. Behandlung der Fragen der Leitfahigkeit und der Dielektrizitatskonstante auf Grund 
der neuen Verteilungsfunktion kniipfen sich wieder an den Namen des Verfassers. 

Schliesslich wird in Kapitel XII die Theorie der Mischungen sehr verdiinnter starker} 
Elektrolyte nach Onsager und Fuoss, beruhend auf der Anwendung der Matrizentheorie, darge- 
stellt. 

Die Kunst des Verfassers zeigt sich nicht nur in der iiberall klaren Darstellung des um- 
fangreichen und trotz der sich auferlegten Beschrankungen weitverzweigten Materials, son- 
dern auch in dem Umstand, dass die in der urspriinglichen Literatur oft recht verschiedenen 
Ableitungen hier auf einheitlicher Basis gegeben werden, wodurch der mathematische Aufbau} 
des ganzen Werkes verhiltnismissig leicht zu verfolgen ist. Die wohlerwogene Okonomie von | 
kurzen Wiederholungen, wodurch lastige Riickberufungen zum gréssten Teil vermieden werden, 
tragen auch dazu bei, das Buch zu einer genussreichen Lektiire zu gestalten. 
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DECADE LIGHT ATTENUATOR 


By 
L. JANOSSY and ZS. NARAY 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS, BUDAPEST 


(Received 8. XI. 1954) 


A light attenuator is described which consists of a number of magnifying stages placed 
succession. Details of the construction and the results of calibration are given. The attenuator 
suitable for the reduction of the incoming intensity by factors of 10,so that output intensi- 
+5 10 ” times input intensity with n= 1, 2,...,9 can be obtained. The various attenuation 
ctors can be obtained by placing lenses and diaphragms into fixed positions without changing 
.e positions of either the input or output diaphragm. 


: 


Methods for producing small light intensities can be divided into two: 
a) Construction of light sources themselves emitting small intensities 
1], [2]; ; 
b) Reduction of the light intensity of a usual source to the required small 
itensity by means of an attenuator [3], [4], [5]. a ae 

It is often convenient to have an arrangement with help of which it is 
ossible to vary the intensity of the output by many orders of magnitudes 


Light attenuator 


ee ie ‘Fig: I 
vithout having to change the position of the output or input diaphragm of the 
itenuator.. 2. es fetes : 

We have built such an arrangement in which the light intensity can be 
of 10 in the range from full intensity down to its 


asily varied by factors 
g the in- or output . 


0-°-th part through simple manipulations without alterin 
f the arran gement. — . eee ie 

 §1. In the following we describe the apparatus developed by us for pro- 
) es. Considering the character of our apparatus, 1t may 
: ht intesity ®) emitted from source F' is 


lucing low light intensiti 2 
ye ranged in group b) as the light - 
es in it to the desired value ® (Fig. 1). ere : 
~The picture of the diaphragm B’ (see Fig. 2) is focused by poral of a lens 
‘ith N-fold linear magnification on the plane of the diaphragm B’, so that | 

e total light energy falling on . the diaphragm B’ passes through the lens. 


mae is 


\cta Physica V/2. 
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L. The light energy per unit area in the image will naturally be lower than thd 
light energy per unit area in the diaphragm which serves as object; the atte} 
nuation of the intensity in an ideal case being namely exclusively determined 
by the ratio of the surface of the object to the surface of the image. If e denote 
by F’ the surface of the first diaphragm, the image surface will be NF" ana 


the ratio of the light energy per unit area of object and image is given by ch 


Accordingly, the quotient of the light energy @” passing through the exit 


Fig. 2 


diaphragm B” of surface F’’, ea of the energy ®’ flowing in through the entrance: 
diaphragm B’ can be written 7 
: | 


Be a 
gees eee (a) 
ed Ne os | 


Thus we see that for N > 1 the magnifying stage shown in Fig. 2 may 
be regarded as a light attenuator suitable for our purposes. Correspondingly, 
we denote ~ the attenuation factor of the stage shown in Fig. 2. - - 

The above considerations, however, have to be supplemented to a certain 
degree. In our treatment, namely, we assumed ideal conditions, disregarding 
both the imaging faults and absorption and reflection losses of the lens L. In 
the following deviations arising under actual conditions will be referred to only 
shortly ; we return, however, to the role of the Lygoee and reflection 
losses of the lens in § 2. . j 


A ssasicactni 


In determining the attenuation factor we assumed that, if the intensity 
~ distribution is homogeneous in diaphragm B’, the intensity of the image produced 
_ in the plane of diaphragm B” will be also constant. In practice, however, t 
condition is not satisfied and thus the Hight attenuation factor can SE oP 
Toximarely be calrilared from ae (1). ee - 
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_ Defining the losses w due to the lens L as the ratio of the light energy 
merging from the lens to the light energy incident on it we get from equ. (1), 
msidering also the absorption and the reflection losses of the lens, 


j 


; (2) 


| 
| 
there 6’ and 6” are the diameters of the diaphragms B’ and B” resp., the 
iaphragms being for practical reasons circular. 

: As already mentioned, it is desirable to construct the light attenuator 
such a way that the attenuation factor should be variable by decades. For 
his purpose the stage shown in Fig. 2 is followed by a similar one ; the entrance 
iaphragm of the second stage is identical with the exit diaphragm of the preced- 
ig stage. Placing n stages in succession, the ratio of the energy passing through 
ae exit diaphragm of the last stage to the energy passing through the. entrance 
iaphragm of the first stage, i. e. the resulting attenuation factor can be written, 


iaking use of equ. (2), 


Ww w Wn On+1\? 
Fs eee ee oe }> - (3) 
Nj N35 INGO, 
vhere the indices 1, 2, ..., n denote the quantities relating to the corresponding 


tages. Thus, by varying the number of stages, the resulting attenuation factor 
an be varied in steps corresponding to the attenuation factor of one stage. 
\s can be seen from relation (3), the light attenuator of n stages may be regarded 


is one single stage with a resulting magnification N, = N,+ No-- -»-Np, the 
liameter of its entrance diaphragm being 6,, that of its exit diaphragm Onwes 
vith an absorption and reflection loss of w, = w,+ Wg +++ Wn: 


In case of stages connected in series the diameters of the interme- 
liate diaphragms have no effect on the attenuation of the light. These — 
liaphragms, however, play an important role; by choosing namely their dia- 
meters suitably small, the cone of rays leaving the output of one stage can be 
nade not to exceed the diameter of the lens in the next stage, Thus. the value 
f the attenuation factor is not influenced by losses due to the geometry. At 
the’ same time the diaphragms separate the individual stages and decrease 
he effect of the scattered light which, at very small values of the attenuation 
factor, would considerably exceed the intensity to be produced. Since the stages 
we to be used as well in series, so as to enable us to vary the -attenuation | 
actor, the exit diaphragm of one stage has to be made identical with the 
sntrance diaphragm of ‘the next one; the entrance and exit diaphragms of 
~ach stage should be equal in diameter. Consequently, the ettennatir obtai- 
ned through one stage is - solely determined by the magnification ati . The | 
maximum value of magnification to be attained practically is determined by 
the lower limit of the focal length of the lens forming the image and by the maxi- 
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mum length of one stage, respectively. From a practical point of view sntalley 
attenuation factors can be obtained only through the resulting attemuaay 
of several stages put in series. In this way we succeed at the same _ time iii 
adjusting the attenuation factor to the desired value. oa 
The light attenuator is operated according to the diagram in Fig. 1. Tha 
light source is focused by means of lens [, on the entrance diaphragm of the 
system. So as to fulfill here as well the conditions mentioned in connectior) 
with the intermediate stages, we have to ensure that the intensity distribution 
of the image formed by means of the lens Ly on the entrance diaphragm of the 
system should be homogeneous. We note that, in case of a given light source 
_F, the lens Ly (see Fig. 1) has of course a very strong effect on the light energy, 
@, flowing through the first diaphragm, and therefore special care has to be 
taken in the course of the measurement to keep the value of ®,) constant by 
maintaining the relative positions of light source, lens Ly and light attenuator} 
In connection with the generalization of equ. (2) to n stages the questio 
may arise, to what extent the value of the resulting attenuation factor ~, ca 
be reduced by increasing the number of stages. It has been stated above tha 
the light attenuator consists of several stages arranged in series and thus cam 
be regarded as a system with the resulting magnification N,. Increasing the; 
number of stages, that is, for increasing values of N,, diffraction effects becom 
greater increasing the inhomogeneity of the intensity distribution of the imagess 
on each diaphragm. In other words, if the resulting magnification exceeds: 
a certain limit, the variation of the resulting attenuation factor will be comparati-} 
vely small. Apart from this, however, the resulting attenuation factor can in| 
principle be made arbitrarily small. =| 
Concerning the absorption and reflection loss of. the lens, the imaging 
faults and the resulting magnification mentioned above, we note that — though 
theoretical considerations have also been taken into account in devising the 
light attenuator — calibration measurements were made to determine the 
resulting attenuation factor x, of our arrangement. ee ee “a 
§ 2. The design of an apparatus with a variable attenuation factor can 
be generally based on either of two principles : . 4 
1. To attain a given attenuation factor with a minimum length of 
apparatus, ; Bes ore 
2. To develop an apparatus of a length independent of the value of the 
attenuation factor. Rte ie, eae ool ER SE Ces (es hat eam 
: To enable us to vary the attenuation factor in case (1) as well by stages 
the apparatus has to be built up of n uniform stages, each of a length I, of magni- 
fication N, and with an absorption and reflection loss w of the lens. Th 


NS 


: total length of the apparatus will thus be 
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w" 


= N2n 


As the resulting attenuation factor 
= 
: 


s given, the length of the apparatus can be expressed, by making use of the 
‘elation between magnification by stages, stage-length and focal length f of 


the lens 
(NE 1)° 
plage Pee her 
j N 
by 
Soap ee (4) 


= N [log w — 2 log N] : 


provided that the entrance and exit diaphragms of the individual stages, and 
thus of the whole attenuator are equal in diameter. The minimum length of 
Aes for given attenuation factor and focal length is obtained by 
uinimizing equ. (4). From this follows that _ : 


| . ee 2(No 54+) 
w= N2 ve Nopt—1! (5) 


ia . | 
must hold between the optimum magnification N, 5; employed and the absorp- 
tion and reflection losses of the lens. At the same time the. minimum value 


of the total length of the attenuator is given by 


F 


Pe S,>¢. = ; 6 
; ‘ Pe ; se 2 Nopt ; * ! 


It should be noted that, for given w, the attenuation factor of one stage, and 


thus the steps in the variation of the resulting attenuation factor are determined 


by the value of N,»;. Thus for the value of ~, only an integer power of nN? can be 
2 : , opt 


hosen. E. g., using lenses of focal length f=5 mm and of absorption and 
reflection loss w = 0,88, the total length of an attenuator with a resulting 
e Sop: = 220 mm. 3 - 
ed according to the above considerations _ 
as the advantage that it does not require much room, on the other hand, however, . 
is highly disadvantageous that, by varying the attenuation factor, the total 
ength of the apparatus, that is, the position of entrance diaphragm and exit 
| jiaphragm respectively has to be altered. Moving namely the entrance diaphragm, 


attenuation factor #; = 10-9 will b 
A light attenuator construct 
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the light source F' and the optical system L, focusing the light source mus) 
necessarily be re-adjusted, resulting in loss of time, and endangering the repro 
ducibility of the measurements. A similar disadvantage arises if the positio) 
of the exit diaphragm of the light attenuator is changed. The use of an apparatui 
of such construction is therefore indicated mainly in a case where the require 
ment of minimum space is decisive, and where the attenuation factor is no} 
often adjusted. The above calculations, however, may serve as informatio; 
also when considering an attenuator with an attenuation factor independen| 
of the length of the. apparatus. 

Considering the purpose of our measurements, an arrangement accordin{ 
to 2. seems to be more suitable. In this case the total length of the light atte} 
nuator is given by the sum of the lengths of stages required for producing thi 
minimum. attenuation factor. | 

Our intention was to vary the resulting attenuation factor of the apparatu! 
by orders of magnitude inthe region 10~1 to 10°. Accordingly, the apparatus 
had-to be built up from stages with attenuation factors of 1071 and 10~?. Tha 
latter requirement means that the optimum magnification cannot be employe 
in the stages, and thus the total length of the arrangement exceeds the valu¢ 
calculated from(6).The stages of attenuation 10~1 and 10 ~* were made in differen; 
lengths so as to attain that the total length of the apparatus should be inde} 
pendent of the resulting attenuation factor. Especially for higher values of the 
attenuation factor it was desirable from a technical point of view to apply alsd 
stages with an attenuation of unity, and to supplement by these the. shortex 
_ stages bringing about the actual attenuation, thus obtaining a suitable length 
of attenuator required in case of minimum attenuation factors. | 

The scheme of the light attenuator can be seen_in Fig. 3 adjusted for 
attenuation factors belonging to the above region. In the figure all essential data 
of the arrangement are given. For the individual stages of attenuation (107! 
and 10~? resp.) the value of the nominal magnification (3,16 and 10-fold resp.) 
is given. By a slight reduction of this value, the effect of ab: sorption and ref- 
lection losses of the lens can be compensated and thus the attenuation fac- 
tors of the stages can be adjusted to the round value required. We note that 
for the schematic representation of imaging in a vertical direction a scale 
considerably differing from that in the horizontal direction was used. As already 
mentioned, in some cases (x= 10-—10—}) twofold i imaging was carried out inside 
one stage. To avoid losses due to the geometry of the arrangement in the latte 
cases, the second lens was 40 mm in diameter, while the lenses or lens system: 
of the rest of the stages were 8 mm in diameter. In stages of twofold imagin, 
the position of the i image aEaInE as a peanls of. athe first imaging is. todicar 
“by a dashed line, . 

‘Comparing our apparatus - — in the case when a ete — ark the dat 
of the oe BEES to wher attenuation Py, varying the ae oe the app a 
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ratus was discussed, it can be seen that the length of our arrangement somewha 
exceeds the optimum length. This disadvantage, however, = compensaip | 
by the advantages that the resulting attenuation factor is variable stage 
by orders of magnitude, and that the positions of entrance and exit diaphragy 
of the apparatus do not change. 

§ 3. The apparatus described above was checked in two steps : On thi 
one hand, the attenuation factor of each stage was adjusted to the require: 
' value, on the other, by arranging the individual stages in series according t 
Fig. 3 the resulting. attenuation factor was determined. 

Both series of measurements were carried out by means of a photomultij 
plier type RCA93 1-A, making use of that property of the multiplier — checkee 
by several authors ( [4], [6 ]) — that inside an error limit of 3 per cent its anod 
current is proportional to the intensity of the light incident on the photocathode; 
In the course of the measurements special care was being taken that the light 
to be measured always fell on the same point of the photocathode of the mul 
tiplier, thus eliminating the dependence on position of the sensitivity of the 
photocathode [7]. 

The attenuation of the stages was adjusted in such a way that by puttin 
the multiplier directly behind the entrance diaphragm and exit diaphragm 
respectively of the stage, we measured the corresponding values of the anod 
current of the multiplier. Slightly changing the positions of the focusing lenses 
from their calculated positions, the ratio of the anode currents measured behind 
the exit diaphragm and entrance diaphragm can be made te correspond to th 
desired attenuation factor of the stage. Taking into account the value of 3% 
given for the inaccuracy of the linearity of the multiplier, the inaccuracy o 
the adjusting measurement was 4 per cent. 4 

In measuring the resulting attenuation factor we investigated, after having 
determined the input intensity ®, the output intensity ®(x,) as a function 
of the resulting attenuation factor. In the choice of the intensity ®, there are 
two circumstances to be considered. Firstly, the intensity ®) must be chosen 
sufficiently high, so that even in ‘case of the minimum resulting attenuation 
factor the signal on the anode of the multiplier brought about by the 
output intensity (10 ~*) should exceed considerably the dark- and noise current ; 
secondly, the input intensity must not be so high that, while measuring it, the 
‘uniformity of the stage voltage is disturbed by currents which, as a result of the 
signal, are flowing through the last stages of the multiplier or so that various 
fatigue effects arise. To reduce the dark current of the multiplier we used 
defocusing and a shield on the outer surface of the glass bulb connectec 


to a suitable voltage [8] in the course of these measurements. : 
In order to reduce the values of the noise voltage a selective camplifi ; 

sytem was used in the course of the measurement according to the dieu 

diagram shown in Fig. 4. — coat Sigil saan pees este a 
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For the purpose of checking the light attenuator a Hg - Cd spectral 
lamp was used as light source fed by an alternating current of 519 c. p.s. from 
a power amplifier which was controlled by an oscillator. As a result of illumi- 
mation we got a sine-shaped signal of 1038 c. p. s. of comparatively small dis- 
tortion on the anode of the multiplier. Amplifying this signal in a selective 
amplifier tuned to 1038 c. p. s.it is transmitted to a wide-band amplifier. The 
gain of the wide-band amplifier is variable in 5 stages from 1 to 3. 10°. The 
signal appearing on the wide-band amplifier output — being proportional to 
the light energy falling on the multiplier — is measured by means of a valve 
voltmeter. 


OSRAM — 931-A E : 
Power Hg-Cd Light type Tuned Wide-band_ .Valve 
Oscillator amplifier spectral lamp attenuator multiplier amplifier amplifier voltmeter 
F 


1038 Hz Gain: 
4 Gain: % 43000 timest—+ 
100 times| i inSstages : 


The wide range of measurements covering nine orders of magnitude wa.. 
at least in part made possible by regulating the gain of the wide-band amplifier 

Since, however, in this way only the first 5 orders of magnitude (x= 10— seat Oge) 

could be controlled, during these measurements the multiplier was operated 
. — 450 Volt, and the further measurements were then 
sure an increased amplification of the multiplier — 

at an anode potential of E = 1100 volt. The increase in the current amplifi- 
cation of the multiplier was determined in such a way that we measured the 
“intensity — in our case @(10~°) — ‘corresponding to one attenuation factor 
“both at the low and at the increased anode potential. From the ratio of the 
“reac btained the increase in the current amplification of the multiplier 
: care was being taken 
lifier. Accordingly, the 


at an anode potential of E 
_ éarried out — in order to en 


readings thus 0 
could be determined. In the course of the measurement 
to prevent over-drive in the first stage of the tuned amp! yerhe:: 
inode resistance of the multiplier was divided up between Ry, and Ry» in the 
“proportion 1 : 75. ee Pee ee | 

* -'The results of our measurements are shown in Fig. 5. The measurements — 
were carried out in the region from «= .10~ 3 to.10~? with an inaccuracy of about — 
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6%. For resulting attenuation factors of 10~-Sand10~® resp. the above rat 
error increased by a factor 1,9. Sues Nao! 
Thanks are due to J. Kmetyé for his valuable help in the designing of 


mechanical parts of the apparatus ; to J. Bakos for conscientio 


Prop. 
-logf} ; 5 
9 4: sd ad 
: Calibration of light attenuator 
- with help of tuned-amplifier. 
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ERHALTUNGSGESETZE UND QUANTENMECHANISCHE 
OPERATOREN 
Von 
P. ROMAN 


INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND-EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


8 aa 


(Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen: 9.° XII. 1954) 


Es wird gezeigt, dass man im Rahmen des Noetherschen Variationsverfahrens zur Her- 
leitung von Erhaltungsgesetzen die Operatoren der Punktquantenmechanik und dér Quanten- 
theorie der Wellenfelder einheitlich definieren kann. Die dynamischen Operatoren kann man 
auch im Falle einer Lagrange-Funktion héheren Grades eindeutig konstruieren. 


§ 1. Einleitung 


Das dynamische Verhalten ‘eines Systems wird in. der Quantentheorice 
durch geeignete Operatoren eindeutig charakterisiert. Dies trifft sowohl in der 
gewohnlichen Punktquantenmechanik als-auch in der Quantentheorie der 
Wellenfelder zu. Es besteht jedoch ein grosser Unterschied nicht nur in der 
Form, sondern auch in der Definition dieser Gréssen, einerseits in der Punkt- 
quantenmechanik, anderseits in der Quantentheorie der Wellenfelder. . 

In der Punktquantenmechanik definieren wir den Impuls (der dort als 
kanonische Variable auftritt) meist- durch den ‘Differentialoperator* 


eee ee eEEEEEEEeEeEeEeEeEeEEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEOEOeeeeS eee eee ee essa 


L. Ox 


Den Hamiltonschen Operator (Operator der Energie) lesen wir gewohnlich 
"aus der reduzierten dynamischen Gleichung o ee 


toren des 


Eb; Den ‘Bahndrehimpulsoperator konstruieren wir aus den Opera 
: arg B. 


Impulses und den Koordinaten in Analogie zum klassischen Muster, 2. 
Ly = = (%293. — %3 99) 
eat 
B <*Die dev! Klasdichen Grosse ‘entsprechenden Operatoren ‘bezeichnen wir mit einem 
_ tibergesetzten ‘Hacken. — page aii | 


Se 


a ae 
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Der Spinoperator wird am besten nach H. Weyl [1] konstruiert, indem may 
feststellt, wie sich die Zustandsfunktion bei: einer infinitesimalen Drehung de# 
Koordinatensystems um eine Achse transformiert. Es andere sich z. B. bei eines 
Drehung um die Z-Achse um einen Winkel dy die Zustandsfunktion um 


oy Sa poe, 


wo I}? die Matrix der entsprechenden Drehung bedeutet. Dann wird der Spin+ 


operator als 


definiert. Endlich erhalten wir den Viererstrom, indem wir aus der Welle nh 
gleichung und ihrer adjungierten eine Kontinuitatsgleichung bilden von der Form} 
OuJn = 9. 2 | 

In j,, sind bilineare Kombinationen von yp und penthalten.j,, bedeutet eigentlich 
die Dichte des Erwartungswertes fiir Strom und Ladung, und gewoéhnlich begnigt 
man sich auch damit, ohne daraus den Operator des Viererstromes explizit| 
anzugeben. Ree 4| 
Ganzlich anders liegen die Verhaltnisse in der Quantentheorie der Wellen-| 
felder. Dort definiert man zweckmassig zuerst den klassischen «metrischen»| 
Energie-Impulstensor T,, (siehe z. B. D. Hilbert [2], L. Rosenfeld [3],, 
F. Belinfante [4], sowie fiir Verallgemeinerungen fiir den Fall-héherer Ableitun-| 
gen in der Lagrange-Funktion G. Marx [5 ]). Daraus erhalten wir die klassische | 
: 


- Feldenergie als 
| H=—{T,dV, (dV = dx, dx, dis), 
den klassischen Feldimpuls als 
1 
P= J Ts, dV 
ic 


und den klassischen Drehimpuls als 


Mt —| (tly eel) aVs u. 8. Ww. 


Aus letzterem lasst sich, wie zuerst L. Rosenfeld [3] gezeigt hat, der Baliideell 
impuls L eindeutig abspalten und der ubrigbleibende Teil S wird als Spin gedeutet_ 


(Das Verfahren wurde im Falle héherer Ableitungen von G. Marx [5] verallge- 
meinert.) — Endlich definiert man als Viererstrom die Grosse _ ae 
fete tee eee. olay, 9 


y a 
Wi) 00g yw? 2 Y 88, p 
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a man zeigen kann, dass im Falle von Eichinvarianz erster Art die Konti- 
ae teeleichung 


: 8,5, = 0 


vesteht. 
Nun fiihrt man die kanonisch konjugierten Feldfunktionen x” ein. Man 


mterwirft die x° und yw" den kanonischen Vertauschungsrelationen und macht 
lamit diese zu Operatoren. Wenn man diese in die oben erhaltenen Ausdricke 
tr Energie, Impuls, Drehimpuls und Strom einfiihrt, erhalt man die gesuchten 
yuantenmechanischen Operatoren des Feldes. 

Zweck der vorliegenden Arbeit ist es zu zeigen, dass es méglich ist, die 
enannten dynamischen Gréssen einheitlich zu definieren und dann durch 
Spezialisierung auf die Punktquantenmechanik bzw. auf die Quantentheorie 
jer Wellenfelder die oben aufgefiihrten konventionellen Operatorenformen 
mu erhalten. Dazu ist nur nétig, das Erhaltungsgesetz der betreffenden Grosse 
n allgemeiner Form aus einer Lagrange-Funktion herzuleiten. Dies hat, wie 


ir sehen werden, die Gestalt 


b 
j : Xy ; 
oder 
a1 _ ees 
Be le” : (1a) 
ic ee Be LP pi 
Ratesticren wir uber den paneer Raum, so erhalten wir mit Hilfe des Gaussschen 


Satzes* iets ae 
re 8 1 (pga =o. 58 (2) 
eee Ot ic 3) 
Damit wird aber eine Grosse 
1 7 | epee a 
Sel Fhe dv | (3) 


te) 

lefiniert, die im Falle von speziellen Erhaltungsgesetzen aus dimensionellen 

sriinden. als Impuls, Energie, Bahndrehimpuls, Spin bzw. Viererstrom ange- 
. : rt man nun die Lagrange-Funktion als die 


prochen werden kann.. Konkretisie “Fu 
ik, so bekommt man aus (3) die 


ler Feldtheorie bzw. der Punktquantenmechan 
Ber precheuden Operatoren. ses 
A _ * Das Oberflichenintegral verschwindet im der Feldtheorie 2ufolge der Randbedingungen ; 
d in der Punktquantenmechanik wegen der Normierbarkeit. sates: 
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In § 2 werden wir zeigen, wie man mit Hilfe der Noetherschen Tdese) : 
alle méglichen Erhaltungsgesetze in der Form (1) bekommen kann. In § 3} 
konkretisieren wir die gemass (3) erhaltenen allgemeinen Definitionen auf deni 
Fall der Quantentheorie der Wellenfelder bzw. der Punktquantenmechanik., 
In § 4 zeigen wir endlich, dass das genannte Verfahren zur Herleitung der 
Erhaltungsgesetze auch im Falle einer Lagrange-Funktion héheren Grades 
anwendbar ist. 


-§ 2. Herleitung der Erhaltungsgesetze und allgemeine Definition 
der dynamischen Gréssen 


_ Zunachst charakterisieren wir kurz das allgemeine Verfahren von E. Noether’ 
[6] zur Herleitung von Erhaltungsgesetzen. Eine modernere Fassung desselben | 
wird von E. L. Hill [7] gegeben. (Vergl. auch [8] und [9].) Zuerst beschranken | 
wir uns auf eine Lagrange-Funktion erster Ordnung. Diese das dynamische } 


Verhalten des Systems beschreibende Lagrange-Dichte sei | 


Re (Xs yp, yn) . . (4) | | 


Sie enthalt also ausser der expliziten Abhangigkeit von den Koardinaten ais 
variierenden Funktionen yp” sowie deren erste Ableitungen Ya = = 98. Ya. (Da wir | 
uns nicht auf die Feldtheorie beschranken, bedeuten die yw nicht unbedingt 
Feldfunktionen, s. spater.) Wir bedienen uns folgender Bezeichnungen : griechi- 
sche Indizes 1, v, ... laufen von 1 bis 4, lateinische k, Leas von 1 bis 3. Grie- 
chische obere Indizes a, 8, ... bezeichnen die Komponenten der zu variierenden 
Funktion und laufen von 7 bis N. Uber alle doppelt vorkommenden Indizes 
ist zu summieren. 


Die Bewegungsgleichungen des Systems erhalt man aus dem Variations- 
ae 


I= obec : 

mit reece i 
ocr FL (Kur Ps Yr) ax , 4 

‘de = dx, dx, dx, dx, ss ite 4 

ay 9 8g ae : 

bye oes sei ie Senos | 

OP. 7 Ox, Bye sie Nese (5) 
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/mterwerfen wir nun das System aller Variablen einer allgemeinen (infinitesi- 
aalen) Transformation 


ee ae Xu -- OX, p) (6a) 


yr = y* - Oy" y (6b) 


: 
: 
Yefinieren wir damn 9” als 
P(x’, w(x’), vi x’) dx = _P (x,y (x), Py (x)) dx. (6c) 
‘ordern wir nun, dass die Bewegungsgleichungen (5) gegeniiber der Transfor- 
aation (6) invariant seien. Dann muss, abgesehen von einer unwesentlichen 


aumzeitlichen Divergenz, die Funktionalform von #’ mit der von ¥ iber- 


instimmen,* und wir haben 


P (x,y! (x), ¥, (x) de’ = & (x, Y (%)s Pu (x) ax. (7) 


ntegrieren wir beide Seiten iiber das entsprechende Gebiet R bzw. R’, so erhalten 


vir bis auf Glieder erster Ordnung die (formale) Funktionalvariation 


1 = { P(x + dx, + dy, yy, + dy,) dx —) F(x yy) dx=0. (8) 


Setzt man (6) ein, driickt dx’ mit Hilfe der Jacobischen Determinante (berechnet 
benfalls bis zu Gliedern erster Ordnung) durch dx aus und entwickelt 
F(x + 6x,...,..-) in eine Taylorsche Reihe, so erhalten wir nach kurzer 


Rechnung : 


z : . : | 
F r= | : [Ez joo vi lon + oe ou" z 
jet : OX, ; y 1. 
ed ‘ z Re § A i 
+ [FZ] _(6y* — ve Oxo) ; dx = 0. Sas Oy 


(Es ‘sei bemerkt, dass hierin 0/dx, die «vollstandige» partielle Ableitung, — 
oft als D/Dx , bezeichnet, bedeutet, also mie 


8 ) ta.) oe Ose 
= ( | + Wu ae =F Dur ee 
: ‘ : Ox, OX, expl. cs oye / c) 
ist.) Da nun [P 1 infolge der Bewegungsgleichungen identisch verschwindet 
und das Integrationsgebiet willkirlich ist, bekommen wir aus (9) das «Erhal- 
tungsgesetz» = Date nent ; Sree ayes 

a [24 soa a ps lox, ie 
Fe BR y WN oe OV ore 


aS lat ct 
Oy i “f Se nate ness 


---—-* Genauer gesagt, beschrianken wir uns sofort auf die Forminvarianz von Ff. 
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oder mit der in der Einleitung eingefiihrten Bezeichnung 


Fl Fh s9 


Xu 


mit 
ee aicat 8 oe 
Fel ZI =| 2 oe — oom + wh ee Ove (i 
ee Own } Own ; 


Dies Beg wie gesagt, die Grisse_ 


OF? i) 
(2% ; oe ve ox == 


td 8 ee 
eee 


an zi 


F assen wir oie Transformationeri (6) 3 ins Auge, ‘diet tee 
4 Bewegungsgleichungen invariant lassen sollen, so bekommen wir aus” 
__-verschiedene Erhaltungsgesetze, und (12) definiert wesensverschiedene dy y . 
sche epee: Wir wollen dies nun im \ einzelnen ausfithren. OF ara es 


> 
_ 


ERHALTUNGSGESETZE UND QUANTENMECHANISCHE OPERATOREN 149 
jait 6t = const. Laut (12) wird die Grdésse 


keane 
H=||——#— 2 av (15) 
J \ dp 


lefiniert. Die Dimension von H ist erg, also bedeutet H die Energie. 


) Drehimpuls 
Die Bewegungsgleichung sei invariant gegentiber einer Drehung. Die 
lazu gehérenden Transformationen lauten etwa 
a =x+tyop, y=y— xp, =z Vt; 
yy = yt + opt =" + [by op, 


o 6g = const. der infinitesimale Drehungswinkel und I!? die Matrix der 
Drehung ist. Durch das entsprechende Erhaltungsgesetz wird die Grésse 


Yi — pz x -- 
Oy4 Oyy Oy4 


1 rs) 6) fs) : 
Sy oe | es, a A awe 72 jav 
mit der Dimension g cm? sec! definiert. Diese sei sinngemass als Drehimpuls 
gedeutet. (Durch zyklische Vertauschung erhalten wir die tbrigen zwei 


Komponenten.) ; 
Wir sehen, dass der Drehimpuls eindeutig in zwei Teile zerfallt : in einen 


vom Beziehungspunkt abhangigen Bahndrehimpuls 


atl a aie YiY — 


ete Ge “ = yax\av, | (16) 
ic ) \ 0y4 84 : 


und in ein Spinmoment, welches von der Drehung im p Raum herruhrt : 


fe ae ea ea ale an 
- . . te. J. Oy4 : : ? 
s totale Moment erhalten bleibt ; 


Funktion schon gegeniber einer 
leiben. Dann bleibt natitrlich 


“ae - Wir sehen, dass im Allgemeinen nur da 
doch in speziellen Fallen kann die Lagrange- 
Drehung nur im Koordinatenraum invariant b 
das Bahn- und Spinmoment schon separat erhalten. 


} Acta Physica v/2. a ue .. 
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enihs FUE 


e) Viererstrom 


Die Lagrange-Dichte sei forminyariant gegenuber einer simultanen Bich: 
transformation erster Art (Drehung im sorapen Spinraum) + 


yang 2 1 ; fee ae < 


prt —> p*e . Rae pet : 


Die infinitesimale Form der Transformation lautet aber — 
| yar a a es. a 
pray eit Ay", : 
yr’ yo 2 L Ay* 3 : > 3 


Also ist 
2 La io ep pate oso agen ee eae 
: ‘mit ye = const. und ausser dem Bia Pee eee eee or et” 


te 0 


: Dadurch y wird d der Vierrstrom Z 
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: F : ie : ey 

Im Falle einer Feldtheorie ist wenig zu sagen. Dort bedeutet y~ die kano- 
lische Feldfunktion (mit der Dimension eines Potentials). Fiihren wir die dazu 
anonisch konjugierte Feldfunktion 


Of 
Ow 


ta 


in und setzen diese in die Formeln (13)—(18) ein. Jetzt vollziehen wir die 
Juantelung, indem wir py", a” nicht mehr als q-Zahlen, sondern als Operatoren, 
mterworfen den-entsprechenden Vertauschungsrelationen denken. Damit haben 
vir aber schon die gesuchten und wohlbekannten Operatoren der Feldtheorie 
‘or uns. So zum Beispiel wird der Impulsoperator aus (14) berechnet zu 


P, = — fax hav, (19) 

ler Energieoperator aus (15) zu 
H= (a p— g)av, (20) 

ler Spinoperator nach (17) zu 
S48 12 pF dV, ; (21) 


1. S. W. 
Nun gehen wir tiber zur Punktquantenmechanik. Die «Bewegungsglei- 
shungen» einer Partikel lauten dort ; 


¥.9.y + wy =0 : (22a) 


8, 7. — Mp = 0 - (22b) 


p= wy Ya. 
ie oe oe Py Bees INO ee ei ot Feria; ee 
(p* Hermitisch konjugiert zu y) und [4 = “a - Vi Vo ¥3 sind Hermite-, 7 
anti- Hermite Operatoren. (22) gilt unbeschrankt fir 
typen (s. z. B. [10]). Seiner Bedeutung nach ist p di 
hat die Dimension em. Man kann die Bewegungsgleichungen (22) aus einer : 
Lagrange-Dichte | Sil 24 er ae eer 

Ga —ie® (18. + By = — ROW (Yu Bu + Mpa P 


srleiten. Der Faktor Ac sorgt dafiir, dass _/ von der Dimension erg/cm' ath 


alle ‘méglichen Partikel- . 
e Zustandsfunktion und 


(23) 
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a ad 


Nun wollen wir die dynamischen Gréssen (14) — (18) im betrachte 
Falle berechnen. Fir den Impuls erhalten wir zunachst laut (14) und (23) _ 


; 3 
ze a,yaV. 


~ 


I 


P= aka (Ya)pa Pe V 


Dies ist natiirlich der Wert (besser gesagt der Erwartungswert) des Impul 
Da aber der Erwartungswert eines beliebigen Operators O in der Quantentheori 


Q= = J Pry dV 


ist, eninehinen wir aus s (24) die Form des Impulsoperators ‘aes + Punktquant a 
mechanik : 


Berechnen wir jetat die ee Nach as) a (23) ist 


| 

‘wie es sein muss. Lege “ Le >> a 
i 

| 

} 


i ioe a =f (7d vi ees + re jar ae , se a ee 


af yp (e Mk ig oP A : w= u (So nr sow : 
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Nun beschaftigen wir uns mit dem Bahnmoment des Teilchens. Mit 


Tilfe von (16) und (23) haben wir 


= ee 8 a. 
(yx — yiy) dV = — | VY, (*5 aly dV, (28) 
; 1 Oy Ox 


Iso ist 
¢ : a 8 8 
ee: ee E [« ys | = (29) 
% 3 ASAE Se | 
Dg Fir das Spinmoment erhalten wir nach : (17) und (23) 


S:= aes ye dV = — = lent yay (30) 
‘ d deshalb lautet der Spinoperator 


“Tulecst 2 oa wir Ske. den Vieserstom berechnen. Mit (18) und 3 
' 8 fir die pete des: Teilchens ; 


ae &= =—e eS # Oa vay te “59 mv wv, 
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Somit haben wir alle den dynamischen Gréssen entsprechenden Operatoren 
im Falle der Feldtheorie so wie im Fall der Punktquantenmechanik in einer 
mit der konventionellen tibereinstimmenden Form aus den in §2 gegebenen ein 
heitlichen Definitionen hergeleitet. 


§ 4. Lagrange-Funktion mit héheren Ableitungen 


-Abschliessend wollen wir noch zeigen, wie sich die obigen Berechnun 
_ gestalten, falls in der Lagrange-Dichte auch héhere Ableitungen der zu va 
renden Funktionen vorkommen. Ubersichtlichkeitshalber beschranken wir 
auf eine Lagrange-Funktion zweiten Grades. Dann ‘haben wir statt der G 
Ole in a8 2 5 


os [Zeon VO Mata h On 
alee Vie Vn) de = 0. 


ie = | Daraus erhalten wir mit Ho his. auf infinitesimale Glieder erster F Ondnong 


= wipe Sper * Boxy i ee - 
Sk Ba eae . os ons re Sy. ent 2 =) = : 


> Juz dae ie ies Seo fithren wir © fiir ein | 
“bie Yierons oe ein mit ae der Definitionen ae 
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‘oft. als D/Dx,, bezeichnet), und daher kénnen wir statt (40) schreiben : 


a Fs a7 a(d*p’) IF & on | 

eae bx ory" dx = 0 (41 
: 4 a = (F du,) += ieee eas ef ee (41) 
“s R 


: ag aii) 2 en v|-2| 
a See 2 BYR. OKs | Oey L OYE 


0 7 ty, (42a) 


Ox, | Opry 


8g Bory) _ pet. a vel ae 
OY, OX OX. “Oxy OX, | 8x5, Ox, Chi Opi : 


a ara SH 


2 a, OMy 


Das letzte Glied k kénnen © wit weiter ‘umformen und nach etwas Rechenarbeit 
a wit endlich : se “re Saree = poe is oe “es 


ra jt a 
Oph 


Ss Es a0" ) mete 
8x, 8%, ee a 


22. oy 


: 8% a | ba 


ce 
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und bedenken wir, dass das Integrationsgebiet willkirlich ist, so. bekomme 
wir das een Erhaltungsgesetz 


hve 


~ 


38 8 a8 a (ag. 3 
F Sno —Yo 2s 26 soe ot | - ve dre) + Re 
OXy OW Ox, Ox, OW eg 
: | (44) 


i 


am 


flee ee : ae be “\[=o. 
Oy, Baty Oy. | Ox, \ Oy? | 


wed 


Alle Folgerungen, die wir in den wophakchenten Paragraphen | aus dem | 
tungsgesetz (10) und der daraus entspringenden Definitionsgleichung ree 

gezogen haben, kénnen auch jetzt im erweiterten Falle erhalten werden. Al 
erstes Beispiel betrachten wir die Definition der Energie. Dazu benutzen wi 
wieder die Transformation 


. Re Mh wy = x, — ie dts yy = yp" 
und haber im Stine der Gl. 8) aus” (44) se es 


28 8g. 8b a erin 
e ao he y' nt 5 ae av his 
le Oya ee ovr 7% ln a - 2 Too 


Das vorletate Glied tana: wir ein wenig um : 


eee eke ee 
| 8s, x ig = Ox, (2 v)+ . a je ie a 


By" 
Das Integeal der ‘riumlichen Divergenz 
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: 
: 


| 

Damit bekommen wir endlich 

i ~ 

H = | 1" p% + 11% @ — 7) dV. (46) 
: 
‘Wenn man noch den entsprechenden quantenmechanischen Operator H des 
Feldes sucht, so muss man in (46) nur die kanonischen Feldfunktionen durch 
lie entsprechenden Operatoren ersetzen, die den kanonischen Vertauschungs- 


-elationen 
ne 5 : a ; 
[7% (x, t) > per (x > t)] 2 =a a Sup Oix o) (x re v’) 
1 


zenugen. 
Als zweites Beispiel soll die Berechnung des Spins dienen. Es sei wieder 


dyt = 113 w' be; 6x%,-= 0. 
Sodann wird die Definition des Spins gemass (3) und (44) 


eae Q./(3 
seeres = tnt | = oy" 
—8y4 Ox, Oy%4 Ox, x ; 


a 


1 


hE 


dV . 


SS; = 


z 


Pra 


Die Umformung des letzten Gliedes liefert 


1 8 (2 oy*| = 13 /0¢ oy | a (22). nay + 


ic Ox, \ Oy%q ; ae Ox, | aye, Ot | Oy" 


Wird dies eingesetzt, das Oberflichenintegral weggelassen und werden die 


Formeln (45) beniitzt, so erhalten wir 


S$, = § (HI 13g + 11% 13 gp) av. (47) 
Dasselbe Resultat wurde im Rahmen des T,,.-Verfahrens von G. Marx[5] 
erhalten. | . : 
Ganz ahnlich kann man auch die tibrigen dynamischen Gréssen kon- 
-struieren. 


§ 5. Abschliessende Bemerkungen 

Ne Erganzend méchten wir betonen, dass die obigen Definitionen der dyna- 
‘mischen Gréssen auch dann unverandert giiltig sind, wenn das betrachtete 
“System in Wechselwirkung mit Quellen bzw. mit gegebenen 4usseren Feldern | 
steht. Dann bleibt zwar die Lagrange-Dichte nicht forminvariant, und deshalb 


Se 
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bestehen die Erhaltungsgesetze nicht mehr. Man kann sich aber leicht dag 
iiberzeugen (s. z. B. [7]), dass die Anderung nur darin besteht, pets, Energie, 
Impuls-Austausch u. s.w. mit der Umgebung beschrieben wird, Aide Delia 
gleichungen (3) kénnen wir aber beibehalten, da wir die arpa Abhangigkex 
der Lagrange-Funktion von den Koordinaten von Anfang an in Betracht naling 
Nun noch einige Bemerkungen «dsthetischen» Charakters. Wir erhieltey 
alle unsere Resultate ohne Konstruktion irgendeines Energie-Impuls-Tensors 
Im ersten Augenblick kénnte dies vielleicht als ein Verzicht auf Einheitlichkeij 
erscheinen. Doch bemerken wir, dass wir so z. B. das Bahn- oder Spinmomen 
Cirekt erhielten. Ferner konnten wir auch die Form des Viererstromes aus deni 
allgemeinen Erhaltungsgesetz ohne weiteres bekommen, ‘Hinsichtlich eine} 
eventuellen Erweiterung der heutigen Theorien, z. B. mit mehr als 4 Dimensionen} 
haben wir auch dann eine Metho“e zur Auffindung weiterer Erhaltungsgesetzq 
und zur Definition weiterer dynamischer Gréssen (s. z. B. [13]). Endliet 
bemerken wir, dass die Konstruktion des symmetrischen Energie-Impuls. 
Tensors zwar sehr elegant, aker ziemlich langwierig ist (vgl. z. B. [5])| 
Zusammenfassend kénnen wir sagen, dass die Noetherschen Ideen ent 


bedeutendes Hilfsmittel der Theorie bilden. q 
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In the present paper the question of the reduction of the rate of dark current pulses 
in photomultipliers is discussed. The author’s aim was to develop new methods for the reduction 
of the dark current pulse rate of multipliers commercially available, thus replacing wholly 
or partly cooling which up to now has been generally used. 

Two different kinds of investigations were carried out. On the one hand, a method was 

eveloped to ensure that only electrons coming from the illuminated surface of the photocathode 
could arrive at the anode of the multiplier. On the other hand it was investigated, to what 
extent the number of dark current pulses can be reduced by varying the potential of the layer 
deposited on the outside surface of the glass envelope of the multiplier. The mechanism of the 


latter process was also investigated. 
Combining the above two methods, dark current pulse rates can be reduced by about 
a factor 1000 at room temperature if the cross-section of the light. beam to be investigated 


is = 15 mm”. 


The most sensitive method for measuring light intensities in the visible 
region is counting the individual photons by means of a photomultiplier [1 eS 
— [7]. In this measuring method each of the photoelectrons produced by the 
photons of the light beam falling on the photocathode of the photomultiplier 
gives rise to an electron cascade in the dynode system of the multiplier. With 
help of a suitable amplifier connected to the anode resistor of the multiplier, 
pulses produced by the electron cascades can be recorded. The rate of these 
pulses is proportional to the intensity of the light falling on the photocathode. 

At small light intensities, however, light intensity and pulse rate are 
no longer proportional as the so-called dark current pulses, i. e. pulses appearing 
-on the anode resistance without the photocathode having been illuminated, 
gain in importance (see for instance [8]). The average number of these dark 
current pulses per second in fact determines the lower limit of the light intensity 
which can still be measured by the method mentioned. Since dark current pulses 
and pulses produced by individual photons have, on the whole, the same shape 
and pulse height distribution [6], they cannot be distinguished. The difficul- 
ties of ‘measuring small light intensities are increased further by the fact that 
‘the dark current pulse rate depends on the temperature of the multiplier [2 ], 
on the illumination of the photocathode before the measurement etc., and 
thus the dark current pulse rate cannot be considered either stable in time, or 


independent of the intensity to be measured [9]. aS 
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Accordingly, the reduction of the dark current pulse rate is necessary) 
on the one hand in order to lower the limit of light intensities still measurable; 
on the other, to increase the accuracy in measuring small light intensities, and: 
to improve the reproducibility of the measurements. 

So as to reduce the rate of dark current pulses, up to the present coolin 
has been most generally used. It is an experimental fact [1], [2], [4] that 
the rate of dark current pulses can be reduced by cooling the multiplier, the} 
dark current pulse rate reducing namely to one half its value for every 10°C 
cooling. This method, however, involves certain disadvantages; in the case} 
of highly sensitive photocathodes (e. g. of type S4 and S9) the reduction of the 
dark current pulse rate to a value of a few pulses/sec can only be attained through) 
cooling with liquid air. This-entails the use of complicated refrigerators [10] 
the dimensions of which, exceeding those of the multiplier, often make difficult | 
the construction of the optical part of the measuring system ; further the light 
to be measured passes through the refrigerator before arriving at the photo-| 


cathode and thus the reproducibility of the measurements is endangered by 
the possibility of water vapour condensating on the glass surface of the refri- f 
gerator. Another disadvantage of cooling — as shown by the measurements | 
of Engstrom [2] — is that the reduction of the temperature of the photocathode } 
though leading to a decrease in the dark current pulse rate, may at the same} 
time also reduce the sensitivity of the photocathode to a certain extent. 

In the following two possibilities for the reduction of the dark current pulse 
rate will be discussed. Our aim was to develop such procedures where a reduc- 
tion of the dark current pulse rate does not affect pulses produced by photons. | 

We note that for practical reasons commercially available RCA-931- A 
type multipliers were investigated and two methods were developed to reduce 
the dark current pulse rate in multipliers of this type. These methods, which | 
are free from the disadvantages of the cooling method mentioned above, are 
the following : 

1. Reduction of the sensitive area of the photocathode of multipliers, 

2. reduction of the dark current by means of suitable shield potential. 

For 931-A type multipliers both methods can generally be used, although 
_ their efficiency varies with the individual multiplier. These variations, however, 
do not exceed those of other characteristics of the multiplier. 

§ 1 and 2 contain a description of the above methods and the rocull 


aiteined with them ; in §3 a few aspects concerning ye nature of the dark 
current in multipliers will be considered. 


§ 1. Reduction of the Sensitive area of the photocathode 


‘The rate of dark current joules of the multipliers fased ices inside th 
| amphtude gate which can be. utilized i is at room temperature of the ase of 


Pt — ee ewe site 


| 


: 
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hO>/sec. Since the pulse-height distributions of dark current pulses and of pulses 
Banco by photons are very similar, it can be assumed that the whole surface 
of the photocathode contributes on the whole uniformly to the production of 
Jark current pulses. Thus taking into account that the sensitive area of the 


photocathode in the above multipliers is — according to measurements fll] — 


Rl ed 
Nx 
BS 


sie 

RR) 
:- bis P; Photocathode 
E 38 _ Fg Focusing grid 
38 
. gis 1-9 Dynodes No!-9 
ie ES 
es Sis A Anode 
= | Fig. 1 


h >t == 20 26 — 120 mm? (see Fig. 1), an average of 103/sec dark current pulses 


arising from 1 mm? of the photocathode can be expected. Abe 
- ——s« Therefore, so as to reduce dark current pulse rates, the Use of cathode 
surfaces as small as possible is desirable. -Photomultipliers with very aor 
‘cathodes ‘are at present not being manufactured, and thus the necessity of 
reducing the sensitive area of the cathode surface of 931—A type multipliers — 
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arises. The sensitive surface of the cathode may be reduced by defocusing all | 
electrons emitted from that part of the surface of the cathode which is not} 
illuminated, i. e., by preventing these electrons from producing electron cas- 
cades which may reach the anode. The application of this method is of coum | 
only reasonable if the cross section of the light beam to be measured is} 
smaller htan the sensitive surface of the cathode. 3 

3 Our first task was to investigate the variation of sensitivity along the} 
photocathode in direction perpendicular and parallel to the symmetry axis| 
of the photomultiplier, with a view of making the sensitive area of the cathode 


Relative sensitivi ty 


Voltage between cathode and dynode Not 100V  60V 


elgg oe — 919 a Fe LY ener Ecce No2 200 V 200V 

Kv nt Ae 9-9 N03 300V 300V. 

Supply Voliagen fy te i ae tk Es -1000V -1000V 
Fig. 2 


small relative to the dimensions of the cathode (in our case 9 mm and 25 mm 
respectively). : es 
We remark here that our aim was to obtain the minimum sensitive area. 
In case the light beam to be examined cannot be concentrated on such a small 
area, the sensitive area can be gradually increased. oh 


In the course of our investigations a method previously developed by 
us [11] for the determination of the sensitivity distribution of the photocathode 
has been used. By means of this method the anode current of 
can be determined as function of the 
the photocathode. 


the multiplier 
sensitivity of the illuminated point of 
. » 


In the first place the length of the sensitive area of the photocathode. 


in a direction perpendicular to the symmetry axis was reduced. This can be 


et ee Oe 
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jone by providing suitable voltages for the first few dynodes following the 
hthode. By disturbing namely the uniformity of dynode voltages a change 
a the focusing conditions in the first stages takes place, so that focusing will 
je satisfactory for a certain part of the photocathode only. Consequently, electrons 
rising from the remaining parts of the photocathode cannot arrive at the 
inode. In Fig. 2 the sensitivity distribution of a photocathode. taken in the 

direction is given (for notation see Fig. 1), Curve a was measured at uniform 
oa. voltages, curve b represents. a distribution where the voltages of the 
rst two stages had the value shown in the figure. The supply voltage E, was 
h both cases —1000 V. As can be seen, the maximum ‘value of the sensitivity 
oes not change essentially but the length of the sensitive area of the cathode 
erpendicular to the symmetry axis is reduced on account of defocusing to 


bout one half or one third. 

In the y direction parallel to the symmetry axis it is, of course, not feasible 
o alter the sensitivity distribution with help of the dynode voltages, since 
he electrode system of the multiplier is symmetric relative to the axis. There- 
ore in this case the only method serving the purpose is magnetic defocusing 
vhich, however, has certain disadvantages as compared to electrostatic defo- 
using. Namely, the electrodes of the multiplier are mostly deposited on a Ni-base 
1aving ferromagnetic properties. Thus magnetic defocusing involves the danger 
hat some electrodes of the multiplier may become magnetized and in this 
way, even without applying magnetic field, focusing faults arise in the multiplier. 
Che electrodes can, however, be demagnetized with the help of an alternating 
magnetic field. . 

_- In the course of our measurements we applied a magnetic field according 
-o the arrangement shown in Fig. 3.’ As can be seen from the distribution of 
che magnetic lines of force, in this way we obtain a so-called neutral plane 
oerpendicular to the symmetry axis of the multiplier, in which the field strength 


s zero. The position of the latter plane on the symmetry axis depends partly © 


on the position of the magnets, partly on the ratio of their field strengths in 
ltage the focusing conditions in the 


the air gap. In case of normal dynode vo 

multiplier are, in accordance with our purpose, apart from the neutral zone 
of field strength zero, not satisfied. — 
-- - We measured. the sensitivity in a vertical direction. with the arrangement 
of Fig. 3. The oscillograms ‘obtained are shown in Fig. 4. Curve a represents 
he normal sensitivity curve and b the curve modified through the defocusing 
e fect of the magnetic field. In the latter case the field strength in the air gap 
yas about 100 Gauss. As-the figure shows, the sensitivity maximum can, 


* 


- means of defocusing, even be increased to some ‘degree. 


: of K. Titschka drew my attention to the advantages, of arranging magnets in- the way 
shown in the figure. seems Mate . 
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ayaeh help of the above arrangement of magnets the sensitivity distribution 
surve can in a certain region be made independent of the voltage of the power 
supply feeding the magnet, as here only the ratio of the two magnetic fields 
is of importance. It should be noted that the reduction of the dimensions of 


the sensitive area can also be achieved by using one single magnet, but the slope 
of the sensitivity curve in case of defocusing is less steep. 

Thus the sensitive area of the photocathode can be varied according 
to the purpose of the measurement. In order to check our basic assumption 
— namely that the whole photocathode contributes uniformly to the dark 
current — investigations were carried out to determine the decrease of the 
dark current pulse rate with the sensitive area reduced to its minimum value. 
For this purpose the pulses from the anode resistor R= 70 KQ of the mul- 
tiplier are supplied to a wide band amplifier A to which a pulse height diseri- 


Pulse 
counting stage 


Fig. 5 


minator D is connected which allows only pulses with amplitudes exceeding 
some preassigned bias value E, to be supplied to a scale S of 1024, followed by 
a pulse-counting stage I (Fig. 5). auto 
. So as to check the efficiency of defocusing in the x and y directions the 
integral bias curve of dark current pulses (Fig. 6) was measured under normai 
conditions (curve a), for horizontal and for vertical defocusing (curve b and — 
c, respectively). As can be seen from the figure the dark current pulse rate falls 
‘under the influence of horizontal and vertical defocusing, and at the same time 
the shape of the integral bias curve is varied as well. We do not intend to give 
here a detailed analysis of the latter effect, but restrict ourselves to point out 
that by applying at the same time vertical and horizontal defocusing, the dark 
arrent can be reduced by about one order of magnitude, even for minimum 
values - of E, corresponding 11 to about 30—35° C cooling. 

_. As a check the quantum efficiency of the multiplier was ‘measured in the 
aximum of the sensitivity distribution curve with and without defocusing, 
he illumination of the cathode being supplied by a point-like. light source. 
1e difference in the results of the -two measurements does not eee 10%, 
fe paeice® ee the results ‘shown | in Figs. 2 and eae 


y ee “detailé i tacentigatinis nae the quantum efficiency of multipliers see [13]. 


‘ 3: Acta Physica v2. 
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The methods described here proved not only advantageous for our 
immediate object, but are also of advantage from another point of views In th 
course of investigations of a different nature it seemed to be reasonable — insteadi 
of feeding 931-A and 1P21 type multipliers from a erect current supply — tol 
use a supply giving pulses of about 5000 V amplitude corresponding to « 
maximum yield of secondary emission of the dynodes of the multiplier. In this) 
case field emission especially from the sharp edges and corners of the first} 
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: ‘ : “Ee 
dynodes contributes considerably to the formation of dark current. By means 
of the method described these electrons can be prevented from reaching the 
; _ anode, and thus this essential component of the dark current in this case can 

be reduced as well. — . 3 


§ 2. Effect of shield potential on dark current 


Our further investigations concerned the effect of shield potential a 
the dark current of the multiplier. It has already. been mentioned elsewher 


layer and connecting it to a potential near that of the photocathode the dar 
current pulse rate decreases. Ae Se ee SR a each aw 


| 
| 
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So as to examine the above effect in detail, the glass envelope of a 931-A 
pe multiplier was covered with an aquadag layer. By connecting this layer 
} a suitable voltage the potential on the outer surface of the glass envelope 
as adjusted. The pulses. appearing on the anode were investigated with the 
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angement shown in Fig. 5 in the case E, = — 1080 V, and by using 3 rate 
er for Es = — 500 V and — 700 V as an indicator instead of discriminator 


valer and pulse counting stage. In this way we determined the variation a 
ark current pulse rate as a function of the shield potential. In the course 
these measurements the positive pole of the multiplier supply was penned 
‘curves were taken for different bias E, of the pulse height discriminator 
, also: §3) so as to observe the influence of the shield potential on the soe 
it distribution of the dark current. Fig. 7 shows two curves taken at an E,. 
1 ply voltage of — 1080 V and two ' different adjustments : of the discri- 
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1, by suitably adjusting the potential of il! 


As*can be seen from Fig. 
a factor 100 if the val) 


shield, the dark current pulse rate can be reduced by 
of the bias is chosen so low that practically all electron cascades arising in tl! 
early stages are counted. This effect appears at any supply voltage and ij 
effectiveness increases with increasing supply voltage. For sake of comparisoi 
in Fig. 7 we show the curves taken at — 500 V and — 700 V. At the same tn} 
the quantum efficiency in the region of minimum dark current is practicalll 
independent of shield potential (see further below). If the bias of the discrim} 
nator is increased, that is, if only pulses of greater amplitude are recorded 
the influence of the shield is even greater (see Fig. 7 and also Fig. 9). Thus 
can be concluded that the shield effect is important mainly for pulses of greaté 
amplitude which possibly are produced by more than one electron emitte} 
from the photocathode. 

In view of the practical application of the above effect we examined 1 i 

~ what extent the aquadag layer contributes to the reduction of the dark currer 
when placed on different parts of the glass envelope. By removing successivell 
the shielding layers situated opposite to each of the dynodes following the cathod 
it was found that the shielding of the dynodes does not play an importar 
part; thus the effect is practically determined by the potential of the gla: 
envelope opposite the cathode. 

From the foregoing it is clear that with help of defocusing ee a suitab 
choice of the shield potential the dark current pulse rate of the multiplier cal 
be reduced by a factor 1000; the sensitivity of the photocathode remainin 
at the.same time unaltered. This reduction of the dark current pulse: rate 
equivalent to a 100° C cooling. 

It is of considerable advantage for the iepeadeab like of maultiph 
measurements that the potential of the shield — depending, if no layer is usec 
on. insulating conditions and thus possibly strongly varying in time and causin 
variation of the dark current pulse rate — remains constant in the case of tk 

_ present method. We remark further that without an aquadag layer the potenti 
of the glass bulb was found to be about — 300 V, incase the wee of a 
_ supply is— 1080 V. 4 SPY we 


a 
ce 3. Pave Meaonein of the scieehe nia of the effect of shield potential. H 


ik the following ifoadenatrignts aaerdhs che: mechan ian a; checeta | 
effect will be described, and in connection with this the cee as sto 
source of. dark current pulses will be discussed. “i 
In the course of the investigation into the nature of the ‘aifcer 
the variation of the multiplier gain was determined asa function of ‘shi 
potential. For this per’ ‘the. outer surface of the eee envelope. © 
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| 

Be romultipher was covered, as before, with an aquadag layer, and opposite 
» about the middle of the cathode the layer was removed from an area of 
x2 mm. By measuring the cathode sensitivity through this window it was 
bund that the relative gain of the multiplier as function of the shield potential 
Fig. 7, right hand scale), the gain at zero shield potential taken as unit, is 
jonstant as long as the shield does not attain a potential equal to or exceeding 
hat of the cathode. In the neighbourhood of the cathode potential the multiplier 
ain represented by the dashed curve in Fig. 7 suddenly increases.' This increase 
f the relative gain is caused by the shield, which, in consequence of its higher 
egative potential, presses the electrons towards the first dynode. The increase 
if the relative gain for shield potential values exceeding the cathode potential 
‘ontributes to-the increase of the dark current pulse rate-shield potential 


urve showing in the same region of shield potential. ; 

Furthermore it was investigated whether or not a current Is flowing 
n the shield, or rather, whether pulses can be observed on the shield or whether 
we have to do with a purely electrostatic effect. 
In the course of our investigations we succeeded not only in proving the 
existence of current flowing in the shield, but it was also established that the 
urrent flowing in the shield depends on the illumination of the photocathode. 
The simplest way of carrying out this measurements to illuminate the photo- | 
cathode with light of varying intensity through the window in the shield 
opposite to the photocathode, and measure the current in the shield. Thus 
it was shown that by varying the shield potential the current in the shield 
changes its sign. In case of a supply voltage of — 870 V the shield current fell 
to zero at a shield potential of about — 700.V. . 

It should be noted that in measuring the shield current special care had. 
to be taken to eliminate the effects of leakage currents arising from the base 
of the multiplier as well as the effect of other currents not connected with the 


processs examined. Bee 
p Since it is of great importance from the point of view of our problems, 
‘we considered the question whether or not the shield current has a pulse compo- 
nent. This was done with the help of the arrangement shown in Fig. 8, where 
pulses in the shield are produced at the load resistance R; =1 MQ of the shield, 
the value of which is much higher than the inner resistance of the potentiometer 
P serving for the adjustment of shield potential. aa cih ts 
. E - On the basis of our measurements two conclusions can be drawn. On the 
“one hand, on the screen ‘of the oscillograph connected to the output of the amp- 
i Ise depending on the shield. 


ifier A pulses appear with rates and amplitudes strongly 
0 : h the background noise coming from the 
eld potential the pulse rate 


potential and sharply contrasting wit kgr 
amplifier. On the other hand, by varying the shi 
y 1A similar put smaller effect arises at a shield potential zero. 
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shows a sudden increase which is practically independent of the shiel( 
potential ; thus we may infer that the increase is caused by a charging effect; 
Summing up the results of our measurements we can state that the shield 
potential affects the dark current pulse rate as well as the gain of the multiplier 
and at the same time current pulses can be observed on the shield. In thi 
following we have tried to give an explanation for all the effects observed. 
It seems to be obvious to assume the following : It may be supposed tha 
after having deposited the secondary emission and cathode surfaces respectively; 
some residual gas partly deposited on the inner surface of the bulb as a photo} 
sensitive layer is to be found in the multiplier. This gas makes possible dischart 
ges between the cathode, which is normally on a negative potential relative tq 
earth, and the shield adjusting itself in absence of a conducting layer to neai 
| 


I Amplifier i ; ] | 
A P 
| 


931-A. 


Fig. 8 


earth potential. On account of this discharge the positive gas ions are accele- 
rated to the photocathode giving rise there to one or more primary electrons 
suitable for starting an electron cascade. By the same hypothesis the variation 
of the dark current pulse rate with the shield potential may be explained as 
well. By reducing the voltage between the shield and the cathode, the dark 
current pulse rate decreases in agreement with the above assumption (see 
Fig. 7). The sudden increase of the dark current pulses when the shield potential 
equals or exceeds the potential of the cathode may be due partly to the increase 
of the gain, and partly to the increasing difference between the potentials of 
shield and cathode. In the latter case, where the shield potential becomes negative 
relative to the photocathode, positive ions approaching the shield may, by 
way of secondary emission, give rise-to electrons there which in turn bombard 
the cathode. ieee oa all 


— 


_ Another explanation may also be suggested for the dependence of ‘the 
_ dark current on the shield potential. It can namely be assumed that the deper : 
dence of the dark current on the shield potential is the consequence of the 
fact that in case of zero shield potential the electric field between shield an 
cathode gives rise to a Schottky-effect, thus effectively reducing "the eon 


ies 


~ 
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a 


function which mainly determines thermionic emission. By the latter assumption, 
taking into consideration the variation of relative gain as depending on shield 
potential, the dark current curve from Fig. 7 could be accounted for. A simple 
ay of determining the role of the Schottky-effect is to investigate the quantum 
efficiency of the photocathode as a function of the shield potential at the 
threshold wave length. This measurement was carried out with a monochromator 
of type UM2 (USSR). As no variation of quantum efficiency at the threshold 
ave length could be observed, our assumption of gas discharges seems to 
be more probable. 


Beside the above two, other assumtions may also be suggested. Ex- 
periments performed up to the present proved the incorrectness of the 
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‘second assumption only, the first assumption requires further experimental | 
- support. . 
Summing up the above considerations we may conclude that dark current. 
"pulses are connected with the pulses arising in the shield. To explain the appear- 
ance of these pulses and the effect of the shield a gas discharge between the 
cathode and the envelope of the shield opposite to the cathode is suggested. 
‘Thus considering that the dark current can be reduced through the effect of 
the shield by at. least two orders of magnitude, the dark current pulse rate 
ee of the multiplier at room tempers ture kvaehone a sued) can be considered to 
onsist ‘of two components : : 
1. Pulses (probably from a gas discharge) aes on the voltage 
between. the photocathode and a envelope oppcets to it with a rate of the 


.* of AOiieee Dee 
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2. Thermionic emission with a pulse rate of the order of 10%/sec. 

It is well known that by means of cooling the dark current pulse rate} 
can be reduced to the value of a few pulses/sec. This fact can be explained! 
according to our conception by assuming that when cooling the multiplier | 
from room temperature, the gas inside the bulb of the multiplier gradually | 
condenses and thus the observed reduction of dark current can be attributed | 
to a decrease in the component described in 1. At lower temperatures, of course, | 


it is thermionic emission which plays an important role in the temperature | 
dependence of dark current. We would like to point out that in manufacturing | 
multipliers such materials ought to be used — even if their use involves an | 
increase of thermionic emission — that there is no danger of gas vaporization 
inside the multiplier. Through the above considerations. several well-known | 
properties of multipliers, concerning for the most part the relation between 
the dark current and the «memory effect» of the photocathode, can be explained 
qualitatively on the basis of the relation between gas adsorption of surfaces | 
and illumination. 

We note further that the pulse height distributions as shown in Fig. 9 differ | 
considerably according to whether dark current pulses are produced mainly by 
effect 1 or by effect 2. From Fig. 9 we can see that effect 1 produces | 

; comparatively more pulses with great amplitudes. 

I wish to express my thanks to Prof. L. Janossy for valuable suggestions, : 
as well as to Prof. R. Rompe, E. Winter, A. Budincsevits, P. Faragé and 
L. Keszthelyi for discussion of problems arising in the course of our investigations. 
I am indebted to K. Titschka for his help. Thanks are due to P. Varga for 

placing at our disposal the electronic equipment designed by him, and to Maria 
Tassaly for her assistance in carrying out the measuremenst. 
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~HM3YYEHHE METOJIOB YMEHbIWEHHSA TEMHOBOrO TOKA 
CBETOUYBCTBUTEJIbBHbIX POTOYMHO)KUTEJIEN 


»K. HAPAH 


Pe3swme 


B pamkax 9TOli cTaTbu MCCIeLyeTCA BONPOC YMeHbUICHHA YMCA TEMHOBBIX MMMMYJIbCOB 
YMHOKHTeTeH, C TOUKH SpeHHA C4eTa CBCTOBbIX _HMITyJIbCOB. Hale 1Wesbi0 ABIAeTCA 
ado0TKa TaKHX MeTOAOB yMeCHBbINeEHHA YMCA TEMHOBBIX HMMYJIbCOB, JIA KOMMEPUMOHaJIbHO 
yuaeMBIX POTOYMHOOKUTeNeH — B HallemM Clyyae ANIA oTOyMHOKUTeNIA Toa RCA — 
“A —, IpHMeHeHueM KOTOPBIX, OOW[eEMSBECTHBIH MeTOA OXTAKIeHHA OTKATOMAa, MOKET 

3aMeHeH YaCTHYHO HIM MOJIHOCTbH. ae 
_ Tipm paspemienun mocTaBieHHOli 3aa4un, HCCIeAOBaHHA BeJIMCb B ByX HallpaBsieHH AX. 
OAHOM CTOPOHBI, MbI CTPeEMHJIMCh NOCTHTHYTb TOTO, YTO 31€KTPOHBI, BbIXOMALIMe U3 POTOKAa-— 
Oa, TOMbKO c TOO yyacTKa PoOTOKaTOZa Nonayann Ha Tl€pBbIii IMMTTeP, KOTOPbIM OCBeLMaCcA 
TOM. TaKMM 0Opa30M TeEMHOBbIe MMITyJIbCbI, BOSHHKAOMIMe Ha Apyrux yyacTKax dboToKaToga 
T ObITh HCKIOGeHEI. C Apyroii CTOPOHE!, Oba ONpepeneHa 3ABMCMMOCTb YMCA TEMHOBBIX 
JIbCOB OT H3MeHCHHA BeJIMUMHEI MOTeCHUMAIA CTEKIOBOTO Oanm0Ha POTOYMHO)KHTeIA, 
BbIACHCHHA MEXA@HH3Ma STOO ABJICHHA ObLIn TIpOBeAeHbI PAL viccneqoBanuit. Tipumenaa 
(OMOHHANMIO YHOMAHYTHIX MeTOAOB, YHCI0 TEMHOBBIX MMITyJIbCOB MO)KeT ObITb YMCHbIUUeHO 
3 1000 pas npu KOMHAaTHOM TemMMepaType, ecuM momepedHoe ‘ceueHne. CBeTOBOrO MOTOKA 
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A pulse-generator circuit is described which produces output signals by means of two 
thyratron tubes, one of which formes the front of the signal and the other its fall. The signal 
# length can be controlled by varying the time shift between the trigger pulses of the thyratrons. 

Reversing of the order of time of the trigger pulses causes reversal of sign of the output signal. 
In case there is no delay between the trigger pulses no output signal is produced. i. e. the circuit 
can be used also as an anticoincidence circuit. Our arrangement can thus be used in such 
cases where it is important to determine the order of time of some physical effects. 

Two applications of the pulse-generator circuit are described, which produce pulses of 
0,25—1,5 psec and 6 m/sec duration, with amplitudes 250 V and 80 V, respectively. 


Millimicrosecond pulses have often been used in various measurements 
for the testing of measuring instruments (e.g. fast coincidence circuit, distributed 
amplifier etc.). To produce such short and steep pulses thyratron tubes can 
be used to advantage, because, owing to the positive pulse fed into its control 
grid, the non-conducting tube discharges very quickly after an ionisation time 
of about 0,1 psec. A further advantage of the use of thyratron tubes is that 
they are. suitable for conducting very high peak currents (e. g. 8 amp in the 
case of 2D21 type ‘miniature thyratron tubes) and thus voltage pulses of re- 
quired amplitudes can also be produced at low output impedance. iS 
~ In some respect, however, it is a disadvantage of thyratron tubes tha 
the discharge in them can be stopped only if the plate potential is greatly 
‘decreased for a period longer than the deionisation time of the tube (e. g. in 
the case of a 2D21 type tube for 100 sec), i. e. the control grid can only be 
used for the starting of the discharge. 
The advantages of thyratron tubes make them suitable for use in driving 
_ power stages [1] and in producing voltage pulses of very short durations [2]. 
In the following we first describe the block-diagram (§1) of the pulse- 
" generator circuit we have used with thyratron tubes ; further we discuss 


some applications of practical importance (82 and 3). 
8 if Block-diagram of the cirenit 


pulse generator circuit producing short pulses - 
is shown in Fig. 1. os Wee mo 


Me The block-diagram of the 


herr, 
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In the initial state both thyratron tubes are cut off by a negative grid | 

ias. If - one of the thyratron tubes, for instance T, is fired by feeding a posi- 4 
bias. If only or ’ 

tive trigger pulse V, into its grid the capacitor Co, discharges through resistor }} 

a . . . . ACS > = ss . s | 

R. The front of the positive pulse appearing on resistor R is very steep and| 

has an amplitude of about E,. The same process takes place if thyratron tube | 

T, is fired by a positive trigger pulse V,. In this case, however, the discharge | 


of capacitor Co, produces a negative pulse of an amplitude of about E, on| 


the resistor R. By the proper choice of the circuit elements and the values E, 


Fig. 1 


and FE, the amplitudes of the positive and the negative pulse can be made 
practically equal. 

Thus it is evident that if the thyratron T, is fired at a time tr’ counted 
from the starting of thyratron T, a steep positive pulse of a duration of approxi- 
mately +r’ is obtained. If the tubes are fired in reverse order the output pulse 
becomes negative. If tubes T, and T, are fired simultaneously no output 
signal is produced. 

Our considerations refer, of course, to the only case when the time interval 
between the firing of the two tubes is shorter than the duration of the signals 
produced by them. | . 

The circuit is not only suitable for the production of positive and negative 
pulses but can also be used as an anticoincidence circuit producing pulses 
only if the trigger pulses do not arrive simultaneously at the grids of T, and 
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: . Age 
| T,. Since our circuit enables the sequence of the trigger pulses V, and V, to 


the determined from the sign of the pulses appearing. on resistor R, the 
jarrangement can also be used to ascertain the order of time of the anticoin- 
| cidence pulses (Vj, and V,) if a biased pair of diodes is connected to the 
{common point of resistor R and the cathode of T5. 

We deal briefly with the role of ionisation time in the circuit described. 
The discharge in the thyratron tubes takes place with a time shift of about 
10,1 psec in relation to the positive pulse fed into the grid. Accordingly, the 
signals on R appear with the time shifts 7); and tin relation to their respective 
htrigger pulses V, and V. Thus the exact duration of the pulse produced by the 


} circuit in the case of positive output pulses is 


Ty =U + To. — To1 (1) 


fand in the case of negative output pulses 


Te ee ty ge Ae (2) 
If 


T 1 & Tog = 7% 


“we get in either case a signal of duration 


2 


The delay of this signal with respect to the first trigger pulse is 7. It is, of 
‘course, essential for the operation of the circuit that 79, and. To: should be cons- 
_ tant in time or, more precisely, that their possible variations should be negli- 
_ gible with respect to T. Otherwise there appears a jitter in the signal length and 
in the delay with respect to the triggering signal. Investigations of the varia- 
tion of t, have shown [3] that the variation of the ionisation time -in 2D21 
_ type tubes is very slight. and under normal operating conditions does not 
exceed | mysec. . ee Bee 0.92 
-. In §-s 2 and 3 we shall describe. two applications of the above circuit : 
‘. a) Pulse-generator for driving power stages: a circuit for producing 
_ positive square pulses of durations of 0,25—1,5 psec with amplitudes of about 
250 V anda maximum repetition frequency of 10 kHz. 
6) Pulse-generator for producing positive and negative mpsec pulses: — 
pulses: of minimum durations of 6 mpsec with amplitudes of about 80 Vv 
a 


nd with a maximam repetition frequency ‘of 10 kHz... 


Pema aS 


4 2 ae Type b) can also be used as an anticoincidence circuit. The dimension- 
ng of the cireuit will only be discussed in detail for the simple ease a) ; the 
Pouponents of type. b ) can be determined on the same principle. 4 
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§ 2. Driving of power stages 


High power pulses are generally produced by power stages controlled | 
by a driver producing positive signals. In designing the driver the following | 
aspects must be taken into consideration : 

1. The amplitude of the positive pulse produced by the driver has to 
exceed the cutoff voltage of the amplifier tubes employed in the power stages. 
The cutoff voltage is about —200 V at an anode voltage of 10 kV. 

2. The output resistance of the driving stage must be as small as possible 
to prevent the grid current of the amplifier tube of the power stage from dis- | 
turbing the ouput signal of the driving stage. | 

3. If it is important that by means of the power stages square pulses 
should be produced the sum of the rise time and the fall time of the signal of | 
the driving stage must be much smaller than the length of the pulse. It should 
be noted that the deformation of the pulse top (e. g. oscillations) is of no | 


importance if the power (amplifier) tube is driven to a zero grid voltage, as 
the grid current arising in the tube smoothes the top of the signal. 


4. To make the driving stage as versatile as possible the repetition fre- 
quency of the output signal should be varied within wide limits. In the present 
case this: means that the upper limit of the repetition frequency must be as 


high as possible. 


Of the requirements enumerated concerning the driving stage the first | 
three would be difficult to satisfy with multivibrator circuits containing normal — 
vacuum tubes. Accordingly, it seems more suitable to use thyratron tubes, and 
thus to produce pulses of durations of about 0,25 and 1,5 usec. We employed 
the circuit shown in Fig. 21 which differs from that shown in Fig. 1 only ine 
that the supply voltage — F, and the elements Cys and Rog are omitted as the | 
driving stage has to produce only positive pulses of comparatively long dura- 
tions. : 7 

In the initial state both thyratrons T, and T, are cut off by the negative 
grid voltage supplied by the bias potentiometers P, and P,, respectively. At the 
same time capacitor Cy, is charged to the anode voltage E, through resistor — 
Roy. If, owing to the trigger pulse, a positive pulse appears en the cathode resistor _ 
of the cathode follower the thyratron T; is fired with a delay equal to its ioni-” 
sation time. At the same time the storage capacitor Co, discharges and a very 
steep voltage step of amplitude -FE,-arises on the loading resistor R. When the 
trigger pulse reaches the grid of thyratron tube T, with a delay t corresponding i 
to the duration of the pulses to be produced, the tube T, is also fired and thus 
the loading resistor R becomes short-circuited. The pulse triggering the tube 


‘T; is delayed on the delay-line Dl. By the firing of the tube T, the capacitor 


hmeee > 


‘Tt should be noted that delay has already been used for the control of the pulse 
length [4]; in our arrangement shown in Fig. 2 the circuit seems much simpler. oe 


1 ae eae 
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Fig. 2) 


Ne eee 
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1 In Fig. 2 the coupling condensers of tubes T, and T, are not exhibited. 
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Co», of course, discharges through the two thyratrons and thus the thyratron) 


are extinguished. 

This circuit produces a positive voltage pulse of duration 7 on the loadin, 
resistor R. The pulse has an amplitude of about E, and there is a delay To; té 
the front of the trigger pulse. 

In what follows we shall sum up the aspects to be taken into consideration 
in the choice of the components of the circuit shown in Fig. 2. 

For a continuous operation of the circuit capacitor Co, has to be re-chargeq 
to the voltage E, before the arrival of the new trigger pulse. Thus the tim« 
constant of the charging circuit must be as small as possible to reduce thy 
permissible minimum of the time interval Pais the subsequent trigge! 
pulses. The lower limit of the value of C), - Ro; is given by the deinoisation 
time. 
The amplitude of the voltage pulses produced by the pulse-generator 1! 
independent of the value of R thus in the choice of the resistance R the maximun} 
ratings of the thyratrons must be considered above all. This means that the 


sum of the current generated by the discharge of the condenser Co, in 
E 
the conducting state of the two thyratrons and the current i ~ —— 


Ry +h 


due to the supply voltage should not exceed the permissible anode curren\ 
maximum of the tube. (This condition has to be fulfilled in determining th 
value of Ry, as well.) The length of the signal to be produced also plays at 
important role in the choice of the value of R. : 
If the shape of the signal top produced by the pulse generator is of impor: 
tance — e. g. when the pulse generator is used for purposes other than the 
driving of power stages — the voltage of the capacitor Cy, should not vary 
much during the break-down. of the thyratron T, until the voltage step is cut 
off by the thyratron T,. This latter condition can be satisfied by choosing 


the time constant R - C), of the Geo ata circuit much greater than the pulse 
duration to be produced. 


To provide short rise time of pulses the tray capacitance of the commor 
point of resistor R andthe plate. of thyratron T, should be sufficiently small 
This means that the thyratron T, must be heated from a heating power uni 
with low stray capacitance. The stray capacitance C, is also important for th 
output signal. amplitude, since the amplitude is determined by the expression 
fi, ae | rats eh Site 

Coy : 5 et ‘ae 

The oscillograms of ‘he pulses produced by the circuit in Fig. 2 are sho 
in Figs. 3/a and 3/b in the case when the length of the pulses is 0,25 psec a 
1,5. psec, respectively. It can be seen from the figures that the sum of the ri 
time and fall time is about 0,05 psec and the amplitude of the pulse i is ‘great 

than 250 V. These eaters can ube produced with: a. maximum pereriaon frequen 
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)f 10 kHz. By driving a conventional high voltage power stage with the signals 
¢hown in Figs. 3/a and 3/b, the pulses reproduced in Figs. 4/a and 4/b are obtained. 
Whe amplitude of these signals is about 5 kV. In the figures the effect of the 
jrrid current on the formation of the pulse tops can be well distinguished. 
The lower limit of the pulse duration obtainable by the circuit in Fig. 2 is 
Hetermined by the sum of the rise and the fall time of the pulse. 


: 
: a | Fig. 3/6 | 
As can be seen the pulses shown in Figs. 4/a and 4/b satisfy our require- 


‘ments mentioned above. It should be noted that the driving pulse amplitude 
can be easily increased ; in the present case the upper limit of 300 V of ss 
increase was determined by the permissible maximum of the plate voltage 2 
884 type thyratrons. mans 
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Fig. 4/b 


§ 3. Production of pulses of musec duration 


The requirements ec paces the ProguReaa. oe m [usec pulses are the 
following : 
1. The internal resistance on which the pulse appears should equal the 
characteristic resistance of cables commercially available. The order of magnitude 
of the latter resistance is about 10? Q. 

2. The variation of the pulse delay to the Aapeet pulse should be much 
smaller than the duration of the pulse itself. . 

3. The circuit should | not be sensitive to the duration and hee of 
the trigger. pulse. 


This requirements must be maintained also. if Nite circuit is cused as. an 
_anticoincidence circuit. — 


For the fulfillment of the above 1 requirements it is expedient t to use a circuit 
based on the jblopk:-diggrama shown in Fig. 1. 
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The complete block-diagram of our arrangement is apoNa in Fig. Ds The 
essential parts of the circuit have already been described in connection witlt 
the charging circuit Cy, Ro, and the discharge circuit Cy, R of tube Ess whiely 
are shown in Fig. 2; the circuit in Fig. 5 can be regarded as a combinations 
of two such circuits. Thus in the following we shall restrict ourselves to problem¢ 
not yet dealt with in § 2. Accordingly, we discuss in particular the trigger stage 
regulating the duration of pulses and the discharge circuit. The trigger stagq 


Fig. 6 Ss 


firing tubes T, and T, consists of multivibrator T, and of cathode-foliowers Ts, 
and T3,. These latter prevent the grid current due to the starting of one of 
the thyratrons from reacting on the other thyratron through the multivibrator. 
The multivibrator T, supplies pulses of a rise time t,, which are fed through 
the cathode-followers into the grid of thyratrons T, and T, cut off by the negative 
bias V,, and V9, respectively. If the anode voltages E, and E, are given the 
‘firing of the thyratrons T, and T, can take place at the starting voltages V, 
and V,,, respectively. The variation in time of voltages V,, and Vi. producec 
by the driving signal V on the control grid of thyratrons T, and T, is shown i 
Fig. 6 for V.. = Vig = V, and |V,, | < |V.z |. As can be seen in the figur 
the voltage of the control grids of the two tubes rises to the necessary starting 
voltage V, with a delay 2’. Since | V,, |< | V,. | the tube T; is fired firs 
and thus a pulse of positive polarity is produced. The length of the output signa 
and its delay relative to the starting pulse can be determined from what ha 
been said in § 1. ky 8 eae 
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Keeping one of the two bias constant output pulses of various lengths 
ind polarities can be produced by regulating the other bias. In order to prevent 
the pulses from jitter the rise time of the signals of multivibrator 7, must be 


7 

) 

: : 

: Fig. 7/a 


Fig. 7/6 


constant in time. In the present case the signal produced by the multivibrator 


has a rise time of t, = 0,5 psec and an amplitude of 75 V. 

As the characteristic resistance of the cable used for delaying and 
transmitting pulses of mysec duration is about 100 @ the value of the loa- 
ding resistance R of the discharge circuit has to be chosen 125 2. Thus, however, 
as mentioned in § 2, the peak current in the thyratron tubes increases and 
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therefore the circuit cannot contain 884 type tubes. Therefore we employed 
2D21 type thyratrons of a higher peak current load. Further advantages 0} 
the use of this type of tube are a smaller anode-grid capacitance and a mor¢ 


stable starting mechanism than those of the 884 type. 


04 


Ps 2 ee 


Tig. 8/a, b, Cc 


The output signal of the circuit shown in Fig. 5 was investigated on the 
screen of a triggered circular oscilloscope [5]. 360° on the screen are equivalent 
to 60 musec duration. The shortest signal which can be obtained by the circuit 
in Fig. 5 is shown in Fig. 7/a in natural size. This signal has a duration of about 
6 musec and an amplitude of about —80 V. The jitter is — in accordance 
with the data [3] — about 1 musec. The duration of the pulses can be regulated. 
as has been mentioned, by varying the bias of thyratron T, and T,. Fig. 7/l 
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tshows a. signal of 16,5 m_sec duration. In order to obtain a clear-cut 
} base line the pulse generator output signal was fed into the central elec- 
Strode of the circular oscilloscope only at every second triggering of the sweep. 
! Photographes 7/a and 7/b have been made with an exposition of 10 sec at an 
| average repetition rate of 104/sec of the sweep. 
The positive and the negative signal produced by means of the pulse 
} generator are shown in Fig. 8/a and 8/b, respectively. We chose pulses of durations 
longer than the minimum (about 25 mysec) as such pulses are easier to photo- 
graph. It can be seen that the shape of the positive and the negative signals 
is similar and their duration is equal. If the tubes T, and T, are fired simul- 
taneously the signal shown in Fig. 8/c is obtained. The amplitude of this signal 
is about one third of the amplitude of the positive and negative signals. 

I should like to express my thanks to Prof. L. Jdnossy for valuable 
suggestions and to M. Mezey for his interest in this work. Thanks are also due 
to K. Titschka and S. Dési for their assistance in the construction of our appa-_ 


-ratus and for help with the measurements. 
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TEHEPATOP MMITYJIBCOB C MOJOMKMTEJIbBHOM OTPHLIATEJIBHOH » 


MOJIAPHOCTbIO HU MUJIJIAMUKPOCEKYH]HON TJIATEJIBHOCTbIO 
}K. HAPAH 
Peswme 
Hike ofmcaHHbii uMiymEcHbid renepaTop BbIpadaTbIBaeT HMMyJbCbl pH TOMOLLIM 
_JIByX THPaTPOHOB. Hepsriii THpaTpoH onpewerAeT HadaIbHY10 yacTb, a BTOpOl KOHCYHY!O 4aCTb 
-BBIXOAHOTO HMIMyJIbCa. JUINTeIbHOCTS BbIXOAHOTO MMITyJIbCa MoxKeT ObITb perysIMpoBaHa C 
WOMCHEHMeM 3aJ\epyKKH MyCKOBbIX HMITyJIBCOB TUpaTpOHOB. E- 
2 B 3aBucuMocTu OT OUepesHOCTH cpa0aTbiBaHHuA THpaTpOHOB, BbIXOAHbIM MMITyJIbC -MO- 
- 9KeT HMeTb MOJOXKMTEBHBIM HJM OTPHUATCIEHDIM MOAPHOCTD. Ecm myCcKOBble MMIyJIbCbI 
_ jlocrynaioT Ha BxXOA 00euXx THPaTPOHOB OAHOBpeMeHHO, TO BBIXOMHOTO HMIlyIbCa HET estan Cs 
 peHepaTop MO%KeT paooTaTb B pexkume aHTHCOBMAaqeCHHA. QroT renepaTOp Ha OCHOBaHMM yio- 
MAHYTHIX CBOMCTB oco6eHHO NMpurofeH AAA MCCAeAOBAHHA TaKHX ABCHHM, y KOTOPbIX He00- 
XOAMMO OMpeyemuTh OUepeTHOCTh ABYX CHTHaOB 10 Bpemenv. BEixoqHO curHam cosmaeTCA 
| Ha MasIOM BHYTPeHHeM CONPOTHBICHUM HW MMEET KpyTOM PpowT u cpes. © - 
Be B wacTosuel craTbe OnMcHIBaeTCA Ba TIpndopa, B KOTOPbIX HCHOIb3yeTCA BbILMey0- 
 MAHYTHIM NpHHUT. — siete : 
‘. , a) Heppniit Jpu6op BbipacaTpiBaeT MMIyJIbCbl C [MTebHOCTBIO 0,25—1,5 mceK HM 
 amrimutTyqoH oKom0 250 V nmonoxKnTeNEHOK MOMAPHOCThIO NpH yactote nopTopenua 10 Kru. 
6) -Bropoi npwoop BbipadaTbipaeT MMIyJIbCbI C [IMTCIbHOCTHIO 6 mpcek. WM aMIlIn- 
- ryf0% oxos0 80 V HONOKMTENIBHOM UM OTPHIATebHOH T01APHOCTHIO TIpH yacTOTe MOBTOPeCHHAL 


S 10> KPI... 


Tleppsiii npuOop usmaraetca noApooHo, ONMCaH MIpHHUAT qByXTHpaTpoHHOTO. HMIIy.I- 
- cHoro reHepaTopa M yKa3aHbl pacueTHbIe J[aHHBIe. Pree ary : 
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DIE OBERFLACHENENERGIE 
ANGEREGTER ATOMK ERNE 


Von 


G. MARX und G. SZAMOSI 
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND-EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


; 
| (Vorgelegt von K. F. Novobatzky — Eingegangen: 24. I. 1955) 
| 


Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Temperaturabhingigkeit der Oberflachen- 
mergie der Atomkerne. Aus der Anwendung der von Born und Courant zur Erklarung der 
Yberflachenspannung von Filiissigkeiten ausgearbeiteten statistischen Methoden auf die 
Werhiltnisse des Atomkernes ergibt sich, dass die Oberflachenspannung mit der Erhéhung der 
(nregungsenergie des Atomkerns,betrachtlich abnimmt. Diese Tatsache diirfte bei der Deutung 
biniger Kernprozesse einen niitzlichen Anhaltspunkt bieten. 


Der Atomkern zeigt in vieler Hinsicht die Eigenschaften eines Fliissig- 
<eitstropfens mit Oberflachenspannung. Der Oberflachenspannung kommt in 
er bekannten halbempirischen Formel der Bindungsenergie eine bedeutende 
Rolle zu, u. zw. bei der Behandlung der_bei kleinen Anregungsenergien auf- 
retenden kapillaren Oberflachenwellen, z. B. bei der Kernspaltung. In diesem 
Zusammenhang taucht die Frage auf, ob die Oberflachenspannung eines Atom- 
ernes vom Energiegehalt des Kernes abhangt, und wenn ja, dann in welcher 
eise. Es ist bekannt, dass bei Flissigkeitstropfen die Oberflachenspannung 
stark durch die Temperatur bedingt ist. Eétvés wies darauf hin [1], dass die 

er Grundgleichung pV = RT der Gase analoge Gleichung 
vf = K (Tx —T) (1) 


ee 


ei den meisten Stoffen die Temperaturabhangigkeit der Oberflachenspannung 
y in sehr guter Ubereinstimmung mit den Messungen beschreibt. (Hier bezeichnet 
f die Oberflache eines Flissigkeitstropfens von 1 Mol, T die absolute Temperatur, 
K eine universelle Konstante und Tx eine fir den Stoff charakteristische, unge- 
fahr mit dessen kritischer Temperatur iibereinstimmende Gréssée.) Mit der 
theoretischen Untersuchung des in Gleichung (1) ausgedriickten Eétvésschen 
Gesetzes haben sich mehrere Forscher befasst [2], [3], [4], doch gelang es 
erst Born und Courant [5], seine genaue Ableitung mit den Methoden der 
statistischen Mechanik anzugeben. Will man die Abhangigkeit der Oberflachen- — 
spannung der Atomkerne von der Anregungsenergie untersuchen, so erscheint 
der Gedankengang yon Born und Courant als der geeignetste Ausgangspunkt 
hierfiir, da die darin angewandten Methoden der statistischen Mechanik von 
der Beschaffenheit des Stoffes nahezu unabhangig sind und so auch fir — 
die Atomkerne einen Sinn haben. isk 
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Wie bekannt, stammt die Oberflachenspannung daher, dass wahrend di 
Wirkungskugel des sich im Inneren einer Flissigkeit befindlichen Teilchens vox 
den: anderen Teilchen kugelsymmetrisch angefillt wird, bei dem sich an de} 
Oberflache der Flissigkeit befindlichen Teilchen nur die Halfte der Wirkungs} 
-kugel angefillt ist, so dass die auf das Teilchen einwirkende Kohasionskraf} 
eine in die gefiillte Halbkugel (ins Tropfeninnere) gerichtete Resultierende hat} 
Laut Born und Courant lasst sich die Temperaturabhangigkeit der Oberflachen! 
spannung auf zwei Ursachen zuriickfihren. Einerseits nimmt mit der Erhéhung 
der Temperatur der Abstand der Teilchen voneinander zu, so dass sich di 
Anzahl der in einer Wirkungskugel befindlichen Teilchen vermindert, was danr 
die Abnahme der sich aus den Kohiasionskraften ergebenden Oberflachenspan} 
nung nach sich zieht. Andererseits entstehen’ bei Erhéhung der Temperatui 
an der Oberflache kapillare Wellen mit einer Spektralverteilung, die de} 
Planckschen 4hnlich ist. Wenn die Wellenlange von der Gréssenordnun f 
- des Durchmessers der Wirkungskugel ist, wird die Wirkungskugel des z 
an der Oberflache befindlichen Teilchens von der Flissigkeit nicht genau mu} 
Halfte ausgefillt, sondern bald mehr oder bald weniger, was gleichfalls eind 
Verminderung der Oberflachenspannung zur Folge hat. Beide Erscheinungen 
treten auch beim Atomkern auf, es ist also auch dort zu erwarten, dass dic 
Oberflachenspannung im angeregten Zustand des Kernes einen kleinere 
Wert aufweist als im Grundzustand. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nun 
eine annahernde Schatzung der Abhangigkeit. der Oberflachenspannung de 
- Kernes von der Anregungsenergie zu geben. . 


I 


Entsprechend der oben gesteckten Aufgabe, sei zuerst die von Born unc 
Courant gegebene Ableitung untersucht, wobei den Eigenschaften des Atom 
kerns entsprechende Modifikationen eingefiihrt werden. Es ist bekannt, das: 
zwischen der freien Energie F' eines Flissigkeitstropfens, seiner Oberflach: 
_f und seiner Oberflichenspannung y der folgende Zusammenhang besteht 


“ ZAG; RE: : e t 


F besteht aus zwei Teilen : aus einem Glied Fp, das von der materiellen Zusam 
mensetzung und der Dichte der Flissigkeit (also von der auf die Teilchen wit 
kenden Kohasionskraft) abhangt, und aus der freien Energie der Wellenoszillt 
toren der Oberflache (eventuell auch des Volumens) Fy : . ee 
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)Beriicksichtigt man, dass die Energie eines Wellenoszillators ¢, = nhy ist, 
iso ergibt sich nach der Boltzmannschen Statistik : 


im sap Pim hy > 
Fy= —kT log Se KT dZ(v) =kT | iog (1 A ae 


0 0 


dZ(v). (4) 


j 

; 

i Die hier vorkommende maximale Frequenz ¥;, ian bestimmt werden, wenn 
iman die Amplituden der einzelnen Schwingungen als Normalkoordinaten ein- 
ifihrt und in Betracht zieht, dass deren Zahl nicht grésser sein. kann als die 
Zahl der Freiheitsgrade der sich in der untersuchten Stoffmenge befindenden 
Teilchen. Ist deren Anzahl A, so ergibt sich also 


Z (rm) = 3A. ! (5) 


Hier bedeutet Z(y,,) die Zahl der bis zur maximalen Frequenz vp, vorkommenden 


Wellenformen und dZ(v) die Zahl der Wellenformen des Frequenzintervalls 


zwischen vy und y + dr. 


Es sei nun auf Grund der Gleichungen (2), (3) und (4) die. Oberflachen- 


spannung berechnet : 


hy 7 : 
log (1 —e % az). 


Bezeichnet man das erste Glied mit yp und fihrt man im zweiten Glied die — 
CEES areas durch, so erhalt man nach partieller Integration 


8Z. (Ym) ee ae OZ (Ym) log (1 ee poe os 
8m of : ‘ 2 


y= + 23, os 
. AO) 2 
Se 
_ KT 0Z (”) ule -— dy, 
x) g LS 


0 


: Wenn man schliesslich beide Séiten der Gleichung (5) nach der Oberflache 
| differenziert, dann ‘kann bei Beriicksichtigung | der gewonnenen Gleichung 
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der Ausdruck (6) auf folgende einfache Form gebracht werden : 


hym 

Taz (kT ht xy ed: 

= 1xy x 
y=ro— eT | Bi a nen EOE le 

of e —1 
0 ape 

Wenn Z(v) der Oberflache f und der n-ten Potenz der Frequenz Y pro 
portional ist, dann lasst sich der Zusammenhang zwischen der Oberflacher 
spannung und der Anregungsenergie der kapillaren Wellen in einfacher Weis 
"beschreiben. Die Anregungsenergie ist namlich ~ rf 


3 und kann, wie. folgt, “cumgestaltet wecdeads 
: : hem | | 
oo U=nk0 | Z(Th*a) BP att oa 


oa 


DIE OBERFLACHENENERGIE ANGEREGTER ATOMKERNE 193 


der kubische Warmeausdehnungskoeffizient (bzw. eine diesem proportionale 
srésse) ist. Aus diesem lasst sich, wenn a(T) bekannt ist, nunmehr 7)(T) 


ie folgt bestimmen : . 
T 


—s(a(t)dt 


YD (T) = yoe 0 2 


also 


5 


y a ist die. Oberflichenspannung am absoluten Nullpunkt, die beim Atomkern 
der Weizsackerschen halbempirischen Formel der pind ungseneree entnommen . 


werden kann, woraus sich dann 


r= 6 425 - “1g MeV MeV 
cm 


| rat [6]. De saWlonitliesicen: Blsrnansuig des Wertes. von AT) miissen aie 
reten, ents fir ean und 2). bekannt sein. > . . 
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rechnet. Mit diesem Wert ergibt sich 


yo ee (9) | 


Die Zahl s liegt nahe zu 1. Bei Annahme gewohnlicher venteale: Kernkrafte | 
(z. B. des skalaren Yukawa-Potentials) erhalt_ man s = 2 [8], -£9 1: 


Il 


Zur Bestimmung der Verteilungszahl Z(v) gelangt man auf die folgende | 
Weise: aus der statistischen Mechanik ist bekannt, dass im Phasenraum von 
212 Dimensionen die Grésse einer Zelle h® betragt, dass also die Zahl der bis | 
zu der maximalen Wellenzahl A auf der Oberflache von der Grésse f entstehenden | 
hapillaren Wellenformen 


Zi) = ee (10), 


ist. (Hier bezeichnet p = h/\ den Impuls eines Quants.) Erforderlich ist noch | 
die Aufstellung des Zusammenhanges zwischen der Wellenlange A und der : 
Frequenz ». Born und Courant setzen bei der Ableitung des auf Fliissigkeiten 
beziiglichen Hétvésschen Gesetzes eine dispersionsfreie Wellenfortpflanzung — 
voraus: Avy =v und nehmen die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v als das 
2~”-fache der Schallgeschwindigkeit an. (Auf diese Weise wirde der Wert 
von v im Kern ungefahr 1/10 der Lichtgeschwindigkeit betragen [10].) In der 
modernen Literatur verwendet man jedoch bei den kapillaren Wellen an der 
 Kernoberflache einen anderen Zusammenhang [11], [12]. Nach Bethe ist 


1V/ == 213: 
apes ae ; 
oM 


wo oM die Massendichte bedeutet. Bei Benutzung dieses Ausdruckes gelangt 
man zur Formel 


* 


Te ay 


Setzt man die Gleichungen (9) und (11) ein, so erhalt man fiir die Temperas 
turabhingigkeit: der Pee netne: lean Ausdruck : 


z 


San oder Lachine 3 

aon se 2 1/3 /. Mt QB Se STIS eet aals. ree 
Dm ye (3) eM athe ie 

Bo Acs 4) Vel (k y an ok | (12) 


4 


DIE OBERFLACHENENERGIE ANGEREGTER ATOMKERNE 195. 


i der Berechnung des Integrals ist zu beriicksichtigen, dass die Formel fir 
-e Bestimmung der maximalen Frequenz 


M \2!3. 4/3 
af (er aa 3 
2my 


sutet. Hieraus ist. ersichtlich, dass z. B. bei einem Kern: von einer Massenzahl 
+ — 100 der Wert von hy,, ~ 60 MeV. Aus diesem Grunde kann man bei 
Jassigen Anregungsenergien kT die obere Grenze des in Gleichung (12) vor- 
fmmenden Integrals bis Unendlich ausdehnen. In diesem Falle lasst sich durch 


-eranziehung der Integralformel 


j ce 


& = dx =I'(n+1)¢(n +1) 


ex — 
0 


as Integral durch /’-und ¢-Funktionen ausdriicken, so dass sich 
rs je( = 1,694 

Bal ox Ss 
gibt. | 
Im Ausdruck (12) steht y auch im zweiten Glied der rechten Seite. Dieses - 
slied hat jedoch im allgemeinen einen kleinen Wert, so dass man keinen grossen 
Tehler begeht, wenn man y auf der rechten Seite durch yy ersetzt. In diesem 
‘alle gelangt man. zu folgendem Ausdruck : . 


p(T) = yo fe” —CRT)*), 


Cz | md ie & LE rs] t 5 | yy = 0,0043 MeV-7!3. 
4 h? DijoeN os . 
Jies ist also die gesuchte, auf Atomkerne anwendbare Forme! der Oberflachen- 
spannung als Funktion der Temperatur und bekannter Konstanten. Um mit. . 
Jen wirklichen Anregungsenergien rechnen zu kénnen, muss auch die Beziehung 
ischen der Anregungsenergie und der Temperatur angegeben werden. Unter 


leranziehung der Gleichungen (7) und (11) erhalt man 
or ee a him. 3 


e \2 ; ee (em / 
Be ils ala  p(kTYI | eae oe 
3 \ yh eel 


oder in der auch weiter oben benutzten Naherung 


U=B(KTY’?, : 
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B * a8 Bee bed t (3 Se 0,099 MeV Bish ty pag: 
3 Yoh? =) 3 oe 


Hieraus kann nun der Zusammenhang zwischen Anregungsenergie, Temperatu) 
und Oberflachenspannung bestimmt werden (Tabelle I). 


TABELLE I 


U ‘KT A(T) 


MeV) .0MeV}— 1 


OBS | B86. | M0890 ea ess 
Ree eevee ec hye ogee yt Ree ae 
Sots Ae ROY | RO as a 
M00 2 SOT 8 O68. 


ae 100 anne Die Tateche Thspelshal des ‘Atomkerns (dieje 
ee ve Nall wird us het der sich der Atomkern aus einer flissi — 
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yeht man auf den Grenzfall hym > kT tiber und setzt man die fiir den Atom- 
mm charakteristischen Werte ein, so ergibt sich jetzt 


Ss 
— 5 BT) 

el) =o . : —O «r)?| , 
. Ser OE BY = 9.00081 Mev=? 
Py v h? yo 
Hier ist (3) = 2, £(3) = 1,202...). Fiir die Anregungsenergie erhalt man jetzt 
= es 2mf 7 
. cs oe v? h? Ee) 


vo fp’ = 0,27 MeV-2 A?/3, Das Ergebnis cvecmerdet sich nicht wesentlich 
a dem der vorhergehenden Berechnung. (Die Zahlenwerte fir den Kern mit 
Beeeeeerackt, A= = 100 sind i in Fapele II enthalten.) tah Sco bo cs 


aaa Ul 
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Bei einzelnen Modellen, wo die Entropie S unmittelbar aus der thermodynami-| 
schen Wahrscheinlichkeit ermittelt werden kann, wird man von dieser Gleichung | 
ausgehen kénnen. (Die Temperaturabhangigkeit der Oberflachenspannung lasst | 
sich auch auf Grund des neuerdings von Siissmann herangezogenen «Gastropt- + 
chen»-Modells erértern [13 ].) 

Auch die auf den obigen vereinfachten Annahmen beruhenden Berech-; 
nungen zeigen, dass die bei der Anregung des Atomkerns auftretende Ver-} 
minderung der Oberflachenspannung nicht vernachlassigt werden darf. Die} 
starke Temperaturabhangigkeit kann bei der Untersuchung der Anregungs- 
zustande der Atomkerne eine bedeutende Rolle spielen, so unter anderem bei/ 
der Bestimmung der relativen Spaltungs- bzw. Verdampfungswahrscheinlich- | 
keit von hoch angeregten Atomkernen. Die Untersuchung dieser Probleme } 
wirde aber den Rahmen der vorliegenden Arbeit iiberschreiten. 

Die Verfasser sind Frl. M. Ziegler fiir ihre wertvolle Hilfe bei der Durch- 
fahrung der Berechnungen, insbesondere fiir die Ausfiihrung der auf den Warme- ; 
ausdehnungskoeffizienten der Atomkerne beziiglichen Berechnungen zu bestem | 


Dank verpflichtet. . | 
) 
: 


q 
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EINIGE BEMERKUNGEN ZU EINER VON BRILL 
UND PELZER VORGESCHLAGENEN METHODE 
ZUR BESTIMMUNG VON KRISTALLIT-DIMENSIONEN 
Von 
G. SCHAY und P. SZABO 


ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR CHEMIE DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen : 10. 11.1955) 


Brill und Pelzer haben fiir die Bestimmung der Kristallitgrésse eine Methode ange- 
eben, bei welcher das Praparat nicht die tibliche Zylinderform hat, sondern aus einem Zylinder- 
ing bestehen muss. Sie verwenden ausser den Naherungen, die Laue in seinen die Bestimmung 
er Kristallitgrésse betreffenden Rechnungen machte noch eine weitere Naherung : sie nehmen 
n, dass die Dicke des Zylinderringes wesentlich kleiner ist als sein mittlerer Radius. Wir faihrten 
Rechnungen ohne Beniitzung dieser Naherung durch, um den Einfluss der der Methode eigenen 
‘ehlerquellen abzuschatzen. Aus unseren Rechnungen folgern wir, dass die mit der genannten 
| Nethode erhaltenen Resultate ausserordentlich unzuverlassig sind. Daher ist die ibliche Methode, 
llie massive Zylinderpraparate beniitzt, der Brill-Pelzerschen Methode vorzuziehen. 


1. Einleitung 


Laue fiihrte in einer seiner Arbeiten [1], die sich mit dem Zusammen- 
hang von Kristallit-Dimensionen mit der Breite der Debye—Scherrer Linien 
efasst, Berechnungen fiir zylindrische, aus Kristallit-Pulver hergestellte 
Praparate durch. Brill und Pelzer [2] iibertrugen Laues Berechnungen auf 
raparate, welche einen zylindrischen Ring mit diinner Wand bildeten. Sie 
tellten fest, dass diese Praparate — im Falle nicht zu kleiner Kristallite — Debye- 
Scherrer Linien erzeugen miissen, welche nicht ein, sondern zwei Intensitats- . 
maxima besitzen. Aus der Entfernung dieser Maxima misste man die Grésse 
ler Kristallite berechnen kénnen. . 
-Wahrend man beim iblichen Verfahren die volle Intensitatskurve der 
Debye—Scherrer Linien auszumessen hat, wirde es hier geniigen, nur den 
Winkelabstand zwischen den zwei Maxima festzustellen. 

Im folgenden wollen wir untersuchen, inwieweit die praktische Durch- 
‘uhrung der Methode zu zuverlassigen Resultaten fihrt. 


2. Einfluss der Wanddicke des zylindrischen Ringes 


Brill und Pelzer benutzen iiber die Laueschen Naherungen hinaus noch. 
ine weitere Naherung : sie setzen voraus, dass die Dicke des Zylinderringes . 
iel kleiner ist als sein mittlerer Radius. Zur Beurteilung der Brauchbarkeit 
ieser Methode muss also vor allem der Fehler abgeschatzt werden, den diese 
Naherung verursacht. we . . re . 
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Wir beriicksichtigen in unseren Berechnungen die Korrektion, die Jone| 
an Laues Berechnungen durchgefiihrt hat [3]. Demzufolge nehmen wir ii 


| 


unseren Formeln fiir den Wert der einen Konstante abweichend von Laue b 1 

1 ; . 
1:8 | q 
Nach Berechnungen von Laue [1] ist die von dem Zylinderring gestreu 


1 
Brill und Pelzer — ip Saas 


Intensitat [ — abgesehen von konstanten Faktoren — folgendermassen gegeben 
es dod ; = + 
1(0) = ble eee ( 
JJ (B—@ cosy)? + a ao 
r, 0 : 


dics shriteran Oy ee 


= 


ist; 0 ist der Braggsche Reflexionswinkel, 26 der durch die Richtung 


einfallenden und gestreuten Strahlung eingeschlossene Winkel, ie ; 
i Rha ead Sica ga 
. 2 xe cos? Oy ere . 3 
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Brill und Pelzer geben ein anderes Verfahren fiir die Berechnung von 
an. Unter Verwendung der erwahnten Naherung stellen sie folgende Gleichung 
Hritten Grades fiir x auf: 


| 2x + [> — 2(1 — q)] x? + 2 [2 —(1-— 9) — (1 — @)*] x — 


—[3(1—g?=20—9)}} =0. 3) 
Hier ist 
=! R? O42 
7 r2 cost Oy a 
eRe! Te 8 
ule (8) 


1.2 : ~ : : 
Bmax bezeichnet den Wert von 6”, der zu den zwei Maxima von [(6) gehért 


(das eine Maximum gehért zu dem positiven, das andere zu dem negativen 
Wert von 6,,,,)- Ferner bedeutet 
a2 
Re oy (9) 
Berechnet man x aus (6), so erhalt man mittels (9) und (3) «. 

Wir benutzen zu unseren Berechnungen folgende, experimentell real 
rscheinende Werte: RK = 2,86 cm, r, = 0,045 cm, r.=.0,055 cm, A = 1,54 
A und @, = 30°. Die erwahnte Naherung ist desto besser, je kleiner die Wand- 
dicke des Zylinderringes im Verhaltnis zu seinem mittleren Radius ist. Die 
Anfertigung eines Praparates mit den hier gewahlten Dimensionen wurde jedoch 
schon eine ziemlich feine Technik voraussetzen, dariber hinaus erscheint die 
Verwendung einer noch diinneren Wand auch aus anderen Griinden nicht 
zweckmassig. : 

5 ‘Wir fiihrten die Untersuchung der Naherung fiir drei verschiedene Werte 
von ¢ aus. Die von Brill und Pelzer angegebene Bedingung fiir das Auftreten 


eines Doppelmaximums ist-: 


rz \2 cos? By, 


Mit den obigen Werten ergibt sich aus (10) die Bedingung: «> 26,4 A. Fir 
einen e-Wert nahmen wir 40 A, also nicht zu viel grésser, als der obige Wert, 
fiir den anderen Wert wahlten wir 400 A. Dieser fallt schon in die Nahe der 
b eren Grenze der Kristallitdimensionen, welche durch Réntgenstrahlung noch 
ros werden kénnen. Fiir den dritten Wert von ¢ nahmen wir 100 A, was 
sich spater als zweckmissig erweisen wird. 


‘202 G. SCHAY und P. SZABO 


Unter Benutzung der angegebenen Werte stellten wir (5) in einer Werte- 
‘tabelle dar und bestimmten daraus die Stelle der Intensitatsmaxima. In folgende 
Tabelle geben wir die Werte von 6°, die zu den Intensitatsmaxima gehéren, im 


Falle der drei eee Werte von e. Die Tabelle gibt auch die ——- 


der Berechnung der Oinax § an. . 


40 (6,61-40,02) - 10-8 
100. (1,2806-40,0005) - 10-4 
400, (1,46870,0002) - 10" 4 


Wir cc eerachten. nun, oeiche. € Werte wir mit Hilfe der Brill— Relvare hen 
~ Rechnung bekommen, wenn wir von diesen Werten von 67a, ausgehen und s 
als genaue Werte betrachten. Setzen wir die Werte. von Snag an (7) ein, | 
capi wit + fiir a der Reihe nach wie ‘Werte : | 


| 0.38448, 
=e 0844885) es i ae 
“le 0.85140. as oS ee a 


Mit diesen Werten von. a erhalten wir aus o gene Gichungen = * 
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Wir miissen noch untersuchen, was fiir eine Rolle die oben angegebene 
Ungenauigkeit ven 6+,,, in den hier berechneten Abweichungen spielt. Dazu 
miissen wir die Anderung Ae abschatzen, welche der mégliche Fehler A(62, ay 

on 62,,, in den hier berechneten Werten von ¢ bewirken kann. 


Es ist offenbar, dass 


Ae ~ ES -A (92,ax) > . (12) 
Gras) | . 
q ac dé dx dq (13) 
d (02 ,ax) dx “4 a (Binax) ROS 
:. 


Grund von (9) und (3) ist 


a . figes ; : : de et i leer z (-4) i ; ‘ — oe (14) ey 


dx Barcost 30" os 
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x = 0,47 — 0,625 g, wenn 015.5% 5.033 (17b)) 
x ==-0,40°—-0,49. 9, 2 « 0,035 S «50,15; (17¢)| 


x = 0,75 (1-q)4, « 0x5 0,035. (17d)| 


| 

dx 

Aus Gleichungen (17) kann oe ausgerechnet werden, also kann man nun auch | 
q 


(13) fir jeden in Betracht kommenden Wert von x annahernd berechnen. 
Die drei oben angegebenen Werte von x fallen in die in (17b), (17c) bzw.) 
(17d) vorkommenden Gebiete. (Wir werden bald sehen, dass das erste, mit | 
(17a) bezeichnete Gebiet praktisch belanglos ist, wie man es im yoraus ver- | 
muten kann.) Mit den oben angegebenen Werten von x und A (6%,,,) und de 


x 
entsprechenden Ausdriicken von ee erhalten wir fiir | de) aus (12) der Reihe 


dass | Ae | so klein ist, dass es die oben angegebenen prozentuellen Werte 


q. 
nach folgende Werte : 0,06 A, 0,14 A bzw. 0,19 A. Daraus ist also ersichtlich, 
des soeben behandelten methodischen Fehlers nicht beeinflusst. 1 
) 
; 


3. Der durch die Ungenauigkeit des Zylinderringes verursachte Fehler 


Unsere bisherigen Erérterungen zeigen nur denjenigen iethodiaea | 
Fehler des Brill—Pelzerschen. Verfahrens, welcher auch dann auftreten wiirde, 
wenn die Experimente die in unseren Berechnungen beniitzten genauen 
Werte lieferten. Experimentelle Werte kénnen jedoch nur von beschrankter 
Genauigkeit sein, ferner sind die experimentellen Verhaltnisse nicht ganz iden- 
tisch mit jenen, welche die Brill—Pelzersche Berechnung annimmt. Von den 
so auftretenden Fehlerquellen beschaftigen. wir uns nur mit jenen, deren Einfluss 
fir die Methode von Brill und Pelzer charakteristisch ist. * 

Wir untersuchen erstens, in welchem Masse die.Fehler, welche in der 
Glatte der Wand des Praparats, in der Genauigkeit der zylindrischen Form, 
in der oben vorgeschriebenen Diinne seiner Wand und in der Messung seines 
mittleren Radius begangen wurden, die berechnete Kristallitgrisse beeinflussen. 

Um die Berechnungen zu vereinfachen, reduzieren wir diese vier Fehler 
auf einen. Und zwar nehmen wir an, dass wir bei der Messung des mittleren 
Radius r = 0,050 cm einen Fehler . Ar | = 0,002 cm gemacht haben. Sicherlich 
beriicksichtigen wir hiermit die erwahnten Fehler nur in sehr bescheidenem Mass. 

Den von dem Fehler Ar des mittleren Radius herriihrenden relativer 
Fehler kénnen wir aus folgender Cloichung berechnen : 


A : | 
Ae 1 de Nees 


2 © -dr - 
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kann aus folgendem Zusammenhang ausgerechnet werden : 
4 oe (19) 


de 


stzen wir 7s (14), aus (7) in (19) ein, driicken wir ferner ¢ auf Grund 


on (3) und (9) durch x aus, so gelangen wir zu dem Resultat 


p 1 

4 de _1 wen dx me (20) 
,, € dr r dq 

i 

‘ 


Wenn wir fiir q und x die Werte vom vorigen Abschnitt nehmen, ferner 


aus den entsprechenden Gleichungen (17) berechnen, so erhalten wir fiir 


slat (20) in den drei Fallen, welche in Abschnitt 2 erértert wurden, der 


‘eihe nach folgende Werte : 


eee | 27,6 cm—", ; 
a 156. We ; 
a ase osuoe ; 


3 focten Paialien wir faut (18) fair den relativen Fehler folgende Werte : oe 


ae te pa ie 3 : : er eer ri 4 


be: 
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Wie es aus unseren Berechnungen zu ersehen ist, beziehen sich die ang¢ 
gebenen relativen Fehler nicht auf die Ausgangswerte von ¢, sondern auf jen) 
welche im Abschnitt 2 nach Brill und Pelzer berechnet wurden (das heiss 
anstatt auf 40, 100 bzw. 400 A auf 39,3, 87,7 bzw. 147,9 A). Sie zeigen als: 
welche Unsicherheit die jetzt erérterten experimentellen Ungenauigkeiten i 
den mit dem im Abschnitt 2 erdrterten methodischen Fehler belasteten Werte 
verursachen. 

In dem Verfahren, bei dem massive Zylinderpraparate beniitzt werder 
treten einerseits von den erwahnten vier Fehlerquellen nur drei auf, andere 
seits kann ein massiver Zylinder offenbar viel genauer angefertigt werdes 
Offensichtlich geniigt es also hier (wenn wir mit einem Zylinder mit dem Radix 
r = 0,050 cm rechnen) einen Febler in der Messung des Radiuses von der Gros¢ 
‘| Ar | ~ ~~ 0,001 cm in Rechnung zu stellen. Es ergibt sich gemass dem Reck: 
nungsverfahren von Laue [1] in denselben drei Fallen wie friher (39,3, 87) 


und 147,9 A) fiir den hieraus entstehenden relativen Fehler von ¢: | 
| 


Ae | a 2,8 °/o ? og 2,6 %/o ? 
— 100 =2.4 8,3 « » bzw. — 7,0 “> | 
| + 16,3 « —12,1 « > 


je nachdem Ar positiv oder negativ ist. (Die hier vorkommenden 4é sind nicl 
der Gleichung (18) entsprechende Differentiale, sondern sie sind dem tatsiel 
lichen Funktionsverlauf entnommene Werte.) 

Es diirfte nicht ohne Interesse sein, den relativen Fehler der zwei Methode 
auch in dem Falle zu vergleichen, wenn beim Zylinderring der Messfehler d 
Radiuses nur | ar] = = 0,001 cm betragt. Dieser Vergleich ist aber nur dan 
von Wert, wenn wir auch die in der Hrill—Pelzerschen Methode auftretende 
Ae genau ausrechnen und sie nicht mittels Differentialen annahern. Wir erhalte 
so fiir den relativen Fehler der Brill—Pelzerschen Methode (im Falle von 39, 
87,7 und 147,9 A) folgende Werte : 


Ae | oat state: P44 Yas 3 
ee 100 =; —11,5 « , baw. + 15,4 « : : 
—195 « © + 32,9 een 


wieder davon abhangig, ob Ar positiv oder negativ ist. 
Der zwischen den zwei letzten Wertefolgen auftretende grosse Unt 
_schied lasst ganz klar erkennen, dass im Falle so grosser relativer Fehler ¢ 

Fehlerschatzung durch Differentiale ausserordentlich grob ist. Zum Beispi 
_ wenn wir die sich auf 39,3 A beziehenden Werte —3 9 baw. +4,4% mit de 

frither fiir zweimal so grossen Radiusfehler erhaltenen Wert 4 3% vergleiche 
a wird ¢ es klar, dass letzterer bei weitem Kleiner | ist als der wirkliche Fehler: T 
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fichlich ergibt die genaue Rechnung fiir Ar = —0,002 cm fiir den Fall ¢ = 39,3 
t einen Fehler von +9,2%. Hinsichtlich unserer Folgerungen scheint jedoch 
fas Rechnen mit Differentialen im allgemeinen geniigend zu sein. 
; 

4. Der von der Ungenauigkeit in der Bestimmung der Stellen 


der Maxima herriihrende Fehler 


i 
| 

. Der Fehler, welcher bei der Bestimmung der Stellen der Intensitatsmaxima 
gangen wird, verschlechtert natirlich weiterhin die Genauigkeit der Bestim- 
hung von e. Die Genauigkeit in der Bestimmung der Winkel 0 = 0,,,,, welche 
a den Maxima gehéren, hangt hauptsachlich davon ab, wie gross das Verhaltnis 
er Intensitat der Maxima zu der Intensitat des zwischen ihnen bei 0 = %,, 
as heisst bei 6 = 0 liegenden Minimums ist. 

Wenn wir die maximalen Intensitatswerte und den dazwischen liegenden 
imalen Intensitatswert laut (5) berechnen, erhalten wir fiir ihr Verhaltnis 
1 den oben gewahlten drei konkreten Fallen folgende Werte : 


1,04, 

aes =!) 1,38 , 

me | 219%. 
Dieses Verhaltnis waichst monoton mit e. “Also ist im Falle « < 40 A 
max/Lmin < 1:04. Demzufolge ist dieses Verhaltnis im Gebiet von (17a), in 


elchem ¢ zwischen 26 A und 34 A liegt, ferner in einem Teil des von 34 A bis 
18 A reichenden Gebietes von (17b) kleiner als 1,04. Die Genauigkeit der Messung 
ron Smax kann also sicherlich in dem Gebiet von (17a) nicht grésser als 
A(P max) | — 15’, im Gebiet von (17b) als AGO ay) | = 12’ sein. In dem von 
ig A bis 100 A reichenden Gebiet von (17c) werden wir mit einem Fehler von 
A(9 max) |= 3’,indem von (17d) mit | A(8max) | = 1,2’ rechnen, was gewiss 
iner milden Fehlerabschatzung entspricht. 

Wir suchen also den Fehler 


Ae FY oe te A (O max) - Bey aot : (21) 
d (Imax) 


Unier Benurune von (16), (2) und (7) haben wir, wenn wir fir cos P max 


cos 30° schreiben : ; ; 
: Seis aigeecnp sites d{0t ad sc 
d (Imax) ; d (52,ax) _d (Omax) 
er RSA ap Bey 208180 8 Va. cos Pinaxmy <<). 22). 
oy 4 cos® 30° - 1° BES Re Ro: eat io 


es TaD oc 08. anaes Ses 
See es dq | 
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wa und q berechnen wir laut (17a, b, ¢ baw. d) und erhalten : 


dq 


_# | _ 9.96. 102. [x-32- 0,67 — 
d (Imax) ¥ ; 
4 | 7.72. 102+ | x8. 0,75 — 1,60 «|; 
d (Imax) : 
| 224" | — 6,05. 102 -| 2-32 - 0,82 — 2,05 «|; 
I d (max) e ’ ‘ ; 1 » 
Oe Te 3d Te a VT me |. 
d (Omax) oe ; te 


- Aus dei Absebnteren 2 und 3 wissen wir, dass an ica einen Ran¢ 
"Gebietes von ve Ec 34 A, n= 0, 3 ist. Wir erhalten gemiss eee ss ebz ' 


fae 34 hoon. eae ee 


cen 393A, «« «y= 0.22601 


Bee = 
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Bei weiterem Anwachsen von e¢ wachsen | Ae) und der relative Fehler 


tieder, weil einerseits nach (23d) | de/d(%,,,,) dann wachst und andererseits 


Weil | A(P a.) | auch dann nicht wesentlich kleiner sein kann als 1’. So ist 


° 


fir ¢ = 400 A, im Falle von | A(# max) | = 0,5’, | de| = 293 A, also betragt 


her relative Fehler 73.2%. 


. 


5. Der durch Weglassen. der Dublett-Korrektion verursachte Fehler 


Das zur Einstrahlung des Praparates beniitzte Réntgenlicht — abweichend 
yon der Voraussetzung der Rechnung — ist nicht véllig monochromatisch. 
it entsprechender experimenteller Sorgfalt kann man jedoch erreichen, dass 
ler hieraus entstehende Fehler sich nur auf den Einfluss des Dublett-Charakters 
ler beniitzten Ka Strahlung beschrankt. Im Falle massiver Zylinderpraparate 
<ann man diesen Einfluss unschwer beriicksichtigen und ihn so aus dem Resultat 
oraktisch eliminieren. In der Brill—Pelzerschen Methode jedoch wiirde die 
Durchfiihrung dieser sogenannten Dublett-Korrektion nicht geringe Schwierig- 
seiten in der Rechnung verursachen. Offenbar haben Brill und Pelzer teils 
aus diesem Grund, teils aber um ihre Methode durch zu grosse Kompliziertheit 
nicht unbrauchbar zu machen, diese Korrektion nicht behandelt. 

Da die Dublett-Korrektion von #;, abhangt, fiihren wir unsere Abschatzung 
bei zwei verschiedenen Winkeln durch, namlich 30° und 60°. Fir die Rechnung 
enutzen wir die am haufigsten gebrauchte Cu Ka Strahlung. 

Vor allem rechnen wir die Differenz der durch die Kay und Ka, Strahlungen 
bestimmten Reflexionswinkel 9; und 9), 1, die sogenannte Dublett-Aufspaltung, 


aus. Da sin #, proportional zu A ist, so ist 


sinDne 4, — L541 4 og96 . (24) 


2 
sae ree Loar 


Wenn #;,, = 30° ist, dann ist auf Grund von (24) 945-911 = 5/20’. Bei 
Oni = 60° ist oa Cha = 1530”. 

Auf der Abszissenachse der Fig. 2 und 3 sind & — On, = A(Pn,3) in Winkel- 
graden und auf der Ordinatenachse die Intensitat der Debye—Scherrer-Linie 
in willkiirlichen Einheiten aufgetragen. Fig. 2 bezieht sich auf 9, = 30°, 
Fig. 3 auf 3,4 = 60°. In den Figuren ist je eine Kurve I(6) eingezeichnet, ferner 
deren zwei «Komponenten» und zwar diejenigen Intensitatskurven, welche 
dann entstanden, wenn das primare Licht nur die Strahlung Ka, bzw. nur die 
Strahlung Ka, enthielte. Die Kurven I(6) wurden durch Superposition dieser 
Komponenten erzeugt. Die Verschiebung der Ka, und Kay Kurven voneinander 
-entspricht der vorher ausgerechneten Dublett-Aufspaltung. Die aus der Ka, 
Strahlung stammenden Kurven sind doppelt so hoch wie die von der Kay Strah- 
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lung stammenden — dem Intensitatsverhaltnis der zweierlei Strahlungen en 


sprechend. Die Entfernung der Maxima der Komponentenkurven und ih 
relative Hihe, sowie die relative Héhe des zwischen ihnen liegenden Minimw 


haben wir mit den nach (5) berechneten Werten aufgetragen. Sonst ist di 


Intensitat 


Figs 2a oe 


gp Intensitat : 
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Fig. 2a, b baw. c beziehen sich auf e = 40, 100 bzw. 400 A, was daraus 
sichtlich ist, dass wir die Entfernung der Maxima der SM omuouce oni vee in 
nklang mit den im Abschnitt 2 fiir diese drei Falle berechneten 6°... Werten, 
d die relative Héhe der Maxima und des Minimums den im_ Abschnitt 4 
segebenen Werten entsprechend aufgetragen haben. Von den Figuren lesen 

den Winkelabstand der Maxima der resultierenden Kurve I(6) und einer 
n den zwei Komponentenkurven ab und bilden die Differenz dieser zwei 

kelabstande. Als A(P,,,) ist offenbar die Halfte dieser Differenz zu nehmen. 
ir Biconnen den hieraus entstehenden Aes Ae gemiss (21) und eee coed) 


Intensitdt 
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1 


tich auf e — 3-40 — 120 A beziehende Fig. 3a und die sich auf ¢ = 3 - 100 = 

= 300 A beziehende Fig. 3b mit Hilfe der in den Abschnitten 2 und 4 fir 

>= 40 A baw. e = 100 A angegebenen Werte zeichnen. 

3. Aus (22) ist ersichtlich, dass im Falle 3; = 60° die rechte Seite der 

tleichungen (23) mit cos*30°/cos60° = 5,196 multipliziert werden muss. 

) 4, Aus (7) sieht man, dass im Falle 3;, = 60° der Wert von q fiir « ebenso 

tross ist, wie im Falle?, = 30° fir e/3. Dementsprechend ist jetzt x fiir e = 120A 

»zw. 300 A ebenso gross, wie es im Abschnitt 2 fiir e = 40 A bzw. 100 A war. 
Unter Beriicksichtigung der Bemerkungen 3 und 4 erhalten wir aus 

Tig. 3a und 3b mit Hilfe der Gleichungen (21) und (23b und c) : 


A (max) = ee oe > und daraus. de oy ce ae, A, 
a, . + «, 


Der auf 120 A bzw. 300 A bezogene relative Fehler ist also 


Feng 4,2 %o, 
= | + 350 «, 


Wir bemerken, dass der auf 120 A bezogene Fehler illusorisch ist, es 
ist ja aus Fig. 3a zu sehen, dass in diesem Falle ein Doppelmaximum praktisch 
nicht wahrnehmbar ist. Aus Fig. 3a und 3b geht deutlich hervor, dass die Methode 
im Falle #, oe 60° schon ganz unbrauchbar ist. 


6. Schlussfolgerungen 


= In folgender Tabelle stellen wir die im Laufe unserer Uberlegungen 
yerechneten prozentuellen Fehler zusammen. Spalte 1 enthalt den methodischen — 
Fehler, welcher von der endlichen Wanddicke. des Zylinderringes herrihrt, 
Spalten 2 und 3.den Fehler, der dem Dublett-Charakter der Strahlung ‘zuzu- 
schreiben ist. In Spalte 4 befinden sich die zufilligen Febler, welche durch 
die von uns in dem Fehler 4r des mittleren Radius zusammengezogenen Fehler 
verursacht werden, Spalte 5 gibt die zufalligen Fehler an, die von der die Unge- 
nauigkeit der Entfernung der Maxima charakterisierenden Winkelunsicherheit — 
A(O ax) herrithren. Die methodischen — Fehler beziehen sich auf die Ausgangs- 
werte von ¢, also in der I.,II. bzw. III. Reihe der 1. und 2. Spalte auf 40, 100 bzw.. 
400 A, in der II. baw. III. Reihe der 3. Spalte aber beziehen sie sich — mit — 
den vorhergehenden Spalten gut yergleichbar — auf 120 bzw. 300 A. Die 
: mit dem mit der Wand- 
, also in Reihen. 


gufalligen Fehler (Spalten 4 und 5) beziehen sich auf die 
dicke verbundenen methodischen Fehler belasteten e Werte, 
‘II baw. III auf 39,3, 87,7 baw. 147,9 A. 3 


‘Acta Physica V2.0 


214 G. SCHAY und P. SZABO 


1 2 3 4 
Ursache Dublett-Fehle r 
des Fehlers | wWanddicke oes Ar A(®max) 
30° 60° 
I 2 —10 —— 9 40 
I 12 a a eee Ske ot a-88 
Ul —63 242-"]\ 350,47 be 


Die Beriicksichtigung der methodischen Fehler ist prinzipiell méglich, 
wenn auch nicht einfach. Ihre Elimination kénnte aber wegen der Grosse der 
zufalligen Fehler nur mit ausserordentlich grosser Ungenauigkeit geschehen. 
Aus den Werten der Tabelle mitssen wir die Folgerung ziehen, dass die Ver- 
-wendung der von Brill und Pelzer empfohlenen Methode mit der technischi 
iblichen Genauigkeit nicht zweckmassig ist. Auch im Falle der weiteren Ent~ 
wicklung der Messgenauigkeit bleiben die Methoden, die massive Zylinder- 
praparate beniitzen, ihr iiberlegen. Schliesslich kann keine Rede davon sein, 
dass mit Hilfe dieser Methode auch die Gestalt der Kristallite bestimmt werden} 
kann, wie es Brill und Pelzer [2] und Cameron [4] fir méglich halten. ) 

| 
: 
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The three observed effects supporting the general theory of relativity are interpreted 
a purely phenomenological manner. It is shown what kind of ad hoc assumptions about th 
Sects of the gravitational potential on physical quantities are suitable to account for the 
ree effects. : : 


I 


- § 1. The theory of general relativity has predicted three effects which 
jave been found to exist by experiments. The remarkable fact of predicting 
ese effects of widely different nature has, rightly, given a great weight to 
1e theory. In particular, it is most remarkable that the effects were predicted 
ithout ad hoc assumptions and the theory does not contain any adjustable 
arameters. oe : 

The great success of the general relativity is marred to some extent by 
1e extremely complicated mathematical apparatus it requires : The solution 
ven of the physically simplest problem in terms of the theory of general relati- 
ity requires most complicated calculations, and it is disturbing that the results 
ppear as a rule in formulae containmg very many terms, few of which have 
merical values sufficiently large so as to correspond to observable effects. 
Most of the laws of physics when treated in terms of the gerieral theory 
f relativity appear very nearly the same as in older treatments, in effect | 
nere are only three phenomena where measurable deviations have been pre-_ 
icted and found by experiment. In the present ‘article we investigate these 
ffects in a purely phenomenological manner. We investigate what small correc- © 
ons applied ‘to the classical laws give in the first approximation the same 
: y. Our procedure thus is completely ad hoc ; 
e do not therefore claim that the corrections found in this manner are deeply 
‘nificant. We do think, however, that an analysis of this type is worth while, 
: 1€1 s than that the formulae thus obtained are a guide as to - 
: mplicated formalism of the gene- 


orrection as the general relativit 


rat 
'for no other reasons prmiula 
he phenomenological content of the rather co 
theory of relativity. = Soke GAS 
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§ 2. The iperthelive motion of the planets. We cpneider the motion of a plane 
of mass m, around the sun. We assume Euclidian space and suppose that thi 
planet has an inertial mass m; and a gravitational mass Mg so that a 4 


pkgs a Mea 


yheré a, Be are for the’ moment not: further specified funetions of velocity a 
. SEE hee field, etc. We sapENeS are: 


OB 


ae “thus we suppose that ; ‘m; ee my differ oe slightly from moe < Nepteotin 
a motion of the central Hodes we can | write, aie: the equation: of motion of tk 
planet as. e , tee gas cs aes See teat ge < Res eR ‘ 
ee a 33 ee CMemer. 
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ad integrating the scalar product of (4) into ar, we have also 


eae >| 7 
pee et oe ks; (7) 


r = 2 +7? ge? (8) 


(9) 


|= +8 foe nal). 


fferentiating into t we get also 


Se RTS 


ay . 


es ea 
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where 5; eas 5. can be expressed in terms of s; aad s, and the coefficients of i) 
If the latter coefficients are all small, thus if k(s) represents only a small correcti¢ 1 
“werhavess Shur l: . Da Aes p | 

: 


We introduce further 


Thus 


de a en 


a l= a \? Oe y1—k; Ae a aD ae 


ad 
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Weglecting further higher order terms, we find 
ere T. 
on 1*2 
r= 5 (19) 


; : aay: 
(r, + ry) + (r2—7,) sin py — hc yeeamee lis 
4 TT. 


cos? y 


: 
trom (19) we see that r is a periodic function of 


y= (Ls) 9%, 


ve see therefore that 


2 me = 2 (k, + 3k, ) (20) 


ts the advance of the perihelion for one revolution. The perturbation caused 
by change of mass causes thus two effects. 1. The perihelion advance given by 
20), 2. a deformation of the ellipse. The latter deformation can be separated 
‘om the perihelion motion as follows. It we were to regard p as the «corrected» 
wimuth of the planet, then plotting r against the corrected azimuth p we 
et for k, = 0 an exactly elliptical orbit. (Neglecting of course terms of the order 
jc*) If, however, ks 0, then the orbit even after correcting for the perihelion 
motion by replacing y by yp remains still an orbit slightly differing from an 
ellipse. This orbit cannot be approximated by any ellipse with an error of the 
order of k3 only; the orbit given by (19) is slightly «egg-shaped», i. e. the 
urvatures at the perihelion and ephelion differ by a quantity of the order of 
kz. The relative difference of the curvatures is found to be. 


rT. | Loe “y. | : 1) 


§ 3. (1) We consider the case 


Sp (22) 
oe 
are. the correction of mass change according to the special theory of relativity. nee 


le have 


Fe ee - ee ae ee 
SY eee at al Poe ee ze r 
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OP ee ao 


thus apart from terms of higher order we find 


4aE 2a, < 
A Nace i Pe 5. Pe’ | 
thus for the sSanatE (22) we may put | 
2a? 
hoo he 
and with help of (20) : att ae : 
z 7 ye ae 
27e = 20 : 
. ep. 
‘Introducing further : Syl Se 2 cata as JE: 5 
Oa eh GaR, 


: cmhiere R and Va are the padi aod velocity of the corresponding cireular moi 
we. may write. 62 


an me 2 7 ” ; e ae ee 


Since ke : 0, ihe fs pectcbion 2) causes a a perihelion motion on witho ut 
cae of the ellipse. eer? ie 

ag (2) We | consider the motion of fe plat scoring to the general 

of relativity. The | ‘motion of the planet is foll 
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pore SE e+ alt om 


eveloping in powers of l/c? and neglecting higher powers, we have thus 


l(a 1 ast:2 = dr dr \2 
—} Seay Pees Lae y EER sige coat pS bi ose! 
P . ee ae elt ale 


n the above expression we may introduce ~ 
1 a : : 
5 v? = E + — + terms of higher order, 
: v2 ats : 


Si ale: ; 
ES = 2E+ a = Se + terms of higher order, Beate OG 
dt Bee rere gt ested Ree : 


3 e a: a on cSt 
sees S dr = — — — + terms of higher order. 
dt z Tz aie r rss iad aes : 
B We gel ie es oer 
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relativity. In other words, we can ask what choice of the functions a and B lea 
to the perihelion motion (30) and the orbit given by (19) and (29). > 
The possible choices for a and B are restricted through consideration 


of dimensions. The a and # may depend on velocity of the particle, (on the tran 
versal and radial components separately) on the gravitational potential, iz 


and possibly on acceleration and higher derivatives. We have thus to bui 
up 4(s)from the following quantities see eRe Ris = ieee a 


xe 1= = as5. 


opts eI ip ig oe ee 
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/ e. the exact relativistic motion can only be reproduced if we assume either 
hat the momentum depends explicitely on the transversal and longitudinal 
elocity or we have to assume the mass to change not only with velocity but 
so with acceleration. Both assumptions seem to be rather unnatural and 
herefore it seems, there is no simple way how to reproduce the orbit obtained 
»y the theory of relativity by simple mass change of the ,planet. If, however, 
ve do not try to reproduce the relativistic orbit but only the perihelion advance 
‘iven in (30), then we have more possibilities; we can e. g. get orbits which 
‘re exactly elliptical apart from the perihelion motion for 

| . 


kz = 0. (35) 


2 
aes 6a” 


| 
; 9 
: c2 [2 


[he latter result is obtained by any combination 


op—1=-, [4x + Be 
cz 


ee . 
a hoase 


—A+2B=6. 


[he motions arising from (36) show the same perihelion advance as predicted 
xy the general theory, the orbits do not show, however, the «egg-shape» pre- 
licted by the general theory. The egg-shape is for the actual planets so little 
ronounced that it is probably beyond the accuracy of astronomical obser- 


ation to detect it. Se 

- To make a reasonable choice of 4 and B in (36), we may assume a = f, 
i. e. we can assume that gravitational mass is proportional to inertial mass 
even up to terms of the order of 1/c?. Further, we can demand that for a constant 
gravitational potential the mass change should reduce to the change of mass 
with velocity predicted by the special theory of relativity. We may thus put 


in accordance with (36) 


tee a 
& Se eae | isk ee Vive ; e aoe ( : 
Thus postulating the mass -change (37) we can reproduce the perihelion motion — 

of relativity exactly ; experimentally one 


predicted by ‘the general theory epente 
could (at least in principle) distinguish between the motion arising from (37) 


: 


atiSU BARS 
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» 


“and that predicted by the general theory by investigating the exact shape | 


of the precessing orbit. The general theory of relativity predicts a slight deviati 
from the elliptic motion even after correction for the perihelion motion. 


hee 


I 


§ 5. The deflection of light in a gravitational field. The deflection of | | 
in a gravitational field can be treated phenomenologically either from the | 
point of view of wave theory or assuming the light to consist of photons, possessin 
inertial and gravitational mass. _ Ses ae qin i eae 
1. A fast moving particle of velocity v passing a gravitational centr 
. with a closest approach a receives a transversal momentum oe 


eee Tov s ToD 


: The longitudinal component of ‘the momentum is given by -: te % 


ion is given b 


eb # 


‘Thus the total angle of deflect 
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where c(r) is the propagation velocity of light at a distance r from the centre 
of the gravitating mass. Putting 


e=ef1— 7] (40) 


r 


swe get from (39), when solving the variational problem in the usual way, neg- 
lecting terms of the order of 1/c*, for the deflection of the ray 


PAL 
Gs 


To 


Thus the deflection predicted by the general theory is obtained if we put 
ap 201 Co or c(r) = co (1 + 24/c?). 


The above result can also be interpreted phenomenologically by assuming 
that the space has a dielectricity constant e(r) and a magnetic permeability 


u(r), so that 
e(r) u(r) 1 — Ay les 
the most symmetric assumption is thus 
e(r) = b(n) ~ 1 — ye. (41) 


§ 6. The gravitational red-shift. According to the theory of general relativity 
an atom placed in a gravitational field emits lines with slightly smaller frequen- 
cies than without the field. The theoretical shift is given by 


y= ¥9(1 + x)¢*). es (42) 


The latter effect can, at least qualitatively, be brought into connection with 
the mass change deduced from the perihelion motion. From equ. (37) it follows 
that the mass of a particle increases when it is brought into the vicinity of 
a great gravitating mass. In this way the electrons of an atom increase their 
jnertia when brought into a gravitational field and the frequency of their oscil- 
lation decreases. According to a purely. classical concept we may put for the 


frequency of oscillation of a harmonic oscillator 


ae aki ARE 
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where F is the force constant. If we assume that F is not affected by the gravi- | 
ation, we have » ~ m~—!’, thus from (37) for v= 0 


1 


pro = (1— 2x/e) 2 ~1 47/2 


we get back the result (42). The above derivation has its weakness because | 
the assumption that F does not change cannot be taken as very natural. 

We can consider the problem from the quantum point of view. For this || 
purpose we have to consider Schrédinger’s equation and see what modification | 
can be expected in a gravitational field. As the gravitational field can always | 
be regarded to be homogeneous inside the space occupied by an atom, the| 
problem reduces simply to replace the constants occurring in the equation, | 
i. e. A, m, c by slightly different numerical values, the changes being due to} 
the perturbation of the gravitational field upon the atom. We denote thus 
the values without gravitational field with a suffix 0; i. e. we write fo, mo, 
¢, for the values of the constants in a part of space where 7 = 0. Thus the unper- 
turbed Schrédinger equation can be written 


As cae a) 
Vi + Vo(to) — iho 5 


Mg is 


oo | 
Wo (To, to) = 9, (44) 


where we write ry and t, for coordinates and time expressing the absence of 
a gravitational field. In the presence of a gravitational field we shall also use 
three coordinates with suffix 0, in the latter case they are meant to represent 
- coordinates measured out with rods and clocks, corrected for such deformations 
and changes of rates as the gravitational field may happen to cause. The Schré- 
dinger equation thus may be written in the presence of a gravitational field 


EE Bele, oan . is 
Ean a V (ro) Rare (To, to) = 0.. . Se 


If the gravitational field causes siteples contractions and slotting down of motion 


we have iON 2 


V (To, to) = pa (aro, Bre) 3 pt (40) 
eee if a S 1, the field causes contraction of length Sopridtce faa if ee < a 
it causes a slowing down of processes. 


The effect of the gravitational field upon the potential. may be takel 


_to be the same as if the system was immersed into a dielectric with dielectric | 
constant. € given, in (41). Thus we may put ) 
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troducing (46) and (47) into (45) we get 
Sey gees ~V (ta) — ih Yo (470, P to) = 0. 
2m Ol 
ranging the variables into 


e can also write 


2m 


eee ye ou e. 
SS Sel alten’ 


; in the coordinates, thus we can assume — 
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(48) 


(49) 


. potential can be kan to be a hort ecccous fanetion of the order minus 
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we may also write, neglecting higher order terms 


2H —-M+A=2, 


Eliminating say H, we find 


chs ea ee 


ee = 


‘Thus one © possiblity for consistent hanges i is given by 


m= mga emy, €= 12a 


EINE NAHERUNGSMETHODE VOM WKB-TYP 


Von 


I. FENYES 
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND-EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 21. III. 1955) . 
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Die von Fliigge und Marschall eingefiihrte Deutung der WKB-Methode ermdglicht 
, bei der nullten Naherung nicht von der klassischen Punktmechanik, sondern von einer 
yenfalls klassisch anzusprechenden, aber mit der Wellenmechanik eher vertraglichen Naherung 
iszugehen. Obwohl die sukzessive Approximation nach Fliigge und Marschall im allgemeinen 
eichfalls nicht konvergent ist, so lasst sie sich immerhin zur Kontrolle der.Genauigkeit der 
swahlten nullten Naherung verwenden. Die vom Verfasser vorgeschlagene Methode eignet 
ch bei Verkniipfung mit dem Variationsverfahren auch zur einfachen, naiherungsweisen 
estimmung der Eigenfunktionen von angeregten Zustanden. 


-1.In einer friiheren Arbeit wurde vom Verfasser nachgewiesen [1], dass 
ie bei der WKB-Methode vorgeschlagene Reihenentwicklung nicht existiert. 
m gleichen Ort wurde auch die Méglichkeit einer existierenden Reihenent- 
‘icklung erwahnt, doch stésst die Anwendung der so gewonnenen Methode 
neistens auf praktische Schwierigkeiten. In der vorliegenden Arbeit soll nun 
f die Méglichkeit einer — in den klassischen Umkehrpunkten ebenfalls diver- 
nzfreien — Methode vom WKB-Typ hingewiesen werden, die auch hinsichtlich 
er praktischen Anwendung dusserst einfach ist. Der Grundgedanke der 
euen Methode beruht auf jener Form der WKB-Methode, wie sie im Buche 
on Fliigge und Marschall [2] dargelegt ist. Diese Grundform geht nicht von 
er tiblichen Reihenentwicklung aus, sondern die Reihenentwicklung erscheint. 
ier bereits als Folge. Falls man jedoch zur Bestimmung der nullten Naherung 
icht die klassische Punkttheorie verwendet, so gelangt man zu einer Naherung, 
ie von der urspriinglichen Lésung der WKB-Methode abweicht. 

Es sei auch jetzt die eindimensionale Schrédinger-Gleichung 


Af" + prf=0 ep te | () 
erangezogen und die Substitution | eee } : 


ngewandt, dann erhalt man statt Gl. (1), folgende Riecati-Gleichung : 


% heh yt: Se Le eas Bee & (3) 
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({2], S. 153), die Gl. (3) mit einem vom iblichen| 


Fliigge und Marschall versuchen 
als nullte Naherung 


abweichenden Iterationsverfahren zu lésen. Setzt man Yo 
von y, so ist yy durch eine Korrektion y, 2u erganzen, die auf folgende Weise} 
bestimmt werden kann : 


Ay =pt—(y° ty.) - (9) 


U 


Beriicksichtigt man, dass y, im Vergleich zu yo klein ist, so kann y?, in Gl. (4) 
vernachlassigt werden. Wenn man als nullte Naherung den klassischen Impuls) 
wahlt, ergibt sich (bei Vernachlassigung von ys): 


| 
h | 
0 i SE | 


Das Verfahren lasst sich weiter im Sinne von Gl. (4) fortsetzen, und so wird! 
man im allgemeinen das n + I-ste Korrektionsglied auf Grund der Formel 


Se (2 21+ Yana) | 
j=0 


U j=0 


‘berechnen kénnen. Vernachlassigt man y,,,, 50 wird man bei der Wahl yo = 
= + p eben zu der in der WKB-Methode tblichen Reihenentwicklung gelangen. 

2. Es sei nun jene geeignete nullte Naherung gesucht, von der man aus- 
gehen kann, ohne in den klassischen Umkehrpunkten auf Divergenzschwierig- 
keiten zu stossen. Zu diesem Zwecke sei nach der in [1] angegebenen Methode 


y in einen reellen und einen imaginaren Teil zerlegt : 


aiaels : (6 
u ee 
Rag 


Se 


In diesem Falle lassen sich die Eigenfunktionen der Gl. (1) in folgender Forn 


ansetzen : 


pe 


cos Lp jue + | cot Som ee: (7 


pahye 


PORION 


Da sich der Ablauf von u aus den auf f beziiglichen Nebenbedingungen — zumin 
dest qualitativ, hinsichtlich der hauptsichlichsten Eigenschaften — ablese 
lasst [1], [3], kann man feststellen, in welchem Verhaltnis u und p zueinande 


s 


EINE NAHERUNGSMETHODE VOM WKB-TYP 231 


iehen. Es kann namlich u folgendermassen durch f ausgedriickt werden [Sel 


r+[J © ax} : . 


o C und x, beliebige Konstanten sind. Als Beispiel sei hier auf die Berech- 
angen von Lentet [4] verwiesen. Wegen des grossen Unterschiedes, der zwischen 
jund p besteht, ist es viel zweckmassiger, als nullte Naherung eine solche 
pfinite Funktion P zu benutzen, die im klassischen Bahnbereich u gut approxi- 
Hert (dadurch wird gewahrleistet, dass hier P auch u gut anndhert), wahrend 
, wenn man sich von diesem Bereich entfernt, so Null (eventuell einem end- 
then Wert) zustrebt, dass sowohl. die Quantenbedingung 


| Pdx == kha : (9) 


s auch die auf f beziigliche Normierungsbedingung erfillt wird. Diese lautet 
so in nullter Naherung : 


= an cos| [Pato 3 on (10) 
Obwohl hier scheinbar die Wahl von P ganz willkiirlich war, ist dies jedoch 
tsachlich nicht der Fall. Es darf namlich nicht vergessen werden, dass es 
endlich viele u gibt, von denen jedes zu derselben Eigenfunktion fihrt [3 |, 
], so dass die fir P erwahnten, allgemeinen Bedingungen geniigen, dass 
dem Ablauf irgendeiner der u-Funktionen in hinreichender Weise folgt. 
mit nahert das so gewahlte P trotz seiner poe Wahl besser als p das 
atsprechende wu an. 
Es sei jetzt auf das von Fliigge ‘und Marschall angewandte Iterations- 
rfahren zuriickgekommen. Es sei in nullter Naherung 


See | ey 


Depekp? 2 | 
ee ee ere a =e | 


" ae : ” t = Se 7 : h 2 
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Trennt,man den reellen und den imaginaren Teil, so ergibt sich : 


P’ =2(P 


u “Se Vv 9 
| 5 Pi 


P’ 2 
P+u)+H(—35 +a]. 


Wird das Quadrat der Korrektionsglieder vernachlassigt, so lassen sich uy, undi 
v, aus den beiden Gleichungen berechnen, ferner kann man bei Heranziehung! 
von Gl. (5) auch die Korrektionen héherer Ordnung bestimmen. Doch ist es 
iiberfliissig, all dies hier ausfihrlich darzulegen. Das Iterationsverfahren naek 
Gl. (5) konvergiert namlich im allgemeinen nicht, so dass es im Vergleich z 
urspringlichen WKB-Methode lediglich den Vorteil aufweist, dass die Gl. (12)) 
an den Grenzen des klassischen Bahnbereichs nicht unendlich wird. Die Konver-) 
genz des Verfahrens kann deshalb nicht. gesichert werden, weil der Umstand| 
dass P das u gut approximiert, noch keineswegs gewahrleistet, dass P’ aucl 

u’ gut approximieren wird. Vorausgesetzt, dass das zweckmassig gewahlt 
P so beschaffen ist, dass P das u und P’ das w’ gleichzeitig gut annahert, § 
kénnen die weiteren Naherungen dennoch schlechter werden, da namlich das 
Verhaltnis u~ P und u’ ~ P” dies nicht zugleich auch fur die héheren Ablei 
tungen sicherstellt. So ist denn das Iterationsverfahren nach den Gln. (4) unc 
(5) im allgemeinen nicht geeignet, die exakte Lésung mit beliebiger Genauigkei 
anzunahern. Trotz alledem lassen sich aber die Gln. (4) und (5) dennoch mit 
Nutzen verwenden, u. zw. als Kontrolle fir die Richtigkeit der Naherung nael 
den Gln. (11) und (12). Wenn es gelingt, ein entsprechendes P zu finden, dam 
werden die sich aus der Gl. (4) ergebenden Korrektionen klein sein. Die nullt« 
Naherung der Gl. (12) ist also desto besser, je kleiner u; im Verhiltnis zu P un 


je kleiner v, im Verhaltnis zu — 3 Pp ist. Man muss also mit mehreren P Probe 


ausfiihren und jenes wahlen, das nach dem Gesagten die beste Naherung cewaln 
leistet. apg : 2 
3. Schliesslich sei iiber die praktische Bestimmung von P folgende 
-erwahnt. Bekanntlich ist die Bestimmung der Eigenfunktionen von angeregte 
_. Gustanden mit dem Variationsverfahren — bei Beriicksichtigung der Orth 
gonalitatsbedingungen _— eine praktisch schwer zu lésende Aufgabe. Wen 
man indessen fiir den auf die Eigenfunktionen beziiglichen Ansatz die eiattell ch 
Form» in Gl. (10) wahlt, dann wird man sozusagen in einem ‘Augenblick d 
_ Naherung des ganzen Eigenfunktionensystems des - betreffenden Problem 
_ erhalten. Es sei namlich Sey Sa ae mate EE hed Cae 


aoe cnt 
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lo a und b unbestimmte Parameter sind. Wendet man auf Gl. (13) die Quanten- 
»dingung (9) an, so ergibt sich 


{ P(x,a,b) dx = g (a,b) = kha. Po Eo UAN 


lieraus lisst sich z. B. bmit Hilfe von a und ausdriicken : 
| by = b(k, a), 
Is 9 ist 3 
: P(x, a,b) = P(x.0,5(k, o)) = Pls Fete) a (15) 


das ‘Energieintegral des k-ten Zustandes Jautctss : 


By = E(k a) Te ae (16) 
diese Weise kann a. aus den Gleichungen_ 


OE, 


. Oa, 
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JIE BESTIMMUNG DER RADIALEN UND AZIMUTALEN 
TEILE DER NULLPUNKTSENERGIE BEIM 
STATISTISCHEN ATOMMODELL 
Von 
I. FENYES 
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND-EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 21. II. 1955) 


Der radiale und azimutale Teil der kinetischen Nullpunktsenergie kénnen beim statistischen 
\tommodell ohne jede besondere Annahme berechnet werden. Das Verhialtnis des radialen Teils 
um azimutalen betragt 1: 2. 


: 
: 
| 


1. Der von Weizsdcker [1], [2] korrigierte Ausdruck der kinetischen 
nergiedichte des statistischen Atommodells lautet wie folgt 


U—Ur+ Uy, (1) 
wo ; 
; 3 (3\28 kh 
a ares Sears (8 | om | (2) 
0 \2 m 
die Fermische Nullpunktsenergie und 
2 2 ; 
De oe ee (3) 
8am 


(Weizsackersche Korrektion) sind. Nach 
] erwies sich jedoch die Weizsickersche 
Energieausdruckes 


die sog. Inhomogenitatskorrektion 
den Berechnungen von Sokolov [3 
Korrektion als zu gross, weshalb eine weitere Korrektion des 
(1) notwendig war. Die weiteren Korrektionen wurden von Gombds ausgefihrt 
[4], [5], wobei der Nachweis erbracht wurde, dass Ur und Uy einen gemein- 
samen Teil enthalten, der auf diese Weise im Ausdruck (1) zweimal vorkommt. 
Auf Grund plausibler Annahmen stellte Gombds den Ausdruck fiir diesen gemein- 
samen Energieteil («kinetische Figenenergie») auf und gelangte nach dessen 
Subtraktion von der Gleichung (1) zu Energiewerten, die sehr gut mit jenen 
der Wellenmechanik iibereinstimmen. Zur Bestimmung der erwahnten Korrek- 
tion bedarf es der gesonderten Kenntnis: der radialen und azimutalen Teile 
der kinetischen Energie, da ja der gemeinsame Teil von Up und Uy nur in 
den radialen Komponenten zweimal vorkommt. Gombds hatte zuerst ange-_ 
‘nommen [5], dass das Verhaltnis zwischen dem ra : 
eil von Up 1:1 betragt, neuerdings wies er aber darauf hin [6], dass die 
Annahme eines Verhaltnisses von’ 2 :1 viel plausibler ist. - 
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dialen und dem azimutalen — 
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Im nachstehenden soll gezeigt werden, dass das Verhaltnis zwisches) 
dem radialen und azimutalen Teil von U; ohne jede besondere Annahm« 
berechnet werden kann und tatsdchlich 2 : 1 ist. Zur Ausfihrung der betreffenden 
Berechnungen seien die Ergebnisse einer friheren Arbeit des Verfassers [7 
benutzt. In dieser Arbeit wurde die wellenmechanische Ableitung der ver} 
schiedenen Formen. des statistischen Atommodells angegeben und u. a. aucli 
die Gruppierung der Elektronen des statistischen Atommodells nach Neben: 
quantenzahlen vorgenommen. (Die hierbei erhaltenen Ergebnisse stimmten 
vollstandig mit den Resultaten der Berechnungen von Hellmann [8 | tberein.., 
Fir das gegenwartige Problem besitzt dieser Umstand insofern eine Bedeutung 
als in der Gruppierung nach den Nebenquantenzahlen die der Fermischen 
Nullpunktsenergie entsprechende Energie automatisch in einen radialen und 
in einen azimutalen Teil zerfallt. Da das sich von 0 bis L erstreckende Integral 
dieses Energieausdruckes gerade die Fermische Nullpunktsenergie liefert 
erscheint es als auf der Hand liegend, die Integration fiir den radialen und fix 
den azimutalen Teil gesondert auszufiihren. Auf diese Weise erhalt man U, als 


Summe von zwei Gliedern, namlich 


Up = U; _ UW; 2 | 
wo ) 
der radiale und 

: | 
U, aay U; ; 


der azimutale Teil ist. 
2..Es sei nun der wellenmechanische Energieausdruck - 


ae Rete te cy ae 
E=—eV + nae Sh ra 
; _ 2m u 82%m f : @ 

der kugelsymmetrischen Probleme betrachtet, wo 2 ff: ae r-fache gE radialet 
Eigenfunktion und _ He ae . eS 
. oh ViG+T peg Ct ag 

ist. Um aus dem dritten Glied des Ausdruckes (4) den klassischen kinetischel 
Energieteil La a aan Hae OA CR es ee 
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von dem aus der Inhomogenitat herriihrenden Teil trennen zu kénnen, muss 


fin der folgenden Form geschrieben werden [9 }: 


f= cos |= |pedr +8). (6) 
a . 
eee ae (7) 


Das hier’ vorkommende p, ist ein mégliches wellenmechanisches Analogon 
des radialen Impulses, das mit dem Verschwinden des aus der Inhomogenitat 
herriihrenden Teils in den klassischen radialen Impuls tibergeht.. Auf diese 
Weise erhalt man 

2 " 2 " 

bh? f bis Py 


ea e ; ; 8 
827m f 2m P. ( ) 


822m yp 
also ist 
PA h2 y" 


2 
Bs Heh Py Pe ee 
2m. 2m— 82? m 


(9) 


Es ist nunmehr offenkundig, dass bei der Einfiihrung der Weizsackerschen 
Korrektion ein Fehler begangen wurde, als das Energieglied p;/2 m_ sowohl 
bei der Berechnung von U; als auch bei der von Uy beriicksichtigt wurde. 
U; ist namlich nichts anderes als die Summe der klassischen kinetischen Energien 


der einzelnen Elektronen : 


pe pi _ Pe 
— 2m 2m 2m . 


(Die Summierung wurde nach der Fermi-Statistik durchgefihrt.) Anderer- 
seits ist Uy die Summe der in Gleichung (8) beschriebenen «Quantenpotentiale» 
der einzelnen Elektronen (wobei die Summierung nach der Bose-Statistik durch- 
gefihrt wurde). Das Glied p?/2m kommt also in beiden Summierungen vor. 
Da das Auftreten des Energiegliedes U; die Giltigkeit des Pauliprinzips gewahr- 
leistet, ist die Beriicksichtigung von p;/2m im Ausdruck fir Uy offenbar ~ 
jiberfliissig. Mit diesen Bemerkungen sollte der in der Weizsickerschen Korrek- 
tion vorkommende Fehler lediglich qualitativ veranschaulicht werden. Nunmehr — 
sei zur Bestimmung von U, und U, iibergegangen. 3 Cone 
Nach dem in [7] beschriebenen- Verfahren ist __ 


oh. 
Pe 


Ure [pit ad 0)" 


~ 
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wo > 4 
dn) = —_v—* dprd 
; rary an RES Pr 4P¢ a 


ist und sich die Integration tiber p, von — pi bis +p, die ber p, von 4 
\p2 — p? bis a Vp2 — p? und die iiber | von ? 0 bis L erstreckt, und aes fo 


gendermassen definiert ist. <= a | eo | 
ho VEEF)) | a 
ae I 


Be ee | A 
Integriert man feel iiber 1, so erhalt man die kinetische Energiedichte 
Elektronen mit der Nebenquantenzahl / wie folgt * stint See 


ere = ee 
SE ee ee | 


Also ist 
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nd schliesslich 
4 eee 
Ua | Ua [ve an mi [pi | pi — pP dp: = 
3 on 
ee Anh Aon Cemre i Ke: 
as mh - 3.5 : cP | ph — pi 
ie Re eae pees = 
ae : OS be Up. : ay ; 17). 
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The relationship between the time variations of the earth’s magnetic field and the corres- 
yonding variations in cosmic ray ionization has been looked into by Messerschmidt, by Forbush, 
yy Hess, by Hogg and by Lange and Forbush among others. Striking effects during magnetic 
torms have been reported but quite a few occasions exist when no such effect could. be detected. 
4 method to characterise the cosmic ray values recorded in a day in analogy with magnetic 
variations at an observatory is given. The cosmic ray indices have been calculated from Lange 
md Forbush’s two hourly mean readings at Huancayo for all days in 1940 and for magnetically 
jisturbed days from June 1936 to December, 1944. The values have been shown against total geo- 
magnetic indices of the world and dot diagrams also plotted. In the daily cosmic-ray indices 
for 1940, the dot diagram does not point definitely to any relation, i. e. the scatter is too broad. 
‘n the dot diagram for the disturbed days there is a sort of general increase of world geomagnetic 
ndices and cosmic ray indices. But the increase seems to fall into two branches, one where the 
sosmic ray index is large and the magnetic index is relatively small-and the other where the 


sosmic ray index is comparatively smaller but the magnetic one seems to dominate. More definite 


sonclusions may be possible if data from other observatories are also analysed. 


For more than fifteen years, the daily magnetic variations at several indi- 
vidual magnetic observatories have been put in the form of three hourly indices. 
Based on a selection of the observatories, a world mean of the daily magnetic 
indices has also been published regularly. If character figures or indices for 
cosmic rays could be evaluated, it would help investigations on the connection 
between the geomagnetic field and cosmic rays. Among the published data — 
on cosmic ray ionisation, two hourly mean values over a period of years for 
cayo given by Lange and Forbush [1] seemed most promising. 

The geomagnetic latitude effect on cosmic rays was established by Clay 
showing that the primary cosmic rays are charged particles. As space variation 
of the earth’s magnetic field had influenced the cosmic rays, the effect. of the 
time variation was also looked for. Messerschmidt [2] and Sieinmaurer and 
Graziadei [3] found a small decrease during magnetic storms. Forbush [4] and 
following it Hess and Demmelmair [5] showed that the cosmic ray observations 
t Huancayo (Peru) and at Hafelkar (Innsbruck) had got affected during the 
ame magnetic storm of 25th to 30th April, 1937 showing a specific time effect 
f the geomagnetic field. Chapman [6 | sugge 


Huan 


% * See p. 492 et aa H. Elliot, Progress in Cosmic Ray Physics, 1952, Amsterdam, for 
pelelatled account. oe a si Ronse RRM 


ats 


sted that these studies may determine: — 
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the current rings in the higher atmosphere or even outside it. Hess, Stetnmaurei 
and Demmelmair [7] studied the cosmic ray changes at Hafelkar in the magneti/ 
cally disturbed period 16th — 26th January, 1938 as recorded at Vienna-Auhoi 
and concluded that «there is very close parallelism between the variations oj 
H (Magnetic Horizontal Force) and J (Cosmic Ray Ionization). The correlation 
coefficient as calculated from the curves is 0,72.» Forbush [8] discussed th 
events of 1937 and 1938 after Chapman’s suggestions. 

While the magnetic storm of January 1938 provided good relationship. 
the other magnetically disturbed period 19th — 27th August, 1937 showed 
little change in cosmic ray ionisation. Assuming the ring systems about th 
plane of the geomagnetic equator, the rings that affect both the magnetic field 
and cosmic rays were found to be bigger than those that affect only the magneti 
field. Forbush also stated that «the significant correlation between changes im 
daily means of cosmic ray intensity, for two stations separated by 50° in latitude. 
probably results from the same mechanism responsible for the magnetic storm 
effect». Hogg [9] discussed the cosmic ray data from the Commonwealth Sola 
Observatory at Canberra and the magnetic storms from 1936—39 and concluded 3 

a) Major deviations of the cosmic radiation were always negative in sign, 

b) Such major deviations were, in their great majority, if not in all cases. 
associated with disturbances in the earth’s magnetic field. 

c) The cosmic radiation disturbance usually becomes apparent a fou 
hours after the onset of the magnetic storm. . $1 

d) Magnetic storms were in all cases accompanied by a decrease in coum 
radiation intensity, ranging from one-half per cent to five per cent. 

e) The greater the range of H during the storm, the greater, on the average, 
was the cosmic ray disturbance... 

f) The average course of a cosmic ray disturbance bears some broad 
se aiablenbe to the course of a magnetic storm. 

Comments at the end of the above article and reply (Forbush. p. 56; 
Hogg. p. 57) indicate doubts and confidence in the results. Hogg [10] practically 
confirmed his stand. 

Lange and Forbush [11] described the cosmic ray results from Huaneayo 
and Cheltenham from February 26th to March 10th, 1942. They found an 
appreciable decrease during the sudden’ commencement of the magnetic storm 
and found that cosmic ray «curves are much like those for the average storm 
time variations in magnetic horizontal intensity». The seca eues apier to 
time variations as large as a day. ois 

- Lange and Forbush [12] stated that they had doubted chet own eth 
‘vations of February 28th and March 7th, 1942 when an increase of cosmic ra) 
ionisation had been shown by the Cheltenham curves but that the independent 
observations of Berry and Hess [13] of an increase at Norfolk (Virginia) altered 
ae view-point. Lange ake Posies found: that such unusual cosmic Tay jioni 
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ation increases had taken place at Cheltenham (Maryland), Godhavn (Green- 
and) and at Christchurch (New Zealand) but not at Huancayo (Peru). However, 
he cosmic ray decrease during the magnetic storm was shown at all the places. 
Forbush, Stinchcomb and Schein [14] connected these cosmic ray ionisation 
creases with contemporary solar flares (February 28th, 1942 from Sherborne 
md Greenwich records and March 7th from radio fade-outs) and furnished 
‘wo other examples, of July 25th, 1946 and of November 19th, 1949. On July 
‘5th, 1946 even Teoloyucan (Mexico, Geomag. Lat. 29°. 7 N) showed no marked 
posmic ray increase. On November 19th, 1949 Climax (Colorado, Geomag. Lat. 
. 1 N, 3500 m) showed a phenomenal increase amounting to 180% of its 
sual value. These short-period effects last but for a few hours and the number 
f such short-period recorded events has not been large. 

Choosing selected events and epochs, comparison has been made as 
between the geomagnetic field and the cosmic ray ionisation. The daily mean 
value is another entity which suggests itself for comparison. But fluctuations 
during the course of any one day or a period of time apart from the daily mean 
value is what is aimed at here. 

Method Adopted. If there be no regular variation, the sum total of the 
average deviation at fixed intervals of time for a whole day might be taken to 
be a measure of the fluctuations. As there is a perceptible diurnal variation 
of cosmic ray intensity, it would be possible to superpose this effect of 
diurnal variation (corresponding to the winter, summer and transition 
months) on the daily mean value before the average deviation is obtained. 
To the daily mean value of the cosmic ray intensity, the values of the diurnal 
Variation at definite time intervals are added, so that the resulting figures 
represent the new base curve without altering the day’s mean value. The 
deviations of the actual observations from this base curve of the day are used 
and the total arithmetic sum of the deviations is obtained. If a, is the devia- 
tion, then > a | is the total average deviation for the day. If over along 
period a,’s are distributed. normally, 2 | a, is uniquely related to Y a; (sum 
of square deviations). For cosmic rays the day’s total may be indicated by 

es eee . : . : 
E In determining the magnetic indices for a whole day, the measure used 
can be taken as K = 2 | b= O44 ; where b, is the deviation. In normal 
distribution K is uniquely related to » b?. In the magnetic curves, 5b,’s are 

not linear measurements. As the magnetic curves are obtainable continuously, 
the maximum fluctuation during a given time interval is used. In the cosmic 
ray jonisation the published data refer ‘to two hourly mean values only. Linear 
eviations at definite epochs have been taken to get I. The difference introduced | 
ry not be large except for short-period fluctuations. eae Sot 


"Lange and Forbush have published the intensity of cosmic ray ionisation 
of all rays together. Huancayo is very near the geomagnetic equator. It can 


244 S. L. MALURKAR 


be assumed that the published values give a fair representation of both hare¢ 
and soft cosmic rays, i. e. the variations take account of hard rays also. 

The northern winter months are : November, December, January ani 
February ; the transition months are : March, April, September and Octobe; 
and the northern summer months are from May to August. To determine th 
means of two hourly mean values, only those days for which all the twelv) 
two hourly mean values were available were taken. Months, for which dat} 
of more than five days were incomplete, were rejected for calculation of means 
The daily variations for the different seasons were obtained from these means 

In the following Tables a daily comparison is made between the tote 
daily Cosmic Ray Indices (J) and the total daily world geomagnetic indice} 
(K,). In Table A every day in the year 1940 has been taken, while in Tabll 
B the magnetically disturbed days at Huancayo in the period June, 1936 ti 
“December, 1944 (excluding 1940) have been considered. The values of K fa 
1937, 1938 and 1939 are from Terresirial Magnetism and Electricity and fe; 
later years from Publications of the International Association of Terrestri« 
Magnetism and Atmospheric Electricity. In Table B brief descriptions of mag! 
- netic disturbances based on data by Johnston, McNish, Forbush, Scott, Balsan 
and Ledig [15 | are also set out. 

Corresponding to the two Tables two dot diagrams are given. The ‘ 


diagrams do: not indicate any definite relationship on all days. In 1940, Mare 
24th and July 25th were disturbed both for geomagnetic and cosmic ray data 
On March 25th and March 30th the magnetic indices were relatively lar; 
without I being large. On January 24th, April 12th, May 27th, October QT. 
and November 28th I values are large while K is relatively small, in particula 
for April 12th and November 28th. 

In the dot diagram for magnetically disturbed days only there is a generé 
tendency (but not a very marked one) for I and K to increase together. At highe 
values of I or K the relation is not obvious. If the dots with I larger than 5 
and K less than 45 are considered, the scatter can be considered to indicat 
- that I and K increase together. Again excluding the values of those include 
above and excluding those with K less than 32, another sequence with I an 

K both increasing together may be found. In the latter the values of I az 
much smaller than in the first instance. The very great magnetic storm ¢ 
March Ist, 1941 belongs to the second category while the magnetic storm « 
March Ist, 1942 belongs to the first. category when (I)-had a large value. ; 
As such it will be difficult to classify the different types of magneti 
storms with the cosmic ray. indices. By the very nature of the work here, th 
longer lasting events in cosmic rays and geomagnetism have been consideret 
The short-period one like the solar flare effect would need a study of the who 
curve. As quite a large. number of not easily accountable fluctuations occt 
ie the continuous pocorn ds: et cosmic rays and pecomnenettam, one to" ‘one corre 
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dence will be difficult to establish. Only in a few isolated events, it may 
re possible to attribute the changes uniquely to some particular influence. 


> 


Cosmic ray records of other observatories might shed more light. For 


fuick calculations, as the diurnal cosmic ray changes are not considerable, 
he average total deviation from the mean value of the day itself might be 


aken as an approximate value for (J). ; 
Additional Note. Dr. S. Raghava Chary and Dr. U. Rawenohan Rao have 


- kindly calculated the correlation coefficients between T and K, 


<— 


Table x: 


J anuary . 


February 


March heen 


April .... 
May a ose 
Jane .é-. 


July 2.22. 


. August . 

, pane: cee 

_ October : 
a8 - November . oe ae 
Bes De 
ee Year 1940 


ewe ee 
er er 
eee eee 
ttreee 


SO 


eae 


0,1877 
0,0079 


-0,5268** 
0,5354"* 
0.0546 - 
+ 0,5506"* 
-0,1008 


0,3437* 


-0,1762 «> 
<20,0308 5-32) 
_-0,2852** 


Table B 
For’ all disturbed days 
0, 3855*** 


01% level, 
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TABLE A 
Year 1940 


January’ February March April 


i I K I ee I eG Ferrie eee 


35,2 15,9 ice ney 25,9 11,7 55,5 34,9 
48,5 17,8 46,3 22,3 35,7 8,7 56,1 22,7 
“55,2 29,7 | 30,8 | - 20,8 37,1 12,2 69,5 | 40,2 
49,0 24,9 35,3 12,1 36,9 Wee 50 Saas 29-0 
: 16,4 20,0 6,505 =: 482-1 516,7" 
41,5 24,2 39,4°| 20,1 | 43,9 6,5 41,5 14,4 
MOS 21,7 33,2 AG ei 09,65 | 38,804 6,8. 
$0.1-| 15,9 |> 378| 1707} 475° | 164 | 2 359° |" <7. 
saa 17,3} 9? 30,9. bs, 13,8: 48,7. cag Bh a 5,6 
Bio | 353 |, 258 | -407.|- 116:-) © 393 |. 106. | 294.) 23,3 


we wean nn F&F WwW NS & 
ur 
on 
nN 
_ 
ies) 
- 
oo 
> 
= 
J 
uw 


Bie | 285 1S -96,1-ts 476} 15,61 aot cB. 801. tes 
ee Al af O67 | 88 = 21,82 dee 15,2 te 67,6 V9 


“f- 108 | 52,2 | 156-7448 | 161 | 423°] 
peers 108 | 23,9 | 187. | - 52,0, | 
13,8 | 25,3, 
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TABLE A 
Year 1940 
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TABLE A 
‘a Year 1940 
‘a September | October : November December 


Pee ee ——_—- 


Ts 9 es ean eae CN 


og" oo 
, 
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TABLE B 


A rather severe magnetic storm bean 0841 hr, 18th; increased 


> 0125 hr, 19th and ended 0730 hr, 20th. Range : H- 326 Vi: Z- 40 y, 


D- 10’. 


A brief direrbance 0445 3 July 2nd. H io seaeal hesweon 09 
and 17 hrs. Ranges: H- 173 y, Z- 40 y, D- 5’. 


~ 0230 hr, July 5th mild disturbance; ended 13 hrs, Joly, 7th 


(indefinite). 


Mild G. C. Waithucee: 04 hr, oth. ‘Ended abruptly 2025 hr. 
- ‘Range: - 215 y, Z- 39 y, D- 5’. 


Mild G c disturbatice 06 S06. 29th. ‘Ended after 19 ne dint, ie 
oe eB emer cs H- 251 ” Lees “ae Ys De Bsces ue 


aS oo 


Fiat tice S: C ona 026 25 5th: re ve 


ased very § shtly. Re 


oe HH increased by 71 y in 21 min. ¢ d dropped | back bys 


252 


1937 

January 

w99 
30 


31 
February 
teal 
3 


F ebruary 


17% 


ise 


aU) 
20 — 


March . 


as26 
227 


et ae 


-1l 
13a 


hr, 19th when H fell by 130 y in 10 min. and fisturbed till oe rt 


day pedestal disturbed: ed ieige at sited H- ahs Sale 


oe C. 0317 hr, 3lst. aon ‘Say ae Ds ‘moderately 
: till 2000 : are Gore: at ES, H- ES tes (arene 
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TABLE B 


Very marked S. C. 1009 br 30th. Very fala fall of 19 y in H folle 


_wed by a still be rise moving H-trace off the record, 


(range at ‘ARbap: H- 76 y.) pete Me “i ¥ 


Marked S. C. 2304 hr, ond followed by a magnetic storm, lasting 


23 hrs with a range in H of 515 y. ee at pee H- 248 y. 


s. C. hier. fall at 1904 hr, 18th - 10 y in 1 min. followed: by: is 


of 121 y next 5 min. The hours following relatively quiet till 124¢ 
(Range at cas H- 164 eee > ; arr ! 


S: C. 2057 hr, 26th. HE 6 Sadie eee 72. ee Fo 


sis” is» li lit iia naaiaaaaiatat ay = 
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ip 


eS ie 


26. 


24 
34 


WL 


TABLE B_ 


S. C. in all elements 1346 hr, 30th. H fell 34 y in l-min, and rose 
165 y in 5 min. Effect on Z and D small. Radio fade-outs and earth 
current disturbances occurred. ( Range at Alibag H- 181 y.) 


4: S. C. relatively small amplitude at 1122 hr, 3rd. H fell 2 y and 


then rose 17 y in 2 min. Traces much disturbed till end ‘of, 4th. 


Bay from 00hr to 12 hr of 4th. 


aaa Sos a eR was TSO) LAT tok 24 and 
fell 13 y. D moved 2’ W and then ss See goed: pee Lith; Hone E 
sey ote: oe Bio a 62 hee _D- 12’, 


EOS 
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TABLE B 
1938 
March I: K 2 
21. ~~. +30,7. +13 + Moderate magnetic storm at 2043 hr, 21st. Ended 0530hr, 24th. 
29 76,1 32 Range : H- 380 y, Z- 57 y, D=1V. 
23 40,2 32 
24 BEB 27 
April 4 
15 ~ 46,6" 20 Most intense magnetic storm till then at Hamicees: 0547 br! ol 
16 "70:42 kd 16th. In just 1 min. H rose by 179 y; Zby 243 D moved 2’ Wi 
2 (High sensitivity traces lost during Ist and violent phases. ) Range 
11 60,0 20 H- 1321 y, Z 118 y, D- 25. ‘ 
May re pat ats 
10 39,3 «+14 ~~ ~S. C. magnetic storm. 1555 hr, 11th. In 3 min. i fell Aye and ¢ 
je: 61.9. 32. Tose 103 y. Z rose 8 y D moved 2° ee End 02 hr, 13th. | 
; H- 837 y, Z- 73 y, D- 10’. se |) 
12 Bases '3% Ee er ogee . 1 
Adc Bo eeieals 
AG out as oe | ee 
BA 40,9 26 es Se (oak Tone bk ARO soak 28 gta min. ‘Ended 0600 r, 5 | 
5 321 a1 Range H- 212 y, Z- 43°ysD_ To OR E | 


ba eo ae of ay givearheucest “EL - a 
ae see toed 02 hr, 16th. Mae Ase H- 340 Es we 


4 AS. G. at 2135 br, 3rd. In 2 
i changed W. aptaeto , a4 


DAILY TOTAL COSMIC RAY INDICES AT HUANCAYO AND WORLD GEOMAGNETIC INDICES 255 


AT 


29 


TABLE B 


A’ G. C. magnetic storm about 13 hr, 24th. Ended 19 hr, 25th. 


Rapid fluctuations from 1706 hr to 1710 hr of 24th. Range : H- 
740 y, Z- 62 y, D-.15’. 2 


AS. C. storm at 1734 hr, 27th. In 4 min. Hrose 44 y, Zrose 2 y and 


_ D changed I’ E. Ended 20 hr, 29th. Range: H- 386 y, Z- 15 y, 


Dom. 


AS. C. at 2129 hr of 16th. In 5 min. H rose 40 y; Z rose 7 y. Then 
quiet. Another S.C. at 0158 hr, 17th. In 3 min. H rose 83 y; Z- 
13 y and D changed 1’ W. Violent magnetic storm al 2 hr, 17th. 

Range : - 334 y, Z- oe Y> D- 10%. ee 3 


Ea 


2 area a 


a 


Hancobls peed ine H at. 1716 hr, ist. beginning at 1654 hr. . 
_ Hrose 211 y in 22 min. and returned to normal a little after 18 br. tt 
— + changed 3’. 6 Ee Radio PACS 1700 1745 hr. Be ae 


Gat 0546 hr, 23rd. In 3 min. “H rose by 87 y,Z by ey Violent Se: 


storm till 19 hr. Range : H- 240 y, Z- 50 y, D- 8’. Another S. C. 


1733 hr, 24th. In 6 min. H rose 193, Z rose 17 y, D changed 
be aan "Wiblent storm ell 06 fe of 25th: ee Ae GaSe Z- ea Aes 
G62 ee 
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1939 


August 
iB! 
12 
13 
August 
16 
17 


August : 


; 21 
Bre 
23 


| October 2 


Fay 
ae 


an toate tes 
bx February i 
li sr aenne 
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TABLE B 


AS. C, at 0140 hr on 12th. In 3 min.; Hrose 103 y; Z by 17 y) 


-D changed 0’.8 W. A steady drop followed up to 0439 hr of 12th 


Slow recovery till 05 hr of 13th. Range: H- 330 y. 


From 13 hr of 16th, large and rapid oscillations till 05 hr of 1 thi 


Range: H- 461 y, D- 12’.7.° 


AS. C. at 0042 hr of 22nd. In 3 “min.; H rose 58 y: Z rose 9 


-D changed 0°.7 E. Next 3 hrs H steadily decreased, then slo 


recovery till 16 hr 23rd with large and rapid oscillations. Range 


A storm with large fluctuations in H- from. 12 hr. 3rd ‘to 05. ht 
of 4th. Range: H- 465 y, Z- 67 y; D- 13”. © parses. | 


‘Short but very violent s 


rose 80 y in 4 min. 
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942 

February 

27 33,2. 14,4 
B28... 36,5. 25,2 
“March 

1 173,9 . 42,8 
E32 - 66,34* 28,1 


14,0 


B27. 343 
M28 54,3 '27,9 
B29. = 40,7 
BaQve. 252,72 32.5. 42: 
Se ee 
ete a 
ae 26,2 


Poy 


TABLE B 


Severe S. C. storm at 0903 hr of Feb. 28th with small sudden rise 
in H followed by only: slight disturbance. 


At 0726 hr of March let-a S: C. Rise in H of 147 y in 3 min. followed 
by 13 hrs of rapid movements, mostly small range but one deep 


‘ hat at 0930 hr. The range in H for 28th and Ist 470 y, D and 
Siffrom 17 hrs of Istto17 Z marked disturbances of smau range during the active hours of 
FE hrs of 2nd March. 1942) both days. | 


_ Strong G. C. sGndaoaeaaen about 12 hr of 28th. Several small eae 
fall and two a bays. Res H- 385 y,. = 


hag dele ale 


aL tsb - of 20th. At 1838 eee 116 y sa 


Small I disturbance 
: Pens of. a in bent. 3 hrs. Extremely 
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MOKA3SATEJIA CYMMAPHOrO JIHEBHOTO KOCMMUYECKOTO U3JIY4“EHHA | 
B TYAHKAO HW TEOMATHUMTHBIE TOKASATEJIN 3EMJIM HW MATHUTHbIE | 


BYPH 
IW. JI. MAJIYPKAP 


Pe3swmMme | 

Meccepumut, Popoym, JlaHre u Ap. uccMeqOBaNn 3aBUCHMOCTb BO BpeMeHu MarHUT. 
HOFO MOA 3emMiM. OHM yKa3asIM Ha H€O}KMAAHHEIe AelicTBUA BO BpeMA MarHuTHOH Oypu. Beero! 
IIMIUb HECKOJIBKO pa3 He HaIM TaKOrO WelicrBuA. B WaHHOW CTaTbe U38MaraeTCA MeCTOAMKA [IE 
XapaKTepHCTHKH JHEBHOFO KOCMHYeCKOTO H3IyYeHHA, MOJyYeHHOTO B OOCepBaTOpUN, MU AaeTCs 
cpaBHeHHe C MarHHTHbIMH u3MeHeHHAMH. Tlogcuer Obl NpousBe_eH IA NOKasaTeneit KOCMH- 
YeCKOFO H3y4eHHA Ha OCHOBe u3MepeHHit Jlanre u PopOylm, npoBOAUBIUIMe H3MepeHusA uepes 
KMKIbI Ba vaca B TyanKao. Beruncnenna Obuin CfeaHbl Ha KaKAbIM WeHb 1940-ro roja, 
a B HM MarHuTHOH Oypu BEruucmeHuA OLIN CAenaHbl Cc HIOHA 1936-ro roa M0 AeKaOpp 1940-ro! 
roa. TlocrpoeuHaa TOUeuHaA JuarpamMMa j\aeT BbIMeyKASAHHbIe SHAYCHHA BMecTe C reOMalr- 
HHTHBIMM TOKasaTeAMH 3emM. TloKa3saTenu JHeEBHOTO KOCMHUYECKOTO M3JIyYeHHA OTHOCA- 
muecaA K 1940-omy rojy He WaloT eXKeAHEBHOM 3aBHCHMOCTH Ha WHarpaMMe, u3-3a OONbIUOTO 
pa30poca. JImarpamma, OTHOCHAINaACA K HAM MarHHTHOK Oypu, yKasblBaeT Ha HEKOTOPOe yBe- 
JIMUeHHE NOKAasaTeTeH KOCMHYECKOFO H3yYeHHA HW TeOMArHUTHBIX NOKasaTeteh. SameyveHHbit 
POCT OAHAKO pasBeTBIACTCA, B OMHOM Ciy4ae, NOKASATeMb KOCMHYCCKOTO H3y4eHHA OONbUION 
M MarHUTHbIM NOKAasaTesb TO CpaBHeHHIO Mal, B ApyroM CjIyyae, NOKasaTesIb KOCMH4eCKOTO 
M3IyYeHHA Madi M0 CpaBHeHHIO C MarHHTHbIM, MO>KHO CyeuaTb M OONee TOUHBIe BEIBOABI, CCIM 
aHaIM3HpOBaTh HaOmMO,eHUA Apyrux OOcepBaTopuii. 


a 


UBER EINE HERLEITUNG DER SLATERSCHEN 
HALBEMPIRISCHEN ATOMEIGENFUNKTIONEN 


Von 


P. GOMBAS und P. SZEPFALUSY 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 
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(Eingegangen: 4. V. 1955) 


Durch Ersetzung der Orthogonalitatsforderung der Higenfunktion eines Einelektron- 
mustandes auf die Eigenfunktion der Elektronen, die in energetisch tiefer liegenden Quanten- 
standen gebunden sind, durch ein Potential werden die Slaterschen halbempirischen Atom- 


sigenfunktionen begriindet. 


Solange man von der Austauschwechselwirkung der Elektronen absieht 
sst sich die Schrédingersche Gleichung eines Einelektronzustandes in der Form 


5 fay dy + (E+ Ve)y=0 (1) 


schreiben, wo py die Wellenfunktion des Einelektronzustandes, E den Energie- 
parameter, V das vom Kern und den ibrigen Elektronen, herriihrende Potential, 
2 die positive Elementarladung und a, den ersten Bohrschen Wasserstoffradius 
bezeichnet. Wenn man 4hnlich wie in der Methode von Hartree bei der Berech- 
nung von V iber die Winkel mittelt, so kann man das Potential als kugel- 
symmetrisch betrachten. In diesem kugelsymmetrischen Potential besteht die 
Eigenfunktion bekanntlich aus einem Produkt von einem nur von den Winkeln 
abhangigen Faktor und einem nur von der Entfernung r vom Kern abhangigen 
radialen Faktor. Das r-fache der radialen Eigenfunktion R geniigt der Gleichung 


bl P ane 
J ag, PS 4 4 Vef— +0 HEs =0, (2) 
eget | coe wee ae 
wo f=iR ist und | die Nebenquantenzahl bezeichnet. eee 


Die Eigenfunktion y des Elektrons im vorgegebenen Quantenzustand 
hat auf die Eigenfunktionen der energetisch tiefer liegenden Zustande orthogonal 
gu sein. Fir Zustande, deren Nebenquantenzahl oder magnetische Quantenzahl 
sich von denen des vorgegebenen Zustandes unterscheiden, wird dies durch 
die Orthogonalitat der winkelabhangigen Anteile der Kigenfunktionen auto- 
tisch erfillt. Im Falle der Quantenzustande jedoch mit. derselben Neben- 
antenzahl und magnetischen Quantenzahl wie die des vorgegebenen Zystandes . 
uss die Orthogonalitat durch den radialen Anteil der Eigenfunktion gewahr- 
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leistet werden und es treten dann die Orthogonalitatsbedingungen zu den 
iiblichen Bedingungen fiir die Lésung der Gleichung (2) hinzu. Zufolge dieses 
Orthogonalitatsbedingungen besitzt f zwischen r = 0 und r= co n, Wurzelni 
wo n. die radiale Quantenzahl bezeichnet. Die exakte Berechnung der Eigen| 
funktionen der hiher angeregten Zustande ist ein schwieriges Problem, e: 
wurden daher zur Lésung dieses Problems Naherungsverfahren und zwai 
zwei von einander ginzlich verschiedene Verfahren entwickelt. Das eine stammi 
von Slater [1] und ist ein halbempirisches Verfahren, auf das wir weiter unter 
noch etwas ausfihrlicher zu sprechen kommen, das andere ist ein rein theore: 
tisches Verfahren und wurde von einem der Verfasser [2] ausgearbeitet. In einer 
vorangehenden Arbeit [3] wurde gezeigt wie man die Slaterschen halbempiri. 
schen Eigenfunktionen auf Grund des von einem der Verfasser hergeleiteten [4 | 
modifizierten Potentials, das auch der Orthogonalitatsbedingung der Eigenfunk- 
tionen Rechnung tragt, begriinden kann. Das Ziel der vorliegenden Arbeit 
ist zu zeigen, wie man den Anteil des modifizierten Potentials, das did 
Orthogonalitatsbedingungen ersetzt, weiter vereinfachen und die Slatersche 
Eigenfunktionen auf einem sehr einfachen Wege herleiten kann. i | 

Hierzu fiihren wir in (2) statt dem elektrostatischen Potential V dad 
modifizerte Potential 


oe | | 8) 


ein, in welchem G ein Zusatzpotential bezeichnet, das die Orthogonalitats- 
forderung der Eigenfunktion auf die Eigenfunktionen der energetisch tieferen 
Quantenzustande mit derselben Nebenquantenzahl und derselben magnetischen 
Quantenzahl ersetzt [5]. Man hat dann statt der Gleichung (1) die Gleichung 
ger fe a Peed 
zoege tELVETC) Sf — 5 ba Ap @ 


D) d r2 . 9 . me 


ohne den Orthogonalititzbedingungen, d. h. oe den energetisch tetsten Zustand 


dice el EL): 


TAN léseis Die Glieder — ¢* €o 
2 r 


-und Ge kann man einfach i interpretieren. Um 


ein Valenzeléktron des Atoms, ‘dessen Rumpf abgeschlossene Elektronen- 
schalen besitzt, in der Entfernung r vom Kern unterzubringen, hat man dem 
-Valenzelektron eine Mindestenergie zuzufiihren, die mit der Nullpunktsenergie 
der als statistisch behandelten Rumpfelektronen am Ort r identisch ist [6]. Wie 
dies in den zitierten vorangehenden Arbeiten gezeigt wurde, | ist das Gliec 
of Ree A Ue na ( 
. C9 ata der azimutale und—Ge der radiale Anteil dioees Energie [7]. 

‘Da in der Impulskugel keine Richtung ausgezeichnet ist, muss die kine 
_tische Energie bei einer Vertauschung der radialen und azimutalen Impuls 
komponente invariant biciban. Man eae 1 daher i in . dex statistischen Naheruny 


UBER EINE HERLEITUNG DER SLATERSCHEN HALBEMPIRISCHEN ATOMEIGENFUNKTIONEN 261 


die radiale Impulskomponente in derselben Form ansetzen wie die azimutale. 
Da man fiir die azimutale Komponente den Ausdruck 


Bee eer) ot (5 


r 27 


erhalt, kénnen wir fiir die radiale Komponente 


ah. \n, (n, |- 1) h 
le On 


r aJt 


setzen, wo die radiale Quantenzahl n, gerade so wie | vom Wert 0 bis n— 1 
alle beliebigen Werte annehmen kann; h bezeichnet die Plancksche Konstente. 
Mit diesem Ausdruck fiir p, ergibt sich fiir —Ge 


2 
e ie lee Tepe 
—Ce = Pea oo ay nr (Mr 4 1) 5 
2m 2 ie 


wo m die Masse des Elektrons bezeichnet. 

Wenn wir n, mit Hilfe der Beziehung n, = n — 1 — 1 durch die Haupt- 

quantenzahl n und die Nebenguantenzahl | ausdriicken, so folgt 
1 n(n —1)+1(1+ 1) —2ul 


G = —— ea 
au 5 r? 


(6) 


Anstatt dieses Potential zur direkten Berechnung von Atomtermen her- 
anzuziehen, kénnen wir einen Vergleich mit dem von Slater bei der Berechnung 
seiner halbempirischen Eigenfunktionen zugrunde gelegten Potential ziehen. 
Slater setzt das Atompotential in der Schrédingerschen Gleichung in der Form 

(Z —y)e ! n* (n* — 1) 
®, == 2 al edo (7) 


i 2 re 


an, wo Z die Ordnungszahl des Atoms, y eine Abschirmungskonstante und 
n* eine effektive Hauptquantenzahl bezeichnet. Der Wert von y und n* fir 
die verschiedenen Quantenzustande wird unter Beriicksichtigung einiger theo- 
retischer Resultate auf empirischem Wege bestimmt. Die Slaterschen Werte 
von n* sind fir die verschiedenen Werte der wahren Hauptquantenzahl in 
der letzten Spalte der Tabelle 1 angefiihrt. Mit dem Potential (7) lasst sich 
die Schridingersche Gleichung exakt lésen und zwar ergibt sich fitr fund E 


ak Ben ee 
ee ee er a ee) 
? 2 n*2 ao 


f 


wo A eine Normierungskonstante bezeichnet. 
Im Slaterschen Potential (7) ist das erste Glied (Z — y)e/r der elektrosta- 


1 
tische Anteil, dem in (3) V entspricht; das zweite Glied in (7) — Bs (neo l)ir 
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) : ; =: 
entspricht dem Glied G “und zeigt auch dieselbe Abhangij 


1 1(l+1 1 
keit von r wie G — -> edo Ania Wahrend aber das Glied — Sy n*(n*—])/| 
é r 


; 1 08 
nur von der effektiven Hauptquantenzahl n* abhangt, zeigt Cr pee ( = 


1 


ausserdem auch noch eine Abhingigkeit von l.Um G — Pi | 
r r) 


r2 


1 ; 
mit dem Glied — oe Oe n*(n* — 1)/r? vergleichen zu kénnen, miussen ¥ 


Le eb, (Ed) 

ee 
die zu einer Hauptquantenzahl n gehérenden Quantenzustande mit verschiec 
nem | mitteln, wodurch man eine von] unabhangige effektive Hauptquantenzal 
n definieren kann, die sich zu einem Vergleich mit n* eignet. Diese Mittelur 
ist ausserdem notwendig, um die Berechnung der ihr zugrunde liegende 
statistischen Betrachtungsweise anzupassen. Man kann namlich bei die i 
-groben Berechnungsweise keinesfalls erwarten, dass man mit dem Potenti | 


a I(L+ 1) | 
oy, r2 


, bzw. den Ausdruck n(n—1) + 2U(1+ 1) —2nl noch fl | 


die zu einem bestimmten n und | gehérenden Eners 


terme in guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung erhalt. Eine ee 
stimmung ist erst nach Kinfiihrung der der statistischen Betrachtun 
entsprechenden, von | unabhingigen effektiven Houptquantenzabl n 
_ erwarten. Wir definieren n folgendermassen . ~ 


> ees eh a mm 


a(n 1) a 3 a _ 


ee: nl 
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| Die so berechneten Werte von n sind zusammen mit den Slaterschen 


* Ve 7 a Bice Baas! at r ~ TT i s s S 
n -Werten in der Tabelle 1 zusammengestellt. Wie zu sehen ist, ergibt sich 


besonders bis einschliesslich n = 4 zwischen den n- und n*-Werten eine tber- 
mecchend gute Ubereinstimmung. Fir n= 5 und 6 ist die Ubereinstimmung, 
wie dies auch zu erwarten ist, weniger gut, da bei diesen Hauptquantenzahlen 
die Zustande mit hoher Nebenquantenzahl zum Teil oder ganzlich unbesetzt 
sind. Fiir diese beiden Hauptquantenzahlen lasst sich eine bessere Uberein- 
stimmung erzielen, wenn man dies beriicksichtigt, also in Betracht zieht, dass 
bei den tatsichlich existierenden Atomen die 5 f-Zustande nur teilweise, die 
5g-, Of-, 6g- und 6h-Zustande aber tiberhaupt nicht besetzt sind. Da die Slatersche 
effektive Hauptquantenzahl n* den tatsachlich existierenden Atomen ange- 


passt ist, haben wir n fiir n = 5 und 6 aus (9) auch so berechnet, dass wir die 
Summen nur auf die s-, p- und d-Zustande ausgedehnt haben. Die so erhaltenen 
n-Werte sind in der Tabelle mit n’ bezeichnet ; diese Werte stimmen mit den 


 Slaterschen n*-Werten tatsachlich besser iiberein als die n-Werte. 
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7. Der statistisch berechnete azimutale Anteil dieser Energie ist genau genommen 


1 ePagll(l+1) + 5 


Nore 


7] /r?, ist also mit dem wellenmechanischen nicht identisch (man 
vgl. hierzu P. Gombds, Acta Phys. Hung. 1, 285, 1952). Der geringfiigige Unter- 
schied, der nur fiir 1 = 0 wesentlich ist, kann jedoch bei der hier durchzufiihrenden 


groben Berechnungsweise unberiicksichtigt. bleiben. 


OB OBOCHOBAHHMH MOJIYIMMNMPHYECKON COBCTBEHHOM ATOMHOM 
“®YHKUMM CHETEPA ray 
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Pesime 


yl B qanHoi padoTe AaeTCA BLIBOA NOAyIMUMpHdeCKUX COOCTBCHHDIX aTOMHBIX (byHKUMIt 
_ Cnerepa Takum oOpa3z0M, TO ‘TpedoBanue OPTOrOHasIbHOCTH cOOCTBeEHHOH aTOMHON (yHKUMM 
- omHogTeKTPOHHOTO COCTOAHMA, OTHOCAINCECSH K SHEPreTHYCCKH HMIKCICKALINM cOOCTBCHHBIM. 
- aTOMHEIM (YHKUMAM CBAZAaHHbIX I/ICKTPOHOB, 3aMCHSIEM OHUM TOTCHIMASIOM, 


OB3OP KHUMI — REVIEWS OF BOOKS — 
BUCHBESPRECHUNGEN 


Wolfgang Yourgrau, Stanley Mandelstam: 
Variational Principles in Dynamics and Quantum Theory 


London, Sir Isaac Pitman & Sons, Ltd. 1955, — P. 155. 


The 150th anniversary of W. R. Hamilton’s birth is being celebrated this year everywhere 
in the world of science. It was through him that classical mechanics obtained its finest, most 
unified formulation. In the course of his researches the variational principles had yielded that 
interpretation of the laws of motion which had prepared the road for the modern theory of 
motion advanced by quantum mechanics. We have in mind first of all the introduction of the 
Hamilton—Jacobi phase surface characteristic of mass point motion, and the recognition of 
the analogy between classical mechanics and geometrical optics. This relationship was the 
starting point of de Broglie’s investigations leading to the theory of wave mechanics. 
Hamilton’s own investigations already prepared the way for the introduction of his 
methods, above all Hamilton’s principle, to other territories of physics: into the classical! and 
the quantum theory of the electromagnetic, the mesonic, and the gravitational field. Today, 
the variational principles occupy a prominent place in the general theory of relativity as well 
as in the theory of elementary particles, and are an indispensable prerequisite of the application 
of quantum theoretical methods. Saee 
We were glad to obtain Yourgrau and Mandelstam’s book with its title promising a com- 

prehensive account of the variational principles. However, on reading it we find that this is 
not really the aim of the book. The treatment is restricted chiefly to classical mechanics, though 
those aspects are also dealt with by means of which the principles of mechanics led to the quantum 
mechanics of Bohr, Sommerfeld, de Broglie, and Schrédinger. But even the sections treating 
of classical mechanics lack completeness, the physical contents hardly ever passing beyond 
the university graduation level. Very little is said about such topics as the differential principles, 
the Poisson and the Lagrange bracket, the canonical and adiabatic invariants. The authors 
also fail to examine the importance of the variational principles in the development of the 
modern field theory. But the book fills another gap. With a very wide knowledge of physics 
and great erudition in the history of science, the authors demonstrate the momentous part 
played by the variational principles in t&e history of physics and the development of man’s 
knowledge of nature. In fact, although the title of the work indicates a text-book on physics, 
the book makes very interesting reading from the point of view of cultural history. On hand 
of the variational principles, the endeavours and tendencies to explain the phenomena of nature 
are followed from the philosophers of antiquity through the Middle Ages and the representative 
thinkers of the Enlightenment of the 18th century, up to the 20th century, the birth of modern 
iphysics. The apt and exhaustive description of the ideas and theoretical concepts of the individual 
vestigators certainly affords immense gratification to the physicist who is interested in questions 
oncerning cultural history. — ; 
& The book starts with the philosophers in the 6th century B. C., the adherents of the 
Milesian School. The studies of Pythagoras, the veritably venerated man of learning, of the 
ory of numbers governing the universe, are regarded by the authors as the philosophical 
bingers of the concept of law as condensed into variational principles. Following Plato and 
stotle, Hero of Alexandria was the first (2070 years ago) to set up a variational principle. 
integral form. He was the first to recognize on a scientific basis that a ray of reflected light 
es the shortest possible path from the source of light to the observer’s eye, and in this minimum 
nciple he saw not a contingency, but the manifestation of one of the hidden laws governing - 

e. The first clear formulation of the simplicity postulate, as the viewpoint by which to 
ect essential laws, was given by Ockham in the 14th century : «Entia non sunt multiplicanda 

ter necessitatem» (§1). The first really efficient variational principle is linked with the 
me of Fermat, who in the 17th century condensed the laws of geometrical optics (straight- 


___ conception of the world has passed. There are passages in the book giving perhap 
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: . aN catlects ; > well-know anner 1 a single minimur 
line propagation, refraction and reflection) in the well-known manner into a single minimur} 


condition (§2). ; : 7 : : : 
From this point onwards the interest of the investigators 1s dominated by mechanic: 
With Maupertuis, the principle of least action was still an intuition lacking of precise mathe 
matical motivation (§ 3). Prominent mathematicians, Euler and Lagrange, gave it its firs 
strict theoretical foundation and translated it into a useful instrument capable of solving concret} 
problems of mechanics (§ 4). In the 19th century, the Lagrange equations, Hamilton s cane 
nical equations, and his partial differential equation were not only excellently suited to practice 
application, but paved the way for research in other fields of ‘physics ($$ 5,. 6, 7). A a 
paragraph is then devoted to the laws of electrodynamics treated as variational principle 
(§ 8). It is the 19th century that gives rise to the tendency that in all fields of physical scien 
the basic laws should be condensed into the variational principle which allows of their mos 
concise formulation. This tendency is discussed in §9, which deals at some length with thi 
ideas of Helmholtz, the most remarkable representative of this program. In § 10 the indis 
pensable part is pointed out which the principles of mechanics played in the development © 
the Bohr--Sommerfeld quantum theory. At this junction, in the first decades of the 20th century 
investigations into the principles of mechanics began to flourish once more. § 11 gives an accoun 
of the establishment of wave mechanics, of the birth of de Broglie’s conception of material wave? 
With this we arrive at modern physics, at Schrédinger’s wave equation. Here the boo) 
ends. Apparently, the authors have refrained from following the variational principles in moder 
physics, however promising an enterprise that may be. By restricting themselves in this manne} 
they have however secured for their book uniformity in structure and readability withort 
requiring extensive knowledge. The thoughts unfolded in the work center in classical pout 
mechanics. (The section on electrodynamics does not really fit in with the rest of the hook 
cut short as it is, it is not suited to discuss the decisive part variational principles play in th 
field theory. On the other hand, the problem of the significance of variational principles in natury 
philosophy is brought up at the end of the book, and discussed in detail (§ 12). . 
Differential equations, in which natural laws are written down, excellently express ov 
concept of causality concerning natural phenomena. (Force is the cause of change in velocity) 
On the other hand, the integral principles appear to afford support for the opinion of a ie f 
of motion to progress towards a given goal. (The mass point moves so that a given motion i 
nature should be achieved at minimum «expenditure of action». A ray of light selects > 
the outset the path which it is ultimately capable of travelling in the least possible time.) In th 
manner, the variational principles could be made to afford scientific support for the readmissio: 
of Plato’s teleological conception, the conception contradicting determinism. This trend of tl 
scientist — philosophers’ is elaborated by the authors at some length, and the view is discuss 
in detail which, from the aspect of intrinsic meaning, attaches a higher value to the integr: 
principles than to the mode of discussion based upon the differential equation. Recounting th 
history of this trend is then followed by its criticism. The authors point out that motion % 
nature is characterised by the vanishing of the variation, and not by the real minimum - « 
a certain integral expression. The integral can be a maximum or, even without taking up a 
extreme value, stationary — and will still describe a motion in nature. All this refutes the cor 
ception. which means to see in the variational prindiples an expression of «economical action 
by nature. i 
: Much more profound seem te be the thoughts developed by the distinguished theoreticiar 
of the 20th century, first of all by Planck. In their view, the chief value of the integral principl 
as against that of the differential equations, lies in the simplicity which is inherent in it. T] 
fact that without exception all laws of physics can be formulated as integral principles clear 
indicates that simplicity is a profound property of the laws of nature. (The book is dedicate 
to the memory of Max Planck), A standpoint to the contrary was occupied by the great criti 
Ernst Mach. In his view, it was the tendency to achieve economy in human. thinking that ga 
_rise to the variational principles, and so they may he characteristic of our mode of thougk 
but not of nature itself. Although contestin Mach’s positivism, the authors nevertheless sout 
a warning against overrating mathematical formulas. They, suggest steering a middle cour 
«between Scylla and Charybdis», but fail to give their suggestion simple formulation, mere 
conveying an impression that in both outlooks correct ideas mingle with exaggerated om 
The little book of Yourgau and Mandelstam cannot be regarded as a manual, nor’ 
a text-book. The physical material incorporated in it serves rather to recall than to ext 
knowledge as taught at the universities. On the other hand, in its consecutive sections it de 
render a picture of the rise and development of a part of the science of physics, of analy: 
mechanics. Following. the history of the principles of mechanics for 2500 years, the authe 
make the reader acquainted with the momentous transformation through which our scien! 
s the impressi 


267 


that a simpler or more exact treatment should have been preferred. Also, with satisfaction would 
have been received at least an adumbration of the manner in which, in the hands of Hilbert, 
Noether, Einstein, Schrédinger, Infeld and others, the variational principles have been turned 
into the most essential tools for research into the modern field theory of space. Some may contest 
some of the authors’ philosophical conclusions. But whoever is interested in the history of his 
‘science, in its epistemological bearings, and the influence it exerts on the formation of world 


outlook, is certain to find in this little book of Yourgrau and Mandelstam gratifying and 
stimulating reading. 


G. Marx 
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ABSORPTION MEASUREMENTS WITH Co® GAMMA 
RADIATION 
L. KESZTHELYI 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, DEPARTMENT FOR ATOMIC PHYSICS, BUDAPEST 
(Presented by I. Kovacs. — Received: 3. V. 1955.) 
The absorption of Co®® gamma radiation was measured in Nal, KBr, KCl, NaCl and 
naphtalene crystals. From the measured absorption the atomic cross section of absorption was 


determined for the elements I, Br, K, Cl, and Na. The measured and calculated values agree 
within the experimental errors. 


1. Introduction 


In recent years various organic and inorganic crystals have found a wide 
use in dosimetry [1—6]. Accurate absorption data, indispensable to the eva- 
luation of dosimetric measurements, are so far only available for the scintillating 
Nal crystal [7, 8]. The present investigation has heen undertaken with a view 
to measuring the absorption coefficient of Co® gamma radiation in some organic 
and alkali-halide crystals. The measurements made have also produced data 
on the absorption coefficient of various elements (I, Br, K, Cl, Na) to which 
earlier investigations had not been extended [9, 10, 11]. 


2. Experimental arrangement 


For absorption measurements the gamma radiation of Co® was used. 
The nucleus Co® or more precisely, Ni®® emits two gamma rays of equal intensity — 
and nearly equal energy (1,1715 resp. 1,3316 Mev). The Co® source was a solution 
of cobalt nitrate of 23,5 mC strength. . . 

: For the detector a scintillation counter with a Nal(TI) crystal was used 
[8, 15]. The 931A electron multiplier at our disposal did not allow to measure 
‘the energy of the gamma quanta. In order to reduce the multiplier noise the 
scintillations produced in the crystal were received by two electron multipliers, 
their pulses amplified and discriminated, and then fed into a conincidence 
apparatus of 1,3 + 0,03 usec resolution. The pulse output was registered by 
‘a scale of 1024 of 9 psec resolution. The dead time correction for the highest _ 
counting rate used during the measurements (800 pulses/sec) was 0,7%. The 
background amounted to 10—12 pulses/sec. | | ree 
Various absorbers were used, namely, artificial crystals of Nal(Tl), KBr, 
Cl, NaCl and naphtalene. ‘These crystals were prepared from pro analysi 
chemicals, generally subjected to further purification. (The crystal of Nal(TI) 
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contained approximately 0,5% TI in weight, neglected in the evaluation ¢ 


data.) The crystals were polished to uniform thickness, accurate wane 0,0! 
mm, excepting the naphtalene, where the minimum differences in thicknes 
amounted to 0,3 mm, i. e. less than 0,5%. Because of the smaller dimension 
of our crystals, the transmission fraction of 1:3, the optimum for minimizin| 
the error, could not be attained [16]. In the given circumstances, the measurint 
period was correspondingly lergthened. 

Earlier experiences definitely stress the necessity of taking special ca 
to avoid any gamma radiation scattered by Compton-effect reaching the detecta 
from the absorber or the surroundings, for else absorption coefficients wil 
invariably be below their true values. 

Tarrant was the first to point out that by the use of adequate geometrica 
arrangement it is possible substantially to reduce the error caused by scatterini 
from the absorber [12]. The same author has shown how to calculate the coz 
rection factor for a given geometry. 

For the elimination of the radiation scattered from the surrounding: 
essentially four arrangements have been tried in precision absorption med 
surements, VIZ. : 

a) An entirely open arrangement. Source, absorber and detector are il 
the air, at a distance of more than 7 m from any solid object (ground, wal 
etc.) to reduce the scattering from the environment [13]. The use of this arrang 
ment generally precludes laboratory work, and the components of this equij] 
ment have to fulfil special requirements. | 

In the other three arrangements the gamma radiation is collimated. 

b) The detector is surrounded by a thick lead shield except for a narro” 
channel for the gamma radiation to pass to the detector [11, 14]. The sourc 
is free; the gamma radiation scattered from the surroundings is absorbe 
by the lead shield. 3 

c) The source is shielded by a thick layer of lead, allowing the radiatio 
to pass through a narrov channel [7, 10]. The detector is free. In this arrang 
ment the environment is unirradiated, which, in addition to being advantageot 
from the point of view of radiation protection, excludes scattering from it 1 
the detector. On the other hand, it has the disadvantage that the scattere 
radiation and bremsstrahlurg produced in the lead shield near to the sour 
may alter the spectral composition of the original radiation. Experimenter 
who apply the arrargement b) do point out this problem, but make only qual 
- tative statements. We are not aware of any publication dealing with the effe 
which the lead shield encasirg the gamma-ray source exerts upon the spectru 
of an initially monochromatic gamma radiation. . 

d) Source and detector are both shielded by a thick layer of lead [9 
This method embodies all the advantages but also the disadvantages of metho 
b) and c). © | | a4 
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For reasons of expediency as well as radiation protection the arrangement 
c) was used in our investigations. Its schematic layout is presented in Fig. 1. 
The correction for scattering in the absorber does not exceed 0,13%. 


WHEW 
eo. 


So 1060 


Fig. 1. Schematic layout of the equipment 


Because of the first-rate importance attaching to a determination of 
the extent to which our results may have been influenced by the change in 


10 20 30 40 50 gr/cm? Pb 
Fig. 2. Absorption of Co®® gamma rays in Pb 


: spectral composition mentioned under c), control measurements were performed 
‘) by means of Pb absorbers, by measuring the intensity of Co® gamma radiation | 
in dependence on the Pb absorber thickness. It. was found that the decrease 
in intensity was strictly exponential, i. e. linear in a semilogarithmic plot. The 
lack of any non-linearity indicated that the absorption coefficient for the two 
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, and any possible deviation | 


from monochromaticity cannot impair the results. The absorption coefficient 
calculated by the method of least squares was found to be 0,05738 + 0,00023 | 
, which corresponds to a cross section of (2,408 + 0,0096) - 10° ° cm?/elec-| 
tron. This value agrees well with the slightly more accurate one of Wyard,, 
(2,4034 - 0,006) - 10-25 em2/electron, obtained with the geometry of b). 

The difference between Wyard’s and the present measurements is not} 
only that of arrangement, but of detector as well. In case of two gamma lines: 
of Co%, the absorption coefficient measured depends on the counting efficiency) 
(1, resp. %) of the detector for radiations of 1,33, resp. 1,17 Mev. Denoting} 
by / the absorption coefficient for the composite radiation, by /4, and /4, those; 
for monochromatic radiation, by d the thickness of the absorber, we have 


Co® gamma lines cannot be determined separately 


cm?/g 


by —* + By 
f= Ma (a) (1) 
yp 
Na 


In Wyard’s investigation the value of 7,/N. is 1,14 (the efficiency of his 
detector being proportional to the incident gamma energy), in the present 
case it is 1,07 [8]. However, the absorption coefficient depends but slightl i 
on 7,/N. At the values of 1,14 and 1,07 the absorption coefficients differ | 
each other by approximately 0,1%. The absorber thickness was roughly the 
same in the two investigations (the maximum transmission being with Ware 
12, here 13)... 25> ; 

The lead absorber was subjected to chemical analysis for purity. The onl 
impurities found in measurable quantities were 0,025% of antimony and 0,013% 
of bismuth, which is quite negligible. 

The agreement of our control measurements on lead absorbers with th 
results obtained on the use of arrangement b) appears to permit the statemen 
that the effects mentioned under c) will not cause appreciable additional errors 


3. Results and discussion 


_ The absorption coefficients as found for the different crystals are compile 
in Table I, together with the theoretical values. These theoretical values we 
calculated in the following manner. First the atomic absorption cross sectio 
of the constituent atoms were determined separately for the two lines of Co 
The cross section of the photoeffect was determined by interpolation of 


-. eurve given by Hulme et al. [17], that of the Compton effeet by the. Klein 


é ‘Nishina formula [18], lastly that of pair formation by interpolation of t 


a. 


pat, 
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bles of Davisson and Evans [9]. Other effects causing absorption did not 
need to be taken into consideration for the present degree of accuracy, in 
accordance with the investigation of Wyard. Thereafter, the atomic cross 


TABLE I 


Absorption coefficients 


EEE 


renee Absorption re a value 
Nal | . eS 0,05128 
KBr | 2 Paenes 0,05207 
KCl . eae 0,05491 
NaCl | + ees | 0,05438 
Naphtalene z eee 0,0602 


sections for the two-line radiation under our experimental conditions was 
obtained from equation (1). Equation (64) of reference [9] for not elementary 
absorbers results in the following formula after simple calculations 


| M+ = Hat Nat + HaaNa2 + - +9. (2) 


where 4, is the absorption coefficient of the compound expressed in cm?/g, 
Mai» Hag. +++ the absorption cross sections of the constituent atoms, Nai, Naa, 
_ the concentration of the atoms of any kind in each gram of absorbent. 


The data obtained on the crystals make it possible to calculate the atomic 
As our measurements 


absorption cross sections of elements I, Br, K, Cl, Na. 
gave only 4 equations for the above 5 unknowns, the absorption cross section 
of Na was assumed to be known. Because in the case of Na photoeffect and 
pair formation give only appr. 0,15% of the Compton-cross: section for Co®% 
gamma radiation, and since the Klein—Nishina formula describing the latter 
is universally accepted as accurate, this procedure does not involve further errors. 
j _ The atomic absorption. coefficients obtained are presented in Table II 
together with their theoretical values. eae ae (hallo Brie ee 
Experimental measurements gave good agreement within the experimental 
error with the theoretically obtained values for absorption coefficients. 
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TABLE II 


Atomic absorption cross sections 


Experimental Theoretical 
Element SSS 
x -10—*4 cm?/atom 

J | 10,73-+ 0,06 10,67 
Br 6,687 +0,067 6,705 
K 3,615 +0,055 3,589 
Cl 3,191 +0,031 3,209 
Na 2,073 | 2,073 
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MEASUREMENT OF THE MEAN LIFETIME OF z-MESONS 
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(Presented by L. Janossy. — Received 26. V. 1955.) 


_ _ The mean lifetime (t) of -mesons was determined in an iron absorber with a delayed 
hoincidence method. As a result t = 2,14 + 0,21 w sec was obtained. 


The y-meson is an unstable particle disintegrating into one electron and 
presumably two neutrinos. The value of the mean lifetime of the -meson 
has been given by several authors ; in the present article another measurement 


of the mean life is described. 


: I. Measuring method and arrangement 


1. Principle of the experimental arrangement 


The experimental arrangement consisting of counters and absorbers, as 
well as the block diagram of the electronic equipment are shown in Fig. la. 
Groups A, B and C of counters are connected in threefold coincidence, and 
counters D in anticoincidence. Inside each of the groups the counters are 
connected in parallel. A lead absorber (Pb) of 10 cm is placed between the 
coincidence counters in order to eliminate the soft component of cosmic radiation ; 
thus in most cases threefold coincidences (A BC) indicate the arrival of -mesons. 
So as to slow down mesons an iron absorber (Fe) of 60x 8x4 cm is placed under 
the coincidence telescope. The number of //-mesons stopped in the absorber is 
given by the number of anticoincidences (ABC—D), i. e. by the number of 
such events where the simultaneous discharge of counters A, B and C is not 
accompanied by a pulse of counters D. The mesons stopped in the absorber 
are either captured by one of the nuclei of the absorber or they suffer spontaneous 
disintegration. The electrons emitted in the decay process are indicated by 
counters E. 

Thus an anticoincidence corresponds to the arrival of a meson, and the 
counters E to the appearance of the decay electron. 
el time discriminator TD the time elapsing between 
the above two events was determined for each decay process. Channel I of the 
‘time discriminator serves for counting those cases where the time elapsing 
between the anticoincidence and the discharge of counters E is inside the interval 
from 1 to 17,5 psec. Channels II, III and IV record the times within the intervals 


following discharge of the 
By means of a four-chann 
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from 2. to 18,5, 3 to. 19,5 and 4 to 20,5 psec, respectively. From the numbey 
of disintegrations belonging to the different time intervals the value of the mear 
life 't characteristic of the decay process can be determined. 

The operation of the time discriminator is based on the principle of delayed 
coincidences. The pulse of counters E is after suitable electronic shaping fed 
into each of the channels, which are double coincidence systems. This puls¢ 
is one of the input pulses. The other input pulse is provided by the anticoincidenee 
pulse. The pulse of counters E is supplied ‘simultaneously to the four doubl¢ 
coincidence systems, the pulse of the anticoincidence, on the other hand, reaches 
each with a different artificial delay: the pulse being supplied to channel! 
I, IT, III and IV with the respective delays of 1, 2, 3 and 4 usec relative to thd 
moment of the actual occurrence of the event. The anticoincidence pulse il 
delayed with help of the delay line DL2. The duration of the pulse representing 
the event of anticoincidence is 16 psec, and that of the (shaped) pulse cor} 
responding to the discharge of counters E is 0,5 psec, giving thus the time inter} 
vals mentioned above. Thus the resolving time of the time discriminator circuit i 
is 16,5 psec instead of 1 msec generally used, because in case of such a long 
pulse time the variation of pulse time scarcely affects the value of t and thus 
a more accurate measurement can be performed. Besides, a signal of long puls« 


time is technically easier to produce. 
The delayed coincidences correspond for the most part to the disintegration 
of mesons. A delayed coincidence may, however, be indicated also in the cas 
of a spontaneous delay arising in one of the counters, and further, delaye« 
coincidences may occur by chance as well. The rate of spontaneous delay: 
and of chance delayed coincidences contribute to the rate of the meson disinteg, 
rations counted, distorting thus the measuring results. 
In order to reduce the troublesome effects caused by spontaneous delays 
the arrangement was, on the one hand, adjusted in such a way that none 0 
- the channels should record time intervals less than 1 “sec; on the other hand 
during the second period of the measurements those counters E within th 
solid angle of the coincidence telescope (hatched circles in Fig. la) were dis 
connected. The consequences of the elimination of the bottom counters wil 


be discussed in detail in Part IV/3b. A special series of measurements wa 
carried out, which showed that in the above circumstances the spontaneou 
delays of Geiger— Miller counters do not influence our measuring results. 
Concerning the chance delayed coincidences we formed the difference 
between the delayed coincidences registered by the different channels, thu 
eliminating the average value of the chance delayed coincidences in the expressio 
defining the value of t. The fluctuation around the average value may, of cours 
modify the measuring results, it is therefore desirable to reduce the rate « 
chance delayed coincidences representing the background. For this purpos 
the pulse time of the signal indicating the discharge of counters E was chose 


a — 
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5 psec. The rate of chance delayed coincidences can also be reduced by feeding 


ato the time discriminator instead of the threefold coincidence pulse the anti- 


incidence pulse, which is about the 20th part of the former pulse. 


Oo 


: Fig. la. Front view of the arrangement consisting of G.¥M.-counters and absorbers. 
iagram of the electronic device 


drawn to scale and block d 


1A Sire La 
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Fig. 1b. Side view to scale of the arrangement of G. M.-counters and absorbers 


= As a check of the apparatus 


a : 2 < 
oincidences per unit time was measure 
‘value obtained was found to be consiste 


asis of the resolving power of the time d 


the average number of the chance delayed — 
d with a special stage D and V. The 
nt with the value estimated on the 
iscriminator. The measurement was 


performed in such way that the anticoincidence pulse was delayed with help; 
of circuit D by about 0,01sec ; in case of adelay of such high value the circuit} 


V can record only delayed events arising by chance. 


2. Description of the measuring apparatus 


a) Counters 


In our measurements metal counters filled with argon-alcohol were used 
for their particulars and construction we refer to [1]. The voltage required 
for the operation of the counters was supplied by a voltage divider with individual 
switches corresponding to each of the counters. . 

Each of the switches may be adjusted in two ways: In its first positior 
the operating voltage — which can be varied by steps — is fed to the cor+ 
responding counter; in case of the second adjustment, however, a voltage 01 
780 V insufficient for operating the counter is supplied. Thus the respective 
counter is put out of action, and at the same time interferences possibly arising 
in the voltage divider may be detected. In this way the conditions when checking 
the arrangement are more like those of the actual measurements. | 

Concerning the length of G. M.-counters we refer to Fig. 1b plotted to seale| 

| 
| 


b) Shaping circuits 


The pulse heights and wave forms of pulses given by the G. M.-counter: 

are unified by the shaping circuits S. Moreover, the shaping circuits shorter 

the duration of G. M.-pulses as well, thus increasing the resolving power 0: 
the coincidence system. Further, they serve for quenching the counters. Eacel 

of the shaping circuits consists of a quenching monostable multivibrator MV1 
a shortening differentiating circuit combined with an amplifier tube D1 anc 

an amplifying stage Al. The latter stage serves for producing the suitabl 

phase and for feeding the shielded cables. . 


c) Coincidence and anticoincidence system 


~ 


The operation of the threefold coincidence system C* and of the anti 
coincidence system AC is similar to that of the usual Rossi-circuit. The resolvin 
time of the coincidence circuit is 2 usec. So as to ensure the entire overlappin 
of the coincidence pulse by that of the shaping circuit Sp, the coincidene 
pulse is delayed in the anticoincidence circuit by 0,6 psec by means of dela 
line DLI, and at the same time the pulse of the shaping circuit Sp is lengthene 
to 5 usec. In this way, even in case of spontaneous delay of the counters ul 
two pulses always overlap each other. | , q 


: 

- 4 
* . 
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Time discriminator 


The width and size of the anticoincidence pulse is standardized by means 
the monostable multivibrator MV2 ; from this circuit the pulse is fed through 
e cathode follower Cl to the delay line DL2. The artificially delayed anti- 
incidence pulse is transformed by the channels of the time discriminator 
th help of cathode follower C2 and monostable multivibrator MV3 into 
pulse of 16 sec duration. 

This pulse of 16 usec is fed to one of the grids of the twofold coincidence 
‘stems C? (grid mixing). To the other grid a pulse of 0,5 usec duration obtained. 
y way of differentiation from the pulse of shaping circuit Sz is fed. As we 
ive seen, the pulse of 16 psec represents the event of anticoincidence indicating 
1e arrival of a meson, and the pulse of 0,5 sec response of counter F registering 
te emission of the decay electron. In this circuit the question is finally decided, 
hether or not the two pulses coincide. 

The phase of the negative pulse of the shaping circuit Sz is reversed 
ith help of amplifier 42 and fed to a cut-off thyratron tube T. The thyratron 
roduces an extremely steep pulse, independent of the rise time of the triggering 
ulse. The duration of the pulse is shortened by the stage Sh to 0,5 psec. As has 
een mentioned, the aim of this shortening is the reduction of the rate of chance 
elayed coincidences, it is carried out by means of the differentiating circuit 
12; C4 is a cathode follower and A3 an ordinary amplifier. 


) Circuit for indication of accidental events 


The circuit registering chance delayed coincidences consists of two parts : 
the first is the unit D which serves for delaying the anticoincidence pulse by 
),01 sec, the second is the channel V* serving for the detection of delayed coin- 
idences. The pulse of 0,01 sec duration produced by the monostable multivibra- 
or MV4in system D is differentiated by circuit D3, the pulse corresponding 
othe trailing edge is amplified and passes through the cathode follower C3. 


) Recording circuit 


In our apparatus eight recording circuits operate registering the following 
svents: Coincidences and anticoincidences, disintegrations between 1—17,5, 
2—18,5, 3—19,5, 4—20,5 psec, chance delayed coincidences and, as a check, 
the pulses of the monostable multivibrator MV4. 


The recording circuits | 
of the end-pentode EP and of the electromagnetic recorder R. A positive pulse 


cut-off end-pentode ; the resulting plate current operates the recorder. 
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g) Delay line 
The lumped delay lines DL2 and Cl (the latter used in the course of ¢ 


libration) have a characteristic resistance of 200 ohms. The delay of the indi 
vidual units of delay line Cl is 0,028 -sec. — 


* 
. 


h) | a 

The low pulse rate of the apparatus and the resulting long measuriniy 
period necessarily increase the requirements concerning the filtering of th 
supply voltages (including the high voltage of counters), the shielding ¢ 


the electronic units and the ground system. 


Ti. Calibration 

The determination of the mean life of i-mesons is in our arrangem 
eventually reduced to measuring in each case the time elapsing between 
appearance of a pulse representing the absorption of a meson and the emiss ; 
of an electron. Since for the value of the mean life only the difference in t : 
is of importance, our measurements are not influenced by such delays of constay 
_ character which act uniformly upon each channel of the time discriminz 


| 


42 
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ape of pulses is meant to express the finite character of the rise time. The 
stribution in time of pulses Sa, Sg, Sc and Sz indicated in the Figure is, of 
‘urse, to be considered merely as an example. MV denotes the pulse appearing 
point 0 of delay line DL2. 

In a given circuit of the time discriminator a coincidence arises first when 
e trailing edge of the pulse of 0,5 jsec overlaps the leading edge of the pulse 
j 16 psec. This, however, does not result in a time shift as in the calibration 
’ the apparatus the circumstances are the same and thus delays occurring 
the course of measurements as well as when calibrating obviously need not 
2 taken into account. 

The calibration was performed in two steps. Firstly, the time values 
elonging to the different taps of a delay line Cl (specially constructed for the 
urpose of calibration) were determined. Accepting subsequently the line Cl 
s correct, as the second step the starting time for each channel of the time 


iscriminator was determined with help of line Cl. 


) Calibration of delay line Cl’ 


So as to calibrate the delay line Cl standing waves were produced in the 
ine opened at both ends by means of a-signal generator, and the positions 
sf the nodes were determined with help of a high frequency vacuum-tube volt- 
meter. The distance d between two neighbouring nodes, in case of supplying 


1 frequency ¥, is given by 


By making use of the positions of the nodes the delay values belonging to the 
respective taps were calculated. The procedure described was carried out for 
several frequencies and the delay values obtained were averaged. 

In the course of calibrating the apparatus and in the actual measurement 
square pulses are applied to line Cl, for calibrating, however, the delay line Cl 
itself sine pulses were used. This discrepancy involves the possibility of systematic 
error, which was taken into account in the estimation of the systematic error 


of the measurement. ! | 
The frequency scale of the signal generator was calibrated through beating 


its frequencies with the waves of known frequencies of broadcasting stations - 
with an error of +0,15%. . 


Calibration of the apparatus 


>. In. the following it is assumed that the delay values corresponding to $ 
‘the respective taps of delay line Cl used for the calibration are known. The 
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procedure chosen for calibrating the apparatus is sketched in Fig. 3. The triggeni} 

pulse of pulse generator PG is fed to the three coincidence shaping cireuj 
4 * 

directly, to the shaping circuit Sz, however, through the delay line Cl.* If t 


Fig. 3. Calibration with pulse generator 


shaping circuit is triggered from the tap of 1 psec of line Cl, the circuit I | 
the time discriminator necessarily indicates a delayed coincidence whenew 
an anticoincidence takes place. Similarly, triggering from the point of 2 ss 
of line Cl circuits I and II, from the point of 3 ysec circuits I, Il and II, ay 


Cl 


Fig. 4. Calibration with 3 G. M.-counters 


from that of 4 psec all the four circuits have to «count parallel» with the an 
coincidence circuit, that is, they have to respond whenever an anticoinciden 
occurs. 

We note that for the period of calibration, so as to accelerate its cour: 
the anticoincidence circuit was disconnected and thus each of the threefc 
coincidences represents an anticoincidence at the same time. 

This method allows speedy calibration and an unambiguous determinati 
of the positions of the time discriminator channels on the line DL2. At t 
same time, however, the conditions of the actual measurement essentially dif 


* Cathode follower CF provides for matching of impedances. 
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| 

irom those existing in the course of calibration, in the latter case namely one 
yulse generator is used instead of single G. M.-counters. Therefore we also 
serformed calibration under conditions nearer to the actual measuring con- 
litions (see Fig. 4), though it is fairly reasonable to assume that the difference 


ioetween triggering by a pulse generator and triggering by G. M.-counters equally 
affects each channel of the time discriminator and thus any possible difference 
's eliminated in the determination of time differences. 

The coincidence shaping circuits are connected to the corresponding 
G. M.-counters in the same way as in case of the lifetime measurement. The 
shaping circuit S; is triggered by the pulse of delay line Cl, which in turn is 
connected to some of the coincidence counters. By this methed we checked 
the reliability of the calibration performed with help of the pulse generator. 
The advantage of the method of calibration with three’ G. M.-counters ap- 
proaching the conditions of the actual measurements is decreased to a certain 
extent by the fact that calibration of this kind is rather lengthy, and it is. 
ifficult to determine the exact position of the channels on the line DL2. (This 
is due to the spontaneous delay of G. M.-counters connected in coincidence, 
or rather, to the statistical fluctuations of this delay.) Thus in practice the: 
systematic calibration was usually carried out with help of a pulse generator. 


Ill. Testing measurements 


On account of the low pulse rate special care had to be taken to provide 
for an extensive check of the apparatus. In the following we summarize the 
most important measurements through which we ascertained the reliability 
of our measuring apparatus. 

a) Before using the G. M.-counters we measured the dependence of 
their efficiencies upon the operating voltage ; counters were rejected if they 
showed less than 99% efficiency in a region of 100 Volts.* Furthermore, a daily 
check was performed to establish whether or not the plateau of G. M.-counters: 
was shortened and whether the operating voltage was in fact within the centre 
region of the plateau. a 

b) It was ascertained that each of the circuits actually counts all those 
coincidences which are supposed to be recorded in case of proper working of 
the arrangement. The check was carried out in such a way that in the arrange- 
‘ment of calibration with three G. M.-counters (Fig. 4) the shaping circuit Sp 
‘was connected to the point of 5 psec on the line Cl. In this case circuits I, IT, 
III and IV have to count parallel with the anticoincidence circuit. Moreover, 
‘as the anticoincidence shaping circuit was disconnected for the time of calibration, 


* Concerning the measurement of efficiency see [2]. 
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the coincidence circuit has to count parallel with the anticoincidence circul 


as well. 
c) It was investigated with special care whether or not certain event} 


which should not be recorded in case of proper operation, were not erroneous)! 


Fig. 5. Check by feeding the pulse of shaping circuit Fg both to the coincidence 
system and to the time discriminator 


counted by the circuits. Thus for instance, if some coincidence counter is coi 
nected to a voltage lower than the operating voltage, neither of the relays | 


supposed to count pulses. In case the counters E are put out of action, thi 


| 


Fig. 6. Measurement of negative delay 


channels of the time discriminator must not record delayed coincidences. If 
turn the input of shaping circuit Sp is coupled to the input of one of the coi 
cidence shaping circuits, neither the anticoincidence circuits nor the channe 
of the time discriminator are allowed to count. eee . 

Besides high frequency noise pulses were artificially produced in t 
supply voltages and it was shown that the operation of the apparatus is n 
affected by such pulses. . 5; . ee - or 


7 
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ee 
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We describe further another check of this type, represented by the block 
diagram in Fig. 5. The output of shaping circuit S¢- is fed not only to circuit 


A2 and thus to the time discriminator, but at the same time it is fed as the 
fourth coincidence to the coincidence circuit as well, which is extended for this 
measurement into a fourfold coincidence system. The production of the coin- 
cidence pulse requires the simultaneous appearance of each of the input pulses 
contributing to the coincidence, and thus the input pulses must obviously 
precede the coincidence pulse. Accordingly, the pulse of 0,5 fsec in this circuit 
may not arise later than the coincidence pulse and thus the channels of the 
time discriminator must not register delayed coincidences. 

d) An important check of the apparatus is provided by measurements 
giving information about the time relations in the apparatus. Such are the 
«0-delay measurement» and «negative delay measurement». In the former 
check, by using the method of calibration with three G. M.-counters, the shaping 
circuit S; is connected to the 0 point of the calibration line Cl; this time none 
of the channels of the time discriminator may record pulses. In the measurement _ 
of negative delay (Fig. 6), on the other hand, the pulse of the anticoincidence 
and that of the channel S; are exchanged; in this case the channels of the 
time discriminator, apart from a few accidentals, must not record delayed 
coincidences. 

We found that our arrangement answered all the requirements of the 
testing measurements described above. 

In connection with the operation of the arrangement we note that the 
interruption of the mains voltage was indicated by a synchronous electric 
clock, and the results of measuring periods during which the clock stopped 
were rejected. We note further that by switching on and off resp. one or more 
electric lamps, the temperature of the metal box containing the frame for 
G. M.-counters was roughly regulated. : 


4 S - 


fae IV. Results and evaluation of measurements 
1. Calculation of mean life 7 


a) Experimental data : 
- In a previous paper [3] the measuring apparatus and the initial phase 
0 ‘the measurements were described. The experimental data given in that paper 
added to those obtained since then are collected in Table I.* Ns, Nac, Ny Nu» 

ae Pe Nw and N,, denote coincidences, anticoincidences, disintegrations between. 
1—17,5, 2—18,5, 3—19,5, 4—20,5 usec and chance delayed coincidences, 


* The measurements ‘were carried out at 410 m above sea level. - 


ee 
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respectively. Beside each of the data the statistical errors VNi are also listed. | 
In the second column of the Table the average values per hour are given. 


TABLE I 

cerns 

3 098,26 hours | Per hour 

| | 

Nirtincetes 2356904 £1535 | 760,73 +0,50 
NAC teen 111637 + 334 36,03 -+0,11 
Ni aes: 2209 + 47° | 0,713 +0,015 
Nic castes 1365 + 37 0,4405 £0,012 
Nit crtens g98 + 30 0,2898 +0,0097 
Nive cides 564 2337 0,1820 -£0,0076 
Names 79 + 89 | 0,0255 +0,0029 


Before passing on to the discussion of calculating the value of mean life, , 
we note the following. | 


Anticoincidence events represent 4,7% of coincidences, and the number! 
of disintegrations in the interval from 1—17,5 psec is 1,91% of the number} 
of stopped mesons. The fact that the rate of meson decays registered by thet 
apparatus amounts to only such a low percentage of the rate of stopped mesons 
may be explained by the following reasons : | 

a) About half of stopped mesons (negative mesons) are captured by nuclei! 
and thus emit no decay electron. 

B) Circuit I of the arrangement records disintegrations only between 
1 and 17,5 psec, and these amount to about 64% of the total number of dis- 
integrations. - 

- y) On account of the geometry of counters E only part of the solid angle 
is made use of, i. e. not every one of the decay electrons traverses counters E. 

6) Decay electrons arising in the iron absorber scan leave the absorber 
and discharge counters E — provided their energies exceed a certain minimum. 
The value of this minimum energy depends on the point of origin and the angle 
of emission of the decay electron. ‘ : ‘ers 

é) The combined efficiencies of counters E and of the quenching circuit 
coupled to them is less than 100 per_cent and thus even decay electrons passing 
through counters F are not in each case indicated by them. This effect decrease 
‘the rate of delayed coincidences registered. At the same time the efficiency © 
the counters D (and of the quenching circuit connected to them) being unde 

100 per cent increases the rate of anticoincidences. These two effects, however 
are insignificant in comparison with the reasons listed above, since the efficienc 
of the combination of G. M.-counters and quenching circuits used in the apparatu 
| 38, as already stated, higher than 99%. . ; ce 
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) The character of the disintegration 


<perimental data listed in Table I. Index i may have the values I, II, III and 
V according to the respective channels of the time discriminator. The experi- 
iental points lie on a straight line indicating the exponential character of 


reson decay : 


—t.|t 
N; ea A Pe eae 


trictly speaking, this relation holds only in the case if N; represents the number 
f disintegrated mesons ranging from time ¢; to infinite. In practice the different 
ircuits of the apparatus register disintegrations in the range from t; to t; + 16,5 
sec only; this number, however, differs from N; by less than 0,08%. 


inN; 
8 


7S 


: 

| 

In Fig. 7 In N; as function of the ¢;’s is shown as a first evaluation of the 
a. 


65 
6 Thour N3 Nac Ny Nu Nu Nw Neh 
309826 2356904 111637 2209 1365 898 564 79 
$5 
rs ee a ne nS 
1 , 2 3 4 psec 


ig. 7. Decay line obtained in the course of lifetime measurements. Nj is the number of mesons 
disintegrating after tj. The dashed line represents the value 2,22 sec (Bell and Hincks). 


For the sake of comparison in Fig. 7 the decay line corresponding to the 
value 2,22 + 0,02 usec measured by Bell and Hincks (1951) is also represented 
oy a dashed line. The difference between the two straight lines cannot be con- 


sidered as significant. ee 


) Quantitative calculation of the value of T 


The value of mean life can be calculated quantitatively in the following — 
vay. We form the differences. n; of the delayed ‘coincidence events NN; since 
these differences are statistically independent, in contrast with the delayed © 
incidences themselves. Thus the average value of chance delayed coincidences — 
recorded by the channels is eliminated as the average number of delayed coin-— 
Ba ences arising in the different channels is identical, the resolving power of. 


ee 
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each of the circuits being of the same value. Therefore a special correctio 
for accidental events was not required in the course of the quantitative com} 
putation. (It was necessary, however, to correct for the experimental points oj 
the decay line shown in Fig. 7, as these points do not correspond to differences 
Considering that accurate measuring of the total number of disintegration | 


N, is not feasible with our arrangement (the rate of anticoincidences, as show | 


on p.286 not being equal to the number of total disintegrations) it is reasonable 
so as to eliminate N, to form the ratios of differences Nie Accordingly, th 
following function can be given for T: aa 


zs re Ni+2/ : a y Bey a eo : 3 : 


i417 


For the sake of simplicity we denoted the ratio of pulse rate differences by 
At on the other hand, is the difference between the starting times of the 
pective time discriminator channels, in our case b pees? oo 


It is reasonable to use the weighted average of the terms belonging 


_ two possible values of i, namely 


ne awe 


os 
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From the expression g(t) T is given by 


: 1 
. — - 
In p(t) 


Vith help of the above method of evaluation we obtained from our measuring 


esults 
2,14 psec 


or the mean life of p-mesons. 


2. The error in the value of mean life 


1) Statistical error 


The standard deviation dt of t resulting from the statistical character 
of meson decay can be obtained by the method using differentiating generally 
ised in calculation of errors. Thus 


| dt|=- : a dg (t), 


In? p(t) 9% (t) 


where 


Op \2 1 
ld r= D> [SE] ati ~ se 
| 2 | OT; 2 8i 
In deriving the latter formula we assumed that in first approximation gi is 
ndependent of T;. After carrying out the numerical calculation 0,21 psec 


was obtained for the standard deviation of the measured value of mean life. 


b) Systematic error 


We tried to overestimate roughly the probable value of the systematic 
error of the measuring apparatus, that is, the error not resulting from the 
statistical character of meson decay. The systematic error results from the ._ 
fact that on the one hand the time difference At between the starting points 


of the different channels in the time discriminator is not known exactly, on 
he other hand that the efficiencies of the circuits registerir g delayed coincidences © 
iffer slightly. The former error consists of two factors : Firstly, the time values 
rent taps of the calibrating delay line Cl are not 
even if the time values on line Cl are accepted as 


orresponding to the diffe 
nown exactly ; secondly, 


oe 


er 
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exact, it can be ascertained only with a certain inaccuracy, whether or na 
1 of the time discriminator starts recording disintegration 


the respective channe 
ough estimation (by summun| 


at the moment established. As a result of a r 
the absolute values of each of the errors) it may be suggested that the systemats 


error of the measurement was less than 0,11 psec. 


3. Additional measurements 


a) A special series of measurement was carried out with respect to th 
delay of the combination of G.M.-counters and quenching circuits. The result 
obtained were discussed in a previous paper [4]. 

b) Measurements were performed with the side counters E only registerim 
the decay particles and further, other measurements in which, on the contrar? 
merely the bottom counters E (see hatched circles in Fig. 1) were operateq 
As the decay line in Fig. 8 shows,* in case the bottom counters E alone aq 


InN; 1 


75 


xy) 


Fig. 8. Decay lines for measurements with side counters ‘and with bottom counters, respective 


working, the value of Tt is significantly lower than in the case when only t 
side counters are being operated. . 

The increase in the rate of spontaneous delays of G. M. counters giv 
a qualitative interpretation in the former case, these delays contribute to t 
number of actual disintegrations, increasing thus the first experimental poir 

The increase in the rate of spontaneous delay may be explained by t 
following assumption. One of the bottom counters E is discharged by sot 
meson, while at the same time the counters D give no response. (This can 
due to the fact that the efficiency of the counters D is under 100% or, that 1 
meson concerned disintegrates in the iron frame on top of counters Da 
in the lower wall of counters E or in the upper wall of counters D). Thus 


: * For this measurement the time base was shifted by 0,5 u sec in the direction of s 
delays in order to make the effect of spontaneous delay of G. M.-counters more distinct. — 


; 
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anticoincidence arises, produced, however, not by the decay electron, but 
by the meson itself. The pulse of the counters E can be delayed as compared 
to the anticoincidence pulse in consequence of the spontaneous delay of the 
counters E and thus the event may be recorded erroneously as a delayed coin- 
cidence, that is, as a meson decay. A spontaneous delay may, of course, arise 
as well in the case if the side counters E are used; this delay, however, can 
only by chance coincide with the appearance of the anticoincidence pulse. If the 
bottom counters E (that is, counters within the solid angle of the telescope) 
are used for recording decay particles, these spontaneous delays arise in a critical 
moment; they are namely in close correlation with anticoincidence events, 
falling thus within the time of sensitivity of the time discriminator. 
According to the conclusions drawn from the above additional measure- 
ment, the side counters E were exclusively operated in the course of mean life 
measurements. The data listed in Table I refer to such an experimental arrange- 
ment. Since the spontaneous delay of counters FE, as stated above, may only 
be connected accidentally with the anticoincidence event, spontaneous delays 
ean be disregarded in the first approximation of determining the starting time 
of channel I of the time discriminator. (On the other hand, as is known from the 
literature, the value of T is, apart from the choice of the starting time of channel 
I, not affected by spontaneous delays and their fluctuation.) It should be noted, 
however, that strictly speaking the above statement is only valid if showers, 
knock-on electrons produced by measons and the scattering of mesons are not 
being considered. In the latter cases it may namely occur that some side counter 
is discharged simultaneously with the coincidence counters, and at the same 
time no response of the counters D is obtained. The spontaneous delay of the 
counters E in such cases may erroneously be recorded as a delayed coincidence. 
| We mention here that in the first period of the lifetime measurements 
a lead absorber of 1,5 cm thickness was placed over the counters D in order - 
to prevent decay particles from discharging some counter D, thus disconnecting 
_ the apparatus just in the case of a meson decay. Afterwards, when bottom counters 
were not being operated, the lead absorber became superfluous since decay 
e. electrons falling within the solid angle of counters E cannot traverse counters 
__D at the same time, and thus such particles, independently of the discharge © 
of counters D, are eliminated from the point of view of recording. On the other 
__ hand, it is obviously reasonable that the disintegration of mesons should always 
take place in one and the ‘same material (in this case iron). Thus in the later 
ie: period of the measurements the lead absorber was removed. 23 oe 
Finally, lifetime measurements were also made with no absorber. Inthis _ 
_ case the disintegration of mesons can only take place in the frame and in the 
walls of G. M.-counters, respectively. The straight line obtained for the decay 
_ is given in Fig. 9. As can be expected, the value of lifetime measured in this 
way is, within the statistical error, in agreement with the value 2,14 psec obtained 
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in the presence of an iron absorber. If no absorber is used, the number of dis- 


integrations per unit time is, of course, much lower than in case an absorber 


is employed. 


' Without Fe 


or ee 


pL 
Sap F214 ysec 


4 4 py sec 


Fig. 9. Decay line without absorber Fe 


Vv. Comparison of our results with other measurements 


In Table II the results of measurements obtained by several authors | 
are listed. In those measurements the determination of the mean lifetime of | 
f-mesons was carried out with a direct method. Z indicates the atomic number | 
of the absorber used. : 

The errors given in the Table represent only those of statistical character. 
We note that the values of tT presented refer to different experimental conditions. 
For instance, some of the measurements were made with the natural mixture 


-. of positive and negative mesons to be found in cosmic radiation, in other experi- 


ments mesons of different sign were separated with help of magnets ; some 
of the authors employed artificially produced 2-mesons, etc. 

The measurements described in the present paper were performed in order 
to determine the mean lifetime of “-mesons in cosmic radiation, in the case 
of Z = 26. As a result of the measurement 


t = 2,14 + 0,21 usec | ee 
was obtained. This result is in good agreement with the results of the measure- 
ments listed in Table II. In order to reduce the statistical error, further measure= 
ments are being carried out. : ; 

I wish to express my thanks to Prof. L. Jaénossy and to E. Fenyves for 
valuable suggestions in designing the apparatus and in evaluating the results. 


Thanks are due to P. Varga for his contribution to the working out of the time. 


discriminator, to A. Zértos‘and J. Szivek for assistance in adjusting and running 
the apparatus. The G. M.-counters were manufactured by the G. M. -group. 


Be our Era ents and the frame was constructed i in our Mechanical Workeligns 3 


MEASUREMENT OF THE MEAN LIFETIME OF u-MESONS 293: 


TABLE II 
a 
Author | Tin psec | Z Published in 

Seti= VOTCSOM: <cie'sin's.e 6.0 sites 3 a.s ois 2,3 +0,2 82 Phys. Rev., 62, 417, 1942 
jereson-Rossi ....... 042000000. 2,15 40,07 | 26,29, 82 «  «& 64,199, 1943 
haminade-Fréon-Maze ......... 2,2 +0,2 26 Comptes Rendus, 
218, 402, 1944. 
lonversi-Piccioni.......sesesee 2,33 40,15 26 Phys. Rev., 70, 859, 1946 
BS LEChO- oO. os cee se se cee eels 2,11 +0,10 8—16 « « T4, 1337, 1948: 
OOTnLES=SITeet 2. vc ewes ee seecic 1,9. +0,3 17, 49 « « 76,1100, 194% 
‘artman-Harrison-Reynolds .... 2,2 +0,2 82 Unpublished, 1949 
Iwarez-Longacre-Ogren-Thomas 2,09 +0,03 6 Phys. Rev., 77, 752, 1950 
teinberger-Bishop .....--+-+++++ 2,10 +0,10 6 « « 78, 493, 1950 
BE isthe. 2242) corte ee 2,22 40,02 | 26 « . © 84,1243, 195E 
Med. Valley 222s ccacccceceiee 2,06 £0,08 13 Unpublished, 1951 
Yuaranta-Pancini ......2+++2+05 2,22 +0,06 6 N. Cim., 9, 959, 1952 
Norewitz-Shamos ....++++++00+- 2,09 40,05 16 Phys. Rev., 92, 134, 1953 
MMS HONS. s<'ss oe awe eee cere ss 2,26 +0,27 82 | Ind. J. Phys., 37, 93, 1954. 
2,18 +0,07—|—— 6 
MG. Tenner .....,---: eae 2,25 +0,22 | 82 Physica, 20, 24, 1954 

2,07 +0,13 | 16 

2,26 +0,16 13 
Ziswas-Sinha......eseeeeeeeees 2,23 +0,09 82 | Phys. Rev., 94, 1400, 1954. 

; 2,15 40,14 16 
2,35 +0,11 13 
| 2,15 0,09 6 ; 

Fafarman-Shamos Set eti sates 2,13 +0,07 | 6 Phys. Rev., 96, 1097, 1954. 


some of the electronic units were provided by the Electronics Group of our 

Department. I am also indebted to the Hungarian Radio and to the Radio. — 
Technical Works for making available the data of frequencies of various broad~ 
2asting stations. - : 
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ONPEQEJIEHME CPEQHErO BPEMEHM JKU3HV p-MESOHO 
Ty. KUMI 


Peswme 


ee BP€MA XKU3HM M0J107KUTCJIDHBIX [-Me30HOB, KO 
(busbTpe, BHI 
10 CX€MbI AHTHCOBIaseHHii. IlpomexkyTOK BpemMeHM Me 
BbISBAHHBIMH QICKTPOHAMM pacriafla, USMepsAICA 
Oxagamocb, TO Mp BbIKMOUCHHH C4eTHMKOB, HaxXO 
X QJICKTPOHBI pactaga, YHCsIO JO)KHBIX 


ABTOpOM ObluIO OTIpemeeHO CpeAH 
oKasanocb 2,14-40,21 ucex. MesoHbl, OCTaHOBUBUINeCA B 7KeTe3HOM 
M3 KOCMMYeCKUX Jy4eH C MOMOLIb 
AHTHCOBNaeHuAMM M CHTHaJIaMH, 
-ganagibIBarolwnx coBnayeHnit. 
B TeeCcHOM yrule TemecKONa u perucTpupyloulM 
JIBIBAIOLIUX COBMALeHHM YyMeHbINAeTCcA. 
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OPTICS OF POWDER MATERIALS 


By 
Z. BODO and I, HANGOS 
RESEARCH INSTITUTE FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 


(Presented by Z. Gyulai. — Received 1. VI. 1955.) 


A calculation for the intensity variation of light emitted by fluorescent powder layers o f 
definite thickness is described. The absorption of the exciting light and the emission of the 
fluorescent light is calculated by the planparallel plate approximation, the actual coating being 
taken into account. The experiment is in good agreement with the results of the calcu- 

ation. 


Introduction 


In a previous paper [1] we described the calculation of the reflection 
of light by an infinitely thick powder layer. In our calculations the reflected 
light has been established as a function of the coefficient of absorption and 
of the particle size. It was found that the calculations sufficiently agreed with 
the experimental results. Though the measurements were carried out on a powder. 
layer of practically infinite thickness, there exists a possibility for extending 
the investigation on layers of definite thickness. 

For a definite thickness, however, new complications arise. It was found, 
for instance, that the thickness of a gravity-settled coating is never uniform 

“but scatters statistically around a medium value. We can never succeed, for 
instance, in preparing coatings covering the basis with a single powder layer 
only. Settling a too small quantity of material, there will always be uncovered 
"areas ; increasing the quantity of material to be settled, some manifold covered 
areas build up before uncovered ones completely disappear. This is why we 
Bhave to extend our investigations to the laws governing the settling of the pow- 
‘der. The covering of a plane with powder was the subject of another 
detailed discussion [2 ]. re ae 

Summarizing the results of the two previous investigations we examined 
the absorption of the ultraviolet exciting light and the exit of the excited visible — 
light out of the layer. Our examinations have been performed theoretically 
and experimentally on apatite activated by manganese and antimony (the 
investigations published in [1] and [2] referred also to this powder). The | 
present paper illustrates the optical phenomena caused by the powder-structure — 
of luminescent materials. _ ere . 


ct 


cea | 
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Theoretical calculations 


In our calculations we made use of the previously employed approach | 
in which the individual particles were assumed to be small prisms and the layer} 
built up of them might be considered as plane-parallel sheets (see Figs. 1 and| 
2). This approach is, of course, an idealization of reality, but we have to make} 
this allowance in order to approximate the problem in some way. This kind of | 
approach, moreover, must give a convenient qualitative picture of the optical | 
phenomena taking place. As for the layers of infinite thickness the quantitative | 


Fig. 1 


_ agreement has proved to be satisfactory, so we may expect at least an agreement 
of magnitudes here too. OM 
First of all let us examine in case of a manifold powder layer substituted 

by plane-parallel sheets, how the light falling on such a layeris absorbed and 
what the total amount of absorbed_light is in each layer in case of differen 
numbers of layers. | . és 
In the following calculations a unit value of incident light is supposed. 

The numerical values obtained represent the ratios of the incident light. ' 
_ The light reflected from a sirgle layer is given (see [1] and Fig. 1) as 
oo F#4 =: Dae ee 
ete areeegitammant ee 
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ind the light transmitted by a single layer 


(1 — a)?e** 
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incident light. 
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Fig. 2 
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(2) 


Jenoting by a the coefficient of reflection, by a the thickness of the layer (i. e. 
approximatively the particle size) and by yu the absorption coefficient of 


With the aid of y, and B, both the reflection and the transmission of — 


| Bilayer of thickness of n particles can be calculated (see [1] and Fig. 2). Asa result 
of the calculations the following recursive formulas are obtained : 


By Yn-1 


es es — — ; 
Be. Yn=71 eerie 


e ise ByBn-1 
j= 
cid toate Wire 


. 
in the following manner. First 0 
“first n + 1 layers laying on the s 


$ 


8) 


(4) 


4 ‘The light Sasa in each’ layer was calculated with these formulas 
, f all the total amount of light ab | 
urface was calculated, assuming m layers to 


sorbed in the 
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be placed behind this layer. According to Fig. 3 the total amount of light in 
n-+ 1 layers is given by a 


1+ Bnai¥m + Pn+1 v2 Vaya ce Bye Peed ore 


= Vat = peed Ym — Bras avn Bret Ft yy Rene ee 
yy, Pua San: Prati Vm Vn+1 — Britt ee, yey — cere 
Vm Bn+1 ; 


= (b= ts — Bross) [1 ay, 
me Ym Yn+1 


. . = A es ) 
pK mi USES, PL VE mR ee F. 
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1,00 units, if the total number of layers varies from 1 to 18. The Table illus- 
ites how the penetration of light inte the inner part of the powder is hin- 
red, how the reflected light increases (in case of same thickness of the 
vers) and how the absorbed and transmitted light decreases with the 
crease of particle size. The same is illustrated in Fig. 4 too. 

Hereupon the escape of the visible light produced in the inner part of 
e different layers was calculated. Since with our experimental material the 


100- 


100- 


123456768 9101112 
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Uh 
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‘ Fig. 4 


oefficient of absorption p proved to be very small, the calculations were per- 
ormed for the case “ = 0. In such cases the light produced in the inner part 
f the material can always escape entirely out of the material and the different 
yowder layers determine the proportion of light escaping in the forward, resp. 
yackward direction. 

Let us examine again the n + 1 layers in the inner part of the material 
when m layers are placed behind it. The experimental conditions are given in 


Fig. 5. The direction of incident light is from left to right. In the following 
lescription the words forward light 


and backward light refer to the light directed 
the left, resp. right side. The visible light produced in the layer n + 1 should’ 
of unit quantity, thus the obtained values correspond to ratios. Half of the 
oduced light should by directed forward and the other half backward. According: 


men 
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$0 Fig. 5 the ratio of forward light may be calculated in the following way 


>. 
ee 1 1 < 
Tan = Pat Z Bn Yn ¥msa +> Bn Ya Yet F-- => Bn 
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Considering now = 0 and using expressions (1) and (2) we obt 


Lalo ee cee aes 


——— Applying the recursion given by (3) and (8) we obtain: 


Sook 
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hereas the light emerging backward is 


1 ny; 
lp See NIB} 
“2 14+(+m)y, yee 
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Hence the ratio of light produced in layer n + 1 escaping in the forwar 


direction is given by 


1 1+2my, al 


does Ile —- 
lege 21+(n+m)y, 


and the ratio of light of backward direction by 


1 1+2ny, l 
Piel de = Toa ied ia Sree a re ( 

With formulas (16) and (17) the percentages of the visible light produc 
in the different layers emerging in the forward, resp. backward directions we 
calculated for a = 0, 1. The results obtained in the forward direction are r 
presented for 1, 2,..., 18 layers in Fig. 6 and in Table IIT. 

Tables I and II represent for two different particle sizes the percenta; 
of ultraviolet radiation absorbed in the individual layers for different numbe 
of layers. The absorbed ultraviolet radiation will be proportional to the visib 
light produced. Multiplying the values of Tables I and II by the correspond 
ones of Table III the contribution of each layer to the light directed forwar 
resp. backward can be calculated (Tables ITV and V). The obtained data represe 
merely relative values where the quantity of visible light which would be produce 
if the incident ultraviolet emission is entirely absorbed, corresponds to 1,( 


Experimental results 


To check the calculations the following experiment was carried 01 

Two halophosphate phosphors of different particle size activated by mangane 
and antimony were settled in different quantities on plane glass plates. T 
samples used were taken from the experimental series described in our par 
[2]. As it was described the average partic'e size of the first series was 14,3 Me 
Xx 26,5  X 26,5 w and of the second one 2,33 mw x 4,32 BX 4,32 wu. The gle 
plates sett'ed with powders were illuminated by ultraviolet radiation of t 
same intensity ; then the brightness of the powder layers was measured on t 
excited side as well as on the other. . 
The results of the measurements are represented in Fig. 7 and 8 by do 

The values calculated theoretically are plotied in the same figures by solid lin 
The theoretical calculation was carried out in the following way. FE 

a given particle size and settled quantity we calculated in the way illustrat 
‘in paper [2] the proportions of the surface covered with one layer, two lay 
; 
4 
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1 so on. The amounts of light emitted by the singly, doubly etc. covered 
ices were taken from Tables IV and V. In the calculations the glass plate 
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As has been mentioned Tables IV and V were calculated with a = 16,7 
resp. a= 4 yw. The reason for it was provided by the measurement of ulti 
violet reflection of an infinitely thick layer. In the way described in our pajj 
[1] we found for the given values of a and # = 300/em, that the values | 
ultraviolet reflection measured equalled those calculated as 17,3% and 37,24 
The range of the values of a within the limits mentioned above should be coni 
dered as sufficient. An effort to reach better agreement seems to be futile | 
the calculation with «plane-parallel cubes» is itself of approximate charact 

We may thus state that there is a very adequate agreement between t} 
measured and calculated values, the experimental data having been made | 
agree, however, with the theoretical curves only at one point (in the case of t) 
first sample for x = 32 powder quantity). This checking has been found necessail 
because the measured light intensities gave only relative values. ) 

Similar problems have been discussed employing different methods | 
A. P. Iwanow, R. L. Longini, J. W. Coltman, E. G. Ebbinghausen, W. Altar a 
H. C. Hamaker, further by O. P. Girin, B. I. Sztyepanov, and V. V. Antoni 
Romanovszkij [3—8 ]. 
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B paGore qaeTCA MeTOA, MOACUeTA USMCHCHUA CBETOCHIIBI, MPOUCXOMALICTO. 3-34 Tt 
uToO HccHeyembiit MaTepuan MOpouMKooOpasHDl. TloxcueT OTHOCUTCA K (ps1100 pecl{MpytoL 
NOPOWIKOBbIM CHOAM KOHeYHOM TOMMHBI. IIpu pacuere pemlaeTcA NOroueHne BO30y KI 
ujero cBeTa M MCIyCKaHHe cBeTa bm00pocteHHu C MOMOMIbIO NpHOIMOKeHHA Tan Mapas 
HOM MNACTHHbI, OMHAKO, BOSbMETCA BOBHHMAHHE HM MOKPBITOCTb. ONbIT XOPOIO corsmacys 
C€ BbMMCICHHbIMM pe3yJIbTATAMH. 


POLARISATION DER LUMINESZENZ 
UND DER CHARAKTER DER ABSORPTIONS- UND 
EMMISSIONSUBERGANGE 


Von 
: I. KETSKEMETY und L. SZALAY 


INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED 


: (Vorgelegt von A. Budé. — Eingegangen: 13. VI. 1955) 


Die auf den Polarisationsdiagrammen beruhende Wawilowsche Methode zur Entschei- 
ng des Charakters der Absorptions- und Emissionsiibergange wurde verallgemeinert. Fiir 
. bei den Ubergangen verschiedenen Charakters zu erwartenden Polarisationsdiagramme 

den neue Formeln abgeleitet. Durch Vergleich der Ergebnisse der mit Hilfe einer empfind- 
hen photoelektrischen Einrichtung durchgefiihrten Versuche mit den neuen Formeln konnte 
chlossen werden, dass die Absorptions- und Emissionsiiberg ange bei den untersuchten lumi- 
zierenden Lésungen einen Dipolcharakter haben. 


1. Einleitung. Zur Feststellung des Charakters der Absorptions- und 
missionsiibergange bei der Lumineszenz der Lésungen gibt es mehrere 
ethoden. Von den friiheren, auf dem Zeemann-Effekt, der Abklingzeit, den 

sorptionspektren und der Interferenz beruhenden Methoden ist die von 
. Selényi ausgearbeitete Interferenzmethode ([1] — [4]) am zuverlassigsten, 
ych gibt sie iber den Charakter der Absorptionstibergange keinen Aufschluss. 

Einen wesentlichen Fortschritt bedeutete das von S. I. Wawilow vorge- 
hlagene Verfahren, das auf den von ihm eingefiihrten Polarisationsdiagrammen 
sruht [5]. In Verbindung mit dieser letzteren Methode sei hier an das Folgende 
innert. Mit Riicksicht darauf, dass die Molekeln des lumineszierenden Stoffes 
nsichtlich der Absorption des Erregungslichtes und der Emission der Lumines- 
»nz durch lineare Oszillatoren ersetzt werden kénnen, ist es verstandlich, dass 
ie Lumineszenz unter geeigneten experimentellen Bedingungen eine partielle 
olarisation zeigt, die durch den Polarisationsgrad 


p= diss | (1) 
I, +1, 

narakterisiert wird; dabei ist I, bzw. I, die Intensitét derjenigen Kompo- 
ente des Lumineszenzlichtes, deren elektrischer Vektor zu der durch die 
rregungs- und Beobachtungsrichtung definierten Ebene senkrecht steht, bzw. 
ihr liegt. p hangt unter anderem auch von der Erregungs- und der Beobach- 
gsrichtung ab. Sei 7 der Winkel zwischen diesen beiden Richtungen und 

lektrischen Vektor des linear polarisierten Erre- 


der Winkel zwischen dem e ! 
ngslichtes und der Normalen der durch die Exregungs- und Beobachtungs- 


chtung definierten Ebene. Die Kurven p (1), const und p (X),<const werden 
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Polarisationsdiagramme genannt. Ihre analytische Gestalt wurde von Wawila 
fiir elektrische Dipol- und Quadrupoliiberginge unter der Annahme abgeleite 
dass die molekularen Absorptions- und Emissionsoszillatoren parallel odi 
senkrecht zueinander stehen. (In diesen Fallen haben die Polarisationsdiagramry 
die Extremwerte p = %4 baw. p = — 1/3.) Pheofilow hat die Wawilowsch« 
Uberlegungen auch auf magnetische Dipoliiberginge angewendet [6 ]. 

Eine unmittelbare Feststellung des Charakters der Uberginge ist abl 
durch den Vergleich der experimentell aufgenommenen Polarisationsdiagram 


mit den Wawilowschen theoretischen Diagrammen, wegen der oben erwahnti 
Annahme iiber die gegenseitige Lage der Oszillatoren, im allgemeinen nic} 


/| Erregungslicht 


Fig. 1. Zur Ableitung der Formeln fiir die Polarisationsdiagramme 


méglich. Das von Sewtschenko verwendete indirekte Verfahren [7] schei 
experimentell kompliziert zu sein und ist auch prinzipiell nicht véllig begriind 
denn die Resultate der fiir spezielle Falle durchgefiihrten Wawilowschen Ub 
legungen bieten keine sichere Grundlage fiir allgemeinere Folgerungen. D: 
wegen schien uns wiinschenswert, die theoretisch zu erwartenden Polarisatioi 
diagramme ohne Beschrankungen in bezug auf die gegenseitige Lage « 
Absorptions- und Emissionsoszillatoren abzuleiten und die Resultate 1 
genaueren Messungen zu vergleichen. } | 

2. Die Verallgemeinerung der Wawilowschen Uberlegungen. Im. folgend 
werden die allgemeineren Formeln der Polarisationsdiagramme fir die wichtigs' 
Faille abgeleitet werden, wo die Absorption einem elektrischen oder magnetiscl 
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Jipoliibergang, und die Emission einem elektrischen oder magnetischen Dipol, 
zw. einem elektrischen Quadrupoliibergang entspricht. 
In allen Fallen wird vorausgesetzt, dass der elektrische Vektor © des 
4 der OY Richtung sich fortpflanzenden linear polarisierten Erregungslichtes 
en Winkel x = 7/2 mit der Beobachtungsrichtung OZ bildet (Fig. 1). Zunachst 
ei angenommen, dass die Absorption einem elektrischen Dipoliibergang ent- 
pricht. Fir die Anzahl F (0’) dQ derjenigen erregten Emissionsoszillatoren 
M (s. Fig. 1), deren mit € den Winkel 9 einschliessende Richtung in dem Raum- 
vinkelelement dQ — sin dd Ody liegt, ergibt sich [8] (aus einer Differential- 
‘leichung, die die Brownsche Rotationsbewegung, die gegenseitige Lage der 
\bsorptions- und Emissionsoszillatoren und das Abklingungsgesetz beriick- 
‘ichtigt) 
F (9) dQ = const (a + cos 8’) dQ. (2) 


Mit Hilfe der Verteilungsfunktion F (’) werden nun die Polarisationsdiagramme 
fiir die oben erwahnten Fille berechnet. 

Fall a) Absorption und Emission sind elektrische Dipoliibergénge. Unter 
Beriicksichtigung von (2) und der Richtungsverteilung und Polarisationseigen- 
schaften der Dipolstrahlung [9] erhalt man fir die Intensititen die Ausdriicke 
= Cy (a + cos? #’) sin? 3 cos P dQ, é) 

3 
I, = C, { (a + cos? 8’) sin? sin? y dQ. 


Wegen cos” = cost cosy’ + sind sinn’ cosp, 7 = 2/2 — 77’ (s. Fig. 1) und durch 
Integration iiber den ganzen Raumwinkel folgt 


I, — 4, «=. cos? 7 (4) 


PM) =, Sat 2b ainty 


Die Substitution der experimentell feststellbaren Grosse p (0) = 1/ (5a + 2) 
fahrt zur Endformel : 
: 
: . . ° . . 
wo der Index DD darauf hinweist, dass sowohl die Absorption wie die Emission 
einem elektrischen Dipoliibergang entspricht. Page 
Fall b) Absorption : elektrischer Dipoliibergang, Emission : elektrischer 
-Quadrupoliibergang. Hier erhalt man — wegen des. bekannten Gesetzes der 
-raiumlichen Verteilung der Quadrupolstrahlung des linearen Oszillators [9 ] 


= Tp =C, f(a ao cos? 8’) sin? 29 cos? Y dQ, i) 


P (0) cos” u/| (5) 


Pop (1) = 1 — p(0) sin? 7 ; 


Fo Cai (a + cos? 9’) sin? 2 8 sin? y dQ. 
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Aus (6) ist leicht ersichtlich, dass die a enthaltenden Glieder von I, und I 
miteinander iibereinstimmen ; der Wert derselben sei mit k bezeichnet. Mii 


der Einfihrung des Winkels 7 ergibt sich 


cos? i 

= — (7) 

P(”) 2(k +1) + sin? 

Nach der Einfiihrung der messbaren Grésse p (0) = 1/2 (k + 1) gilt also fii 

das Polarisationsdiagramm der Quadrupolstrahlung (worauf der Index Q hin+ 
weist) der Ausdruck 


_ PO) cost @) 
1 + p(0) sin? 7 | 


Fall c) Absorption : elektrischer Dipoliibergang, Emission : magnetischer 
Dipoliibergang. Wenn der Ausdruck «elektrischer Vektor der Strahlung» mit) 
dem Ausdruck «magnetischer Vektor der Strahlung» und dementsprechend: 
in (1) I, mit I, vertauscht wird, dann ergibt sich die Formel des Polarisations~ 
diagrammes nach Uberlegungen, die genau mit den unter a) gegebenen tiber- 


Poe (1). = 


einstimmen, wie folgt 


p (0) cos? 4 
Pp» () Te p (Opens : (9) 
Fall d) Absorption : magnetischer Dipoliibergang, Emission : elektrischer 
Dipol- bzw. Quadrupoliibergang. Wenn die Absorptionsoszillatoren einen magne- 
tischen Dipolcharakter haben, so wird # als der Winkel zwischen Jt und dem 
magnetischen Vektor des erregenden Lichtes definiert ; davon ausgehend gelangt 
man zu den Formeln* 


hs & PO) Cos* 
Pup (1 ) a 1 Tee (0) ine n’ (10a) 
pari) eee (10b) 


1+ p(0) sin?! 7 


Fall e) Absorption und Emission sind magnetische Dipolitbergénge. In diesem 
Falle erhalt man bei gleichzeitiger Verwendung der unter c) und d) erwabnten 
Vertauschungen den Sores Hon sera in der Form 


Pp (0) cos? 7’ 


1 + p (0) sin? 7’ Qe 


Pym (') = 
* Die Formeln (10a), (10b) und (11) geben den Polarisationsgrad als Funktion vor 


ry foe “3 . 
n (= 9 . n dog von 7 an. So kénnen py,p, P MQ und Pry durch Beziehungen ausgedriickt 
werden, die den oben fiir. Ppp» Ppg erhaltenen Zusammenhangen dhnlich sind. 
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Wie man durch Vergleich der Formeln (5), (8) und (9) sofort sieht, stimmt 

as Polarisationsdiagramm der magnetischen Dipolstrahlung nicht mit dem 
er elektrischen Dipolstrahlung, sondern mit dem der Quadrupolstrahlung 
berein. Pheofilow vertritt in einer Arbeit iiber die elementaren Oszillatoren 
ie Ansicht, dass man auf Grund der Polarisationsdiagramme, wenn das: 
laximum des Polarisationsgrades unter 1/3 liegt nicht entscheiden kann, ob 
er Emissionsoszillator einem elektrischen oder einem magnetischen Dipol- 
bergang entspricht [10]. Aus der obigen Erweiterung der Wawilowschen 
‘technungen ist leicht ersichtlich, dass die Polarisationsdiagramme der elektri- 
then Dipolstrahlungen sich von sémtlichen anderen Diagrammen unterscheiden. 
leshalb kann festgestellt werden, dass die Sewtschenkoschen Untersuchungen 
thon allein — ohne die Pheofilowschen Interferenzversuche — den elektrischen 
Mpolcharakter der Lumineszenzstrahlung des Uranyl-Ions bewiesen haben 
10, 11]. . 
: 3. Experimentelles. Die Messungen wurden mit einem im wesentlichen 
ach den Angaben von Wille [12] und Spektorow [13] gebauten Apparat 
urchgefiihrt, der die zur Feststellung des Charakters der Strahlung benétigte 
lessgenauigkeit sicherte. 

Das Praparat wurde durch ein paralleles Lichtbiindel einer Zeissschen 
utomatischen Bogenlampe bzw. (im Falle der Aesculin-Lésung) einer Queck- 
Iberhéchstdrucklampe erregt; die Parallelitat des Biindels wurde mit Hilfe 
on Blenden erreicht. Das erregende Licht wurde durch Glasfilter (s. unten) 
ltriert und durch ein genau eingestelltes, verstellbares Glan-Thompsonsches 
risma polarisiert. Das zur Erregungsrichtung senkrechte Lumineszenzlicht- 
iindel des Praparates (welches sich in einem mittels eines Hépplerschen Ultra- 
hermostats bei konstanter Temperatur gehaltenen doppelwandigen Kasten 
efand), fiel durch eine verstellbare Glasplatte, eine rotierende 4/2-Platte, 
inen Nikol und ein «gekreuztes Filter» auf die Photokathode eines Sekundar-. 
lektronen-Vervielfachers (RCA 931 A bzw. 1P 28). Da die in der ausgebohrten 
chse eines Synchronmotors sich befindende 4/2-Platte die Schwingungsebene: 
er polarisierten Komponente des Lumineszenzlichtes dreht, zeigt der Photo- 
from eine Schwankung. Diese wird nach Verstarkung durch emen Selektiv-. 
erstarker mittels eines Kathodenstrahloszillographen detektiert und durch. 
eeignete Einstellung der kompensierenden Glasplatte zum Verschwinden 
ebracht. Der Polarisationsgrad lasst sich aus dem Einstellwinkel p und dem 
rechungsindex n der Glasplatte nach der Sewtschenkoschen Formel [14] 


n 


f = = sin? 9 


P= (12) 


rae 
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4. Messergebnisse. Wir haben zur Priifung der Anwendbarkeit der in 
2.) besprochenen Methode die Polarisationsdiagramme folgender Lésungen auf-; 
genommen : Fluoreszein, Aesculin, Rhodulin Orange in einem Gemisch von 
Wasser und Glyzerin; Trypaflavin in einem Gemisch von Aethylalkohol und 
Glyzerin. Jede Liésung hatte eine Farbstoffkonzentration yon 107 * mol/1.| 
Rhodulin Orange, Fluoreszein und Trypaflavin wurden durch ein Schottglas+ 
BG 12, das Aesculin durch ein fir Hg 367 mp geeignetes Glasfilter erregt.) 
Die Messergebnisse sind in Fig. 2 dargestellt, wo die Punkte die gemessenen} 


p% } p% | 
20 Fluoreszein 20 Aesculin 


p%. 
1. 
oy e 7 : 
L 10 fl 
nf ha 
‘ fd 
5 fe 
150 180°: 30 60 90 120 150 180°) 


Fig. 2. Polarisationsdiagramme. Die Punkte bedeuten die gemessenen Werte, die ausgezogene 
bzw. gestrichelten Kurven geben den Verlauf der abgeleiteten theoretischen Diagramme (5 
; bzw. (8) wieder. 


Polarisationsgrade bezeichnen und die ausgezogenen bzw. gestrichelten Kurve 
den Verlauf des theoretischen Diagrammes nach den in 2.) abgeleiteten Gle 
chungen (5) bzw. (8) zeigen. Wie aus Fig. 2 zweifellos ersichtlich ist, entsprich 
bei den untersuchten Stoffen sowohl die Absorption wie auch die Emissio 
elektrischen Dipoliibergingen. (Wie oben angedeutet wurde, ist der Dipo 
charakter der Ubergiinge friher nur fiir die Emission — durch Interferen: 
versuche — festgestellt worden.) pe | 

Es wird beabsichtigt, diese Methode in der naheren Zukunft auf die Unte 
suchung einiger Fragen der Tieftemperaturphosphoreszenz anzuwenden. 

Die Verfasser wiinschen an dieser Stelle Prof. 4. Budé, dem korrespo: 
dierenden Mitglied der Akademie, ihren aufrichtigen Dank fiir seine Anleitu 
und wertvollen Ratschlige auszusprechen. Sie sind Assistent L. Gargya f 


POLARISATION DER LUMINESZENZ 311 


seine Hilfe bei der Zusammenstellung der experimentellen Einrichtungen und 
der Durchfiihrung der Messungen sehr verbunden. 
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| UBER EIN STATISTISCHES ATOMMODELL, IN WELCHEM 
| DIE ELEKTRONEN NACH DER HAUPTQUANTENZAHL 
GRUPPIERT SIND 

Von 


P, GOMBAS und K. LADANYI 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, 
BUDAPEST 


(Eingegangen: 21. IV. 1955) 


Durch Gruppierung der Elektronen nach der Hauptquantenzahl wird ein statistisches 
Atommodell entwickelt, in welchem der Verlauf der Elektronendichte ganz ahnlich zu dem des 
»self-consistent field« am Ort der Elektronenschalen charakteristische Maxima aufweist. Die 
Verteilung der Elektronendichte wird fiir die Atome Ne, Ar, Kr und X, sowie fiir das Rbt- 
oa Die Resultate sind in guter Ubereinstimmung mit denen des »self-consistent 

ield«. 


1. Einleitung 


Das statistische Modell des Atoms wurde auf verschiedene Weisen er- 
weitert und modifiziert [1]; unter anderen wurde auch ein Modell ausgearbeitet, 
in dem die Elektronen nach der Nebenquantenzahl gruppiert sind. Obwohl 
dieses Modell hinsichtlich der Anzahl der in den verschiedenen Atomen vor- 
handenen s-, p-, d-, f- Elektronen mit dem empirischen Befund iibereinstim- 
mende Aussagen liefern diirfte — die allerdings bisher noch nicht naher unter- 
sucht wurden — wird es wahrscheinlich fiir die dusserste Elektronenschale 
nicht die beste statistische Approximation darstellen. Wir wollen daher eine 
den wellenmechanischen Ergebnissen besser angepasste Approximation durch- 
fiihren, indem wir die Elektronen nicht nach der Nebenquantenzahl, sondern 
nach der Hauptquantenzahl gruppieren. Nach den wellenmechanischen Be- 
rechnungen des «self-consistent field» liegen namlich — wie man sich an Hand 
der tabellierten Lésungen leicht iiberzeugt — die aussersten Maxima der Quad- 
rate der radialen Eigenfunktionen der Quantenzustinde, die zu verschiedenen 
Nebenquantenzahlen aber zu gleichen Hauptquantenzahlen gehéren, prak- 
tisch bei derselben Entfernung vom Kern. Diese an értlich praktisch gleichen 
Stellen liegenden Hauptmaxima der Quadrate der zur selben Hauptquantenzahl 
gehdrenden radialen Eigenfunktionen geben Anlass zur Bildung der Elektronen- 
schalen, die die Grundlage der hier durchzufithrenden Approximation bildet. 

Das Modell auf Grund der Wellenmechanik auszuarbeiten wurde zu sehr 

- grossen Schwierigkeiten fiihren, da man entweder das Verfahren des «self- 

consistent field» anzuwinden hatte, das nur mit entsprechenden Maschinen in 
absehbarer Zeit die Lésung liefert, oder aber man hatte das Variationsverfahren 
‘heranzuziehen, das bekanntlich in seiner rein wellenmechanischen Form fir 
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schwere Atome, wegen der zu grossen Anzahl der Orthogonalitatsrelationen 
versagt. 

Wir wollen hier das Modell auf rein statistischen Grundlagen ausarbeiten 
und zwar in der Weise, dass wir die zu den einzelnen Hauptquantenzahlen 
gehérenden Elektronen, d. h. die Elektronen der einzelnen Elektronenschalen, 
gesondert statistisch behandeln, und die Orthogonalitatsbedingungen fir die 
Elektronen mit Hilfe des von einem von uns beiden in einer friheren Arbeit [2 | 
ausgearbeiteten Zusatzpotentials G, beriicksichtigen. In dieser friiheren Arbeit 
wurde gezeigt, dass man bei Hinzuftigung dieses Zusatzpotentials zum elektro- 
statischen Potential, d. h. durch Einfiihrung des modifizierten Potentials 


@=V+ G6 


von jeder Orthogonalitatsforderung enthoben ist, und so verfahren kann, 
als ob die Elektronen die energetisch tiefsten Zustande besetzen wurden. 


2. Begriindung des Modells 


Wir gruppieren nun die Elektronen des Atoms nach der Hauptquanten- 
zahl, d. h. wir unterteilen die Elektronen des Atoms in die Elektronenschalen 
K, L, M,..., die den Werten n= 1, 2,3... der Hauptquantenzahl entsprechen. 
Die Elektronen dieser Schalen behandeln wir gesondert statistisch, wobei wir, wie 
in der Einleitung schon gesagt wurde, das Besetzungsverbot der energetisch. 
tieferen Elektronenzustande, d. h. die Orthogonalitatsforderung durch das 
modifizierte Potential in Betracht ziehen. Die Elektronen einer Schale — abge- 
sehen von der K-Schale — sind in Zustanden mit verschiedenen azimutalen 
Quantenzahlen gebunden. Um diese auf eine einheitliche statistische Weise 
behandeln zu kénnen, fiihren wir statt G,, d. h. dém Zusatzpotential, das auf 
ein Elektron mit der Nebenquantenzahl | wirkt, einen Mittelwert ein, den wir 
folgendermassen definieren. Wenn wir mit n; die Anzahl der Elektronen bezeich- 
nen, die in der n-ten Elektronenschale in einem Quantenzustand mit der Neben- 
quantenzahl / gebunden sind, so eignet sich als Mittelwert des von | abhingigen | 
Zusatzpotentials GY? in der n-ten Schale folgender Ausdruck ; 


> ny GP, 


Time 


Git 


wo N,, die Anzahl aller Elektronen in der n-ten Schale hezeithnet. Wir nehmen 
also an, dass auf alle Elektronen der n-ten Schale einheitlich durchschnitthela 
dieses mittlere Zusatzpotential wirkt. Hiernach kénnen wir die Energie der’ 
Elektronen der n-ten Schale einfach angeben. Die kinetische Energie der Elek- 


<@ 
’ 
3 
' 
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jronen zerfallt in zwei Anteile: in denradialen Anteil Ee der mit der Weizsacker-. 
schen Energie identisch ist und in den azimutalen Anteil eek Die potentielle: 
Mnergie der Elektronen in der n-ten Schale kann in folgende Anteile zerlegt 
werden: in die Coulombsche elektrostatische Wechselwirkungsenergie E” 
der Elektronen mit dem Kern und mit den Elektronen der iibrigen Elektronen- 
schalen, weiterhin in die gegenseitige elektrostatische Wechselwirkungsenergie 
‘a Elektronen der n-ten SchaleE“” und schliesslich in die aus dem Zusatzpoten- 
vial GC resultierende Energie ros Da unser Ziel hier die Berechnung der Elektro- 
aendichte ist, kann man im Ausdruck von E® die Wirkung der dusseren Elek- 


tronenschalen, d. h. die Wirkung der Elektronenschalen mit der Hauptquanten-. 
zahl n + 1, n+ 2,... vernachlassigen, da deren Potential im Inneren weit-. 
zehend konstant ist, also auf die Dichteverteilung nur geringen Einfluss 
hat. Bei der Berechnung der Energie des Atoms ist natiirlich das Potential 
dieser dusseren Elektronenschalen in Rechnung zu stellen. Von der Austausch-- 
und Korrelationswechselwirkung der Elektronen sehen wir ab. Die einzelnen. 
nergieterme sind die folgenden : 


1, \2 
On 


1 ul l)usdy 
EM = ea dv, 
, >| 2 i r? Nn 


EM) = —e[V endo, 


prs Ae f en@lente) do dv’. 
° 2 N bie e | 


: 5 es 5 
Vo = Ze e Ee () dv’ 
P 2 n’=1 


r Jr—v 


das vom Kern und den Elektronen der inneren Schalen herriihrende elektro- 
statische Potential und 0, die Dichte der Elektronen. in der n-ten Schale 
bezeichnet ; e ist die positive Elementarladung und a) der erste Bohrsche 
Wasserstoffradius. Die elektrostatische Selbstwechselwirkung der Elektronen 
haben wir nach Fermi und Amaldi[3] in der Weise ausgeschaltet, dass wir 
‘auf der rechten Seite von E®” das Integral mit dem Faktor 1—1/N multi- 


plizierten. 
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Fir die Dichterverteilung der Elektrone 
wir folgenden Ansatz gemacht 
2(n—1) g—2ant 


ip, Vike 


n in der n-ten Schale, @n, haben 

a 
wo A, den Normierungsfaktor i 
(2 Ap) Ne 


42 (2n)! 


en aus der Minimumsforderung der Energie festzustellenden Variations 


A, = 


‘und A, ein 
parameter bezeichnet. 
Fir die Elektronenverteilung in der K -Schale ergibt sich hieraus die Hy 


’ leraassche erste Naherung des Helium-Problems mit beliebiger Kernladungszabh 
Mit dem Ansatz (1) gestalten ao die Energieausdriicke folcendoraa 


Bip = Lesh 26 260 Jaap, 


re he [ee = Heats e) yee 


SEs Be ep ores oe Ny 24, Ny PACE oe yen 

: Pal | 2 i) +2 Qa tld, Cin + Bint = 
| es SI : oleae y I. (2a) 
) Nw (Gane aU ne) 
+22 = eon ha es se a en 


Bae Daa en | 
Nee tae 


UBER EIN STATISTISCHES ATOMMODELL SH7e 


dinzufiigung einer neuen Elektronenschale ausschliesslich durch die Erhéhung 
ses Kernpotentials verursacht wird, dass also die Elektronen in der hinzuge- 
iigten Elektronenschale auf die Elektronenverteilung der inneren Schalen keinen 
aerklichen Einfluss ausiiben. Dies bedeutet, dass wir sukzessive immer nur 
finen Variationsparameter zu bestimmen hatten. 

Man hat also diese Rechnungen als eine erste Naherung zu betrachten. 
dine weitere Naherung kénnte man erzielen, wenn man im Energieausdruck 
tes gesamten Atoms alle Variationsparameter simultan variieren wiirde, d. h. 
jas absolute Minimum der von den Parametern 4,, 4, ..-, A, abhangigen 
yesamtenergie-Funktion des Atoms feststellen wiirde. Statt der Durch- 
fihrung dieser im Falle eines schweren Atoms sehr weitlaufigen Rechnungen 
‘6nnte man auch ein «self-consistent field»-Verfahren anwenden, indem man 
jie von uns in der ersten Naherung festgestellten Dichteverteilungen der ein- 
elnen Schalen als eine Ausgangsverteilung betrachtet, mit diesen die elektro- 
tatischen Potentiale der Elektronenverteilungen berechnet und mit Hilfe dieser 
otentiale neue Dichteverteilungen bestimmt ; das ganze Verfahren ist dann 
o lange zuiterieren, bis sich die Teildichten mit gewiinschter Genauigkeit repro- 


luzieren. 


3. Resultate 


Die Rechnungen haben wir in erster Naherung fiir die Atome Ne(Z = 10), 
Ar(Z = 18), Kr(Z = 36) und X(Z = 54) und das positive Ion Rb*(Z = 37) 
lurchgefihrt. Die Variationsparameter sind in 1/ay Einheiten im Anhang 
n der Tabelle I zusammengestellt. Die radialen Dichteverteilungen 


) = 4ar?_> 0, sind graphisch im Anhang in den Figuren 1 bis 5 dar- 
~ 5 


zestellt. In den Figuren 6 bis 9 haben wir die radialen Teildichten D, = 47 r? Qn, des - 
Rb+-Ions eingezeichnet. Zum Vergleich mit den Hartreeschen «self-consistent 
“ield»-Lésungen sind im F alle der Atome Ne und Ar und des Ions Rb*, fir 
welche «self-consistent field»-Lésungen vorliegen [3 ], diese auch graphisch dar- 
sestellt. Zum Vergleich wurden iiberall die Hartreeschen -und nicht die 
Hartree-Fockschen Lésungen herangezogen, da unser Verfahren, in welchem 
der Elektronenaustausch vernachlassigt wurde, dem Hartreeschen und nicht 
dem Hartree-Fockschen entspricht. Wie aus den Figuren zu sehen ist, 
Sstimmen die von uns festgestellten Elektronendichten mit den Hartreeschen 
sut iberein. Dass die Dichten in den Ausseren Gebieten der Atome rascher 
jauf Null abfallen als die Hartreeschen, ist darauf zuriickzufiihren, dass. 
lie hier durchgefihrten ‘Dichteberechnungen nur eine erste N&aherung 


darstellen. 
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ANHANG 


TABELLE I 


1 ‘ 
Die Werte der Variationsparameter An in —— -Einheiten — 
ds 
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Fig. 2. Die gesamte radiale Elektronendichte D = 4a r2 Son des Ar-Atoms 
in 1/a, -Einheiten. n 

die von uns festgestellte Elektronendichte, 

won------ Hartreesche Elektronendichte. 


D=4n71?Z'on des Kr-Atoms 
n 


Fig. 3. Die gesamte radiale Elektronendichte 
in 1/a)-Einheiten. ; 
die von uns festgestellte Elektronendichte. 
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e. Fe. 5. Die gesamte radiale Hekiscacadichic jhe do 72 2 On des_ Rb+-Ions ; 
= Be in: L/a, -Einheiten: ~~ =. 2 ———--?# "= 
Sais ; ; die von uns festgestellte Plektronendichte, i 


ae : Do para te op ais es aay ates ; 


r 
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Fig. z. Die radiale Teilelektronendichte 'D = ve r2 Q, in 1a -Einheiten fir das Rb¥-le 
: ay die von uns festgestellte Hlektronendichtey, 
| seco nenee Hartreesche Elektronendichte. : ee 
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Fie. 9. Dieradiale Teilelektronendichte D, = i r20, in 1/a, -Einheiten ‘fiir das Higae. 
die von uns festgestellte Elektronendichte, 


--------- Hartreesche Hicktronentiichte, 
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UBER DIE ORTHOGONALITAT DER WELLEN- 
FUNKTIONEN VON ATOMELEKTRONEN 


Von 
P. SZEPFALUSY 
PHYSIKALISCHES DER INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WiSSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 30. VI. 1955) 


: Die Wellenfunktionen der Valenzelektronen eines Atoms pflegen folgendermassen berech- 
1et zu werden: es wird angenommen, dass sich die Valenzelektronen in einem Potentialfeld 
rewegen, das aus der gemeinsamen Wirkung des Atomkerns und der Elektronen des Atomrump- 
es herriihrt. Das Potential der Elektronen des Atomrumpfes liasst sich aus der statistischen 
\tomtheorie ermitteln. Werden die Wellenfunktionen der Valenzelektronen auf diese Weise 
estimmt, so miissen deren radiale Teile wegen der durchzufiihrenden Orthogonalisierung tiber 
sine geniigende Anzahl von Wurzeln verfiigen, was iiberaus grosse Schwierigkeiten bei der 
3erechnung zur Folge hat. Es wurde jedoch von Gombds nachgewiesen, dass die Orthogonali- 
jierungsbedingung laut der statistischen Atomtheorie einer potentiellen Energie entspricht, wobei 
x zwei Formen des diese potentielle Energie hervorrufenden Potentials mit Hilfe der statisti- 
chen Atomtheorie herleitete [1], [2]. Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, diese 
Potentiale vom Standpunkt der Wellenmechanik zu deuten [3]. 


I 


| Es ist bekannt, dass in der Wellenmechanik die exakte Lésung des atom- 
physikalischen Mehrteilchenproblems wegen mathematischer Schwierigkeiten 
unmiglich ist. Das am allgemeinsten dusgearbeitete Lésungsverfahren ist die 
in ihrer urspriinglichen Form von D. R. Hartree formulierte Methode des »self- 
consistent field« [4]. Im nachstehenden seien kurz jene Ergebnisse dieser Methode 
geschildert, die die Grundlage unserer Uberlegungen bilden. Nach der Methode 
des »self-consistent field« wird die Wellenfunktion des Mehrteilchenproblems 
aus Einelektronwellenfunktionen aufgebaut, die nicht von den Koordinaten 
der iibrigen Elektronen abhingen. Fock ordnete diese Wellenfunktionen in eine 
Determinantenform [5], die die vom Pauliprinzip verlangte antisymmetrische 
Eigenschaft befriedigt. Mit der so gewonnenen Wellenfunktion bildete er dann 
den wellenmechanischen Mittelwert des Hamilton-Operators des Atoms und 
gelangte so zu dem nach ihm benannten Energieausdruck. Die mathematisch 
gut zu handhabende Form dieses Energieausdruckes wird man dann erhalten, 
wenn man annimmt, dass die Elemente der Determinante orthonormiert 
sind, eine Annahme, die — wie sich leicht nachweisen lasst — die Allgemein- 
heit der Erérterung nicht einengt. Die in diesem Energieausdruck vorkom- 
menden Einelektronwellenfunktionen kgnnen mit Hilfe der Methode des »self- 
consistent field« aus den Fockschen Gleichungen berechnet werden. Die Fock- 
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schen Gleichungen sind Euler-Lagrangesche Differentialgleichungen des Varij 
ationsproblems 0W = 0, wo W die gesamte Energie des Atoms bezeichnet| 
Als Nebenbedingung gilt, dass die Einelektronwellenfunktionen orthonormiert 
seien. 

In den fiir das Atom giiltigen Fockschen Gleichungen spielt keine der zy 
den Variablen der einzelnen Elektronen gehérigen Wellenfunktionen eine aus; 
gewahlte Rolle. Zur Fockschen Einelektrongleichung, die zweckmassig zu) 
Bestimmung der optischen Terme benutzt werden kann, kann man folgender+ 
weise gelangen. Man bildet zuerst den Energieausdruck des hervorgehobener 
Elektrons, der gleich dem Unterschied zwischen dem Energieausdruck des 
vollstandigen Atoms unddem des nach der Abspaltung des einen Elektrons 
zuriickbleibenden Atomrumpfes ist. (Man beschrankt sich hier auf den Fall 
eines einzigen Elektrons, doch lasst sich dieses Verfahren leicht fiir den Fall 
mehrerer Elektronen verallgemeinern.) Hierbei wird angenommen, dass dia 
Variation der Wellenfunktion des hervorgehobenen Elektrons nicht die Ver- 
anderung der iibrigen Einelektronwellenfunktionen nach sich zieht. Dies 
Annahme wird besonders im Falle eines Valenzelektrons, das ausserhalb einen 
abgeschlossenen Elektronengruppe liegt, annahernd sehr gut erfullt, und im 
nachstehenden soll gerade dieser Fall den Gegenstand unserer Untersuchungen 
bilden. Auf Grund obiger Ausfiihrungen ergibt sich — bei Beriicksichtigung 
der entsprechenden Nebenbedingungen — fiir die Wellenfunktion des Valenz- 
elektrons folgende Focksche Gleichung [6] : 


H¢ (q) + V (*) 0 (gq) — AG (9) = E % (9) » (1) 


| 


wo q die drei riumlichen Variablen und die Spinvariable, @) (q) die Wellenfunk- 
A Ze? 

tion des Valenzelektrons, H = — —— 4 — 

2m T 

Energie des Valenzelektrons und seiner Wechselwirkung mit dem Kern und 

schliesslich E den Energieeigenwert des Valenzelektrons bezeichnen. Der Operator 

A ist der Operator der Austauschenergie, der bei Anwendung auf eine Funktion 


& (q) die folgende Operation bedeutet : ; “4 


den Operator der kinetischen 


Ag (q) =| OEE) ga’ dy’, eee 
Piss e Fane 
n , a y 
wo eo=.> i (q) vi (q’) die Ubergangsdichte von n Rumpfelektronen und 9; (q) 
die Wellenfunktion des i-ten Rumpfelektrons bedeutet. 
~ Schliesslich ist | 


er ce hose goeune wie . 
7 eta | pee 
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1 Techs ae = Ems) gee YG S : a . 
ie Coulombsche Wechselwirkungsenergie des Valenzelektrons mit den tbrigen 


wlektronen. 

: Die Wellenfunktionen der Elektronen des Atomrumpfes sind so zu 
‘estimmen, dass die Energie des Atomrumpfes zum Minimum wird. Diese 
sedingung wird erfullt, wenn die Wellenfunktionen der Rumpfelektronen das 


mtenstehende Focksche Gleichungssystem befriedigen : 


Ho: (q) + V (t) (a) Agi (g) = S En 21(9) - (4) 


dier ist E;; der Lagrange-Multiplikator, wahrend die tbrigen Bezeichnung 
mit denen in den Gln. (1), (2) und (3) ttbereinstimmen. 


: U 


: Es sei daran erinnert, dass die Gln. (1) und (4) nur dann Giltigkeit besitzen, 
wenn die Wellenfunktionen der Elektronen des Atoms aufeinander orthogona 
sind. Es soll nun untersucht werden, wie sich die Gl. (1) andert, wenn man die 
Wellenfunktion des Valenzelektrons nicht auf die Wellenfunktionen der Rumpf-_ 
slektronen orthogonalisiert, dabei jedoch die Orthogonalitat der Wellenfunktio- 
nen des Rumpfelektrons aufeinander aufrechterhalt. Infolge der letzteren 
Bedingung werden der Energieausdruck der Rumpfelektronen und zusammen 
damit das Gleichungssystem (4) unverandert bleiben. Der Energieausdruck 
es Valenzelektrons wurde als Differenz zwischen dem Energieausdruck des 
vollstandigen Atoms und des Atomrumpfes gewonnen. Es ist also die Anderung 
des Energieausdruckes des vollstandigen Atoms zu untersuchen. Die Wellen- 


funktion des vollstandigen Atoms lautet folgendermassen : 


Oi (Qe eee ee Pr (Gn) PQ) 
P2(q1)- Deer eimai N e - Px (qn) Ps (9) 


A eee 


HHA ~ 5 + Pn (Gn) Pn (9) 
PGi PAG) P(g) 


nd @ (q) die auf die Wellenfunktionen der Rumpf- 


wo A der Normierungsfaktor u 
erte Wellenfunktion des Valenzelektrons ist. 


] ektronen nicht orthogonalisi 


i at ae 
* 
> 
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Zur Herleitung der Fockschen Gleichung fiir 7 (q) kénnte man folgendent 
Gedankengang folgen: man kénnte mit der Wellenfunktion (5) den Energie} 
ausdruck des Atoms (den wellenmechanischen Mittelwert des Hamilton-Operai 
tors des Atoms) bilden. Dieser Energieausdruck wiirde bereits wesentlich ve 
wickelter als der bereits erwahnte Focksche Energieausdruck [5] sein, di 
jetzt nicht mehr samtliche Einelektronwellenfunktionen aufeinander orthogonai 
sind. Indem man nun den unverdnderten Energieausdruck der Rumpfelektronex! 
von dem so erhaltenen Energieausdruck abzieht, wiirde man zum Energie} 
ausdruck des Valenzelektrons gelangen. Aus dem Verschwinden der Variation 
nach @ (q) dieser Energie kénnte man die fiir ¢ (q) giiltige Focksche Gleichung 
herleiten. Als Nebenbedingung ware nur zu beachten, dass die Wellenfunktion 
g (q) des Valenzelektrons auf 1 normiert ist. | 

Die hier geschilderte langwierige Berechnung lasst sich nun auf Gru 


der folgenden Uberlegung umgehen. 


Es leuchtet sofort ein, dass sich die Determinante (5) nicht andert, wes 
man an Stelle von y (q) die Funktion ) 
) 


n 


P(g) + = i Pi(4) | 

eA . | 

: 

setzt, wo die c; einstweilen beliebige Konstanten sind. Diese Funktion kanr 

wiederum c q (q) gleichgesetzt werden, wo @ (q) die auf die Wellenfunktionen 

der Rumpfelektronen orthogonale Valenzelektronwellenfunktion ist. Der Faktox 

ce ist deshalb notwendig, weil jede Einelektronwellenfunktion als auf 1 normiert 
angenommen wird. Man hat also 


? (q) ze >< Pi (q) = © % (4); (6 
wo 
ce; = — | p(q’) 9; (q’) dq’, 
und : 
leP=1— Dilek 
: “mt ; 
- Hste 


Man conn also die fiir ¢ (q) pestehonds Focksche Gleichung unmittelba: 
erhalten, wenn man Po (q) aus der Gl. (6) in die Gl. (1) einsetzt. Bei der Sub 
stitution ist darauf zu achten, dass die Welrnfinitionen der Ruimpfelektzeng 
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as Gleichungssystem (4) befriedigen. So ergibt sich fiir ~ (q) folgende Integro- 
ifferentialgleichung 


H 7 (q) + V (x) e(q) —A¢ (q) + 


+ > f eq) ei (dq [E oi (4) — S Ene: (@)] =E 9 (Q)- 


i=l f=] 


(7) 


Zs ist ersichtlich, dass diese Gleichung — ahnlich wie Gl. (1) — in der Wellen- 
unktion des Valenzelektrons linear ist. Man kann namlich der in der linken 
Seite der Gl. (7) auftretenden Summe einen linearen Operator zuordnen. 
Wird dieser Operator mit O bezeichnet, so wird sein Kern durch folgende 
sleichung definiert : 


n 


G\o |g) =o @) Ee() — S Envi (al ® 


1 


and es ist sinngemass 


O ¥(q) =$ 9(9’) 2 Fi (1) LE vi (4) — 2 Ei, (q)] Oy. (9) 


Wird diese Bezeichnung in Gl. (7) eingefithrt, so kann man diese folgendermassen 


schreiben : 
H9(q) +V (t) 9 (q) AP) + O99 =EP(Q)- (10) 


Das auf diese Weise erhaltene Ergebnis lasst sich so formulieren, dass 
wenn man die Wellenfunktion des Valenzelektrons nicht auf die Wellenfunktionen 
der Rumpfelektronen orthogonalisiert, neben A auch der Operator O in der 
Fockschen Gleichung des Valenzelektrons beriicksichtigt werden muss. 


Til 


Es sei in die Gl. (10) explizite die Spinvariable eingefihrt. In nullter Nahe- 
rung kann der Spinzustand als unabhangig vom Zustand der Bahnbewegung 
betrachtet werden. In diesem Falle ist die Beschreibung des Spinzustandes 
durch eine nur von der Spinvariablen abhangigen Spinfunktion 7,,,; (o) 
miglich [7]. Hier ist m,; die Spinquantenzahl, o die Spinvariable und definitions- 
gemass 1], _, (o) = Oamy wo 6 das Kroneckersche Symbol bezeichnet. In dieser 
Naherung lasst sich die Wellenfunktion 9; (q) wie das Produkt emer — nur 
‘yon den Raumkoordinaten abhangigen — Wellenfunktion yi(t) und der Spin-- 
funktion wie folgt schreiben : 


La 


alam 2 
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In dhnlicher Weise ist 
Po (4) = Yo (t) Mm, (c), (I 


und 


9 (q) = v(t) Nm, (2). (13 


Diese Separierung der Variablen in den Wellenfunktionen der Elektrone? 
fihrt im Falle der Gl. (1) laut der bereits obenerwahnten Arbeit [6], da i 
Atomrumpf die Zustande paarweise mit Elektronen von gegensatzlicher Spin 
richtung besetzt sind, zu nachstehendem Ergebnis : 


~ (v) + vo) = 1 vo (t) — Avy (t)=Ey(t). (a 


Wird der Operator A auf Grund von Gl. (2) nach Integration nach der Spin 


variablen auf eine Funktion g(t) angewandt, so hat man 


Ag(t) == C0 (HE) 5 (1) de’, (asi 
it — Fl 
wo : 
QnTy= = vi (t) vi (v’) 
ist. 


Das Potential: V(t) in G1.(3) wird nach Integration nach der Spin 


variablen folgende Form annehmen : 


V(t) Set (0s) ay (16 
|r—r’| 


Die Gl. (10) unterscheidet sich von der Gl. (1) nur im Operator O, es is 
also jetzt zu untersuchen, wie sich der Ausdruck (9) des Operators O dndert 
wenn man die Integration nach der Spinvariablen durchfihrt. Wegen de 
Orthogonalitat der Spinfunktionen bleiben im Kern des Operators nur jene de 
Wellenfunktionen q; (q) zugeordneten Wellenfunktionen y;(t) bestehen, be 
denen der Spinzustand der entsprechenden Rumpfelektronen mit dem Spir 
zustand des Valenzelektrons tibereinstimmt. Da im Atomrumpf die Zustand 
paarweise mit Elektronen von entgegengesetzter Spinrichtung besetzt sin 
 bedeutet dies, dass in der Gl. (9) nach Summierung nach dem Index i dure 
zwei zu dividieren ist. Danach ist pooh zu bestimmen, wie zich die i im Ausdruc 


fiir den Operator enthaltene Grosse an y1 (4) verhalt, wenn man eles 


iain Nalin 
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lie Abhangigkeit vom Spin einfiihrt. Diese Griésse ist die rechte Seite der Gl. (4). 
Venn man bericksichtigt, dass die Zustande im Atomrumpf paarweise mit 


Slektronen von gegensatzlicher Spinrichtung besetzt sind, dann befriedigen 
uf Grund von Gl. (4) die durch Gl. (11) angegebenen, von den Raumkoordinaten 


Betagenden Teile der Wellenfunktionen ; (q) nachstehenden Gleichungen : 


Hy,(t) +V (vt) yi (t) Ay: (t) = es yi(t) . (17) 
GEES BS es 


Auf der rechten Seite wurde an Stelle der Summierung auf Zustande mit. 
sleichem Spin, also auf die Halfte aller Rumpfzustiande n/2 das Ergebnis durch 
ei dividiert wobei die Grenze der Summierurg nicht verandert wurde. 

Bei Beriicksichtigung der obigen Darlegungen ergibt sich also auf Grund 
von Gl. (9): 


ov=[ ves > we) [Evi ( )— 2 Seay () | ae", (18) 


i=] 


wo wy (t) den laut Gl. (13) von den Raumkoordinaten abhingigen Teil der Valenz-. 
elektronwellenfunktion gy (q) darstellt. Die Wellenfunktion y (t) befriedigt 
demnach auf Grund der Gln. (10), (14) und (18) die folgende Integrodifferential- 


gleichung : 
h2 Ze? 

—— Ay(2)+ ve) — 22 ]y(@)—Av() + Ov) =F). 09) 
m Tr 

Fock wies in seiner hier bereits éfters an gefiihrten Arbeit [6] nach, dass. _ 


man die in Gl. (14) vorkommende Valenzelektronwellenfunktion y(t) in fol- 


gender Form ansetzen kann: 


I fo() Yi (3, ¢) 5 (20) 


. ply 
2 Yo ( ) Van 

wo Y (8,~) die gemass dem Zusammenhang 
SYP ¥ido'= 4a, (da=sinddddp) (20 


Bornierte Kugelflachenfunktion 1 ist. Fiir Solr) lautet die Normierurgsbedingung 
wie folgt : | 3 


- 


fe 


pisd lieiaenuas ae 


[4 (r) fo (r) dr = 1 . ete (207 as 
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nach hier nicht ausfihrlich wiederzugebenden Umfoy 


Fock erhielt fiir fo (7) 
mungen folgende Gleichung [6]: 


# (eae) HEED fotr)| + vo =—|fote)— 


2m dr” r? 
(21 
— A; fo (1) = E fy (r)- 
Hier ist der Austauschoperator A, folgendermassen definiert : 
A, g(r) = |G (r,r’) g(r’) dr’, (22, 


0 | 


wo g (r) eine beliebige Funktion bedeutet und die ausfihrliche Form von G; (r, r| 
in der wiederholt angefihrten Arbeit von Fock zu finden ist [6]. | 

Das in Gl. (21) vorkommende, von den Elektronen des Atomrumpfe: 
stammende Coulombsche Potential V ist kugelsymmetrisch, falls sich unter 
halb des Valenzelektrons ein Atomrumpf mit abgeschlossener Elektronengrupp' 
befindet, was ja hier schon urspriinglich vorausgesetzt wurde. Dies ist au 
Grund der in Gl. (16) angegebenen Form von V (t) leicht einzusehen, wen 
man beriicksichtigt, dass im Falle eines Atomrumpfes mit abgeschlossene: 
Schalen g,(v’, v’) kugelsymmetrisch ist. 

Es sei nun untersucht, ob abnlich wie Gl. (20) auch die Wellenfunktio: 
y(t) in folgender Form angesetzt werden kann : 


y(t) = 2 v.09), = ee 


\4a r 


wo die Normierungsbedingungen der einzelnen Funktionen jenen in den Gh 
(20’) und (20’) entsprechen. \ 

Die Gl. (19) unterscheidet sich von Gl. (14) nur in dem Glied Oy (t 
Es geniigt also zu beweisen, dass die in Gl. (18) angegebene Form des Operatoi 
O nur auf den radialen Teil der laut Gl. (23) angesetzten Wellenfunktion wirk 
Zu diesem Zwecke stelle man sich in: den Rumpfelektronwellenfunktione 
wi (t) die Variablen adhnlich wie in Gl. (23) separiert vor : 


Die Normierungsbedingungen sind ebenfalls den Gln. (20’) und (20”) ahnlie 


__ Es lasst sich leicht nachweisen, dass wenn man die in Gl. (24) angegebe 


_. Form der Wellenfunktionen in Gl. (17) einsetzt, nur diejenigen Multiplikator 
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4, von Null verschieden sein werden, bei denen die Kugelflaichenfunktionen, 
ie die von den Winkelkoordinaten abhangigen Teile der Rumpfelektronwellen- 
inktion y(t) beschreiben, jenen des i-ten Rumpfelektrons gleich sind. 
‘s werden also auch in der in Gl. (18) angegebenen Form des Operators O nur 
iese Multiplikatoren auftreten. Andererseits werden in der Gl. (18) nur die 
adialen Teile jener Wellenfunktionen y;,(t) im Kern des Operators bestehen 
leiben, bei denen die von den Winkelkoordinaten abhangigen Kugelflachen- 
inktionen — wegen der Orthogonalitat der Kugelflachenfunktionen mit ver- 
thiedenen Indizes — gleich dem von den Winkelkoordinaten abhingigen Teil 
er Valenzelektronwellenfunktion sind. Aus diesen Uberlegungen folgt bereits, 
ass der Operator y(t) der Gl. (18) nicht auf den von den Winkelkoordinaten 
bhangigen Teil der Wellenfunktion wirkt. 

So kann bei Beriicksichtigurg von Gl. (21) fiir den Teil f(r) der Wellen- 
unktion y(t) folgende Gleichung angesetzt werden : 


i i ©) — Hs] +|veo— |r agent 


2m dr? r 


| (25) 
+ Of (r) =Ef(r), 


nit 


eed : 3 1 : 
Of(r) = | fr) Fw E fit) DY Eh (ar (26) 
i 7 

: 5 t 
lier ist laut der obigen Ausfiihrungen die Summierung nach den Indizes i und 
auf jene Rumpfelektronwellenfunktionen auszudehnen, deren den von den 
Winkelkoordinaten abhangigen Teil beschreibenden Kugelflachenfunktionen 
nit der des Valenzelektrons iibereinstimmen. 


IV 


Im folgenden sei auf die Bestimmung des halbklassischen Analogons des 
n Gl. (25) vorkommenden Operators O iibergegangen. Zu dicsem Zwecke soll 
ine Naherung benutzt werden, die unser Ergebnis stark vereinfacht. Der Ablauf 
er Wellenfunktion f (r) gestaltet sich namlich so, dass er das We ee pe vileas 
anktion fo(r) — die die zur Orthogonalisierung notwendigen Oszillationen | 
usfiihrt — bildet. Aus diesem Grunde kann angenommen werden, dass der ~ 


Bis Physica V/3 


334 ( P. SZEPFALUSY 


wellenmechanische Mittelwert einer beliebigen, genigend glatten Funktion (in 
unserem Falle z.B. die elektrostatischen und Austauschpotentiale) fiir beidd 


Wellenfunktionen der gleiche ist. Das heisst z.B.: 
[f* (r) V(r) f(r) de = | £3) VO) fo (7) ar (27 
0 0 


Dies wird natiirlich fiir den Differentialoperator der kinetischen Energie nich? 
erfullt. 

Es seien jetzt die Gl. (21) mit ff (r) und Gl. (25) mit f* (r) multipliziert 
und auf den ganzen Bereich vonr integriert. Subtrahiert man die erste Gleichun| 
von der zweiten und benutzt man die Naherung (27), so ergibt sich | 


froorma=—* [rin Saori gaseo|er (28 


Wenn man nun das Atom halbklassisch behandelt, d. h. die Vertauschungs 
relation zwischen der Koordinate und der kanonisch konjugierten Impulskompa 
nente vernachlassigt, so lasst sich schreiben: . ; : 

. 
2 
— ar I) — pir f(r 
dr? 
und (29 


— wn EL) — pose, 


Wo Pro bzw. p; den radialen Impuls des Valenzelektrons im orthogonalisierter 
bzw. im nichtorthogonalisierten Falle bezeichnet. 

- Setz man die Ausdriicke (29) in Gl. (28) ein und benutzt man wieder d 
in Gl. (27) eingefiihrte Naherung, so ergibt sich 


freorma= (POO -—AOMd 
ar eee ~0 ‘ | : 
Dies bedeutet, dass man die durch den Dperitos oO dargestellte Energ 

so auffassen kann, wie die Wirkung eines Potentiales ®, wenn man dieses Pote 
tial folgendermassen definiert : Mees 
CD | pir) es ps 

x OPE ES So ‘Sg 
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Die Gl. (25) kann nun mit Hilfe dieses Ausdruckes wie folgt geschrieben 
werden : © 


so ee EE | +[r9- ]p0)— 
(32) 


: —Arf(r)—e f(r) = Ef). 


Es sei nunmehr der Ausdruck (31) fiir das Potential ® eingehend unter- 
sucht und mit Hilfe des statistischen Atommodells umgestaltet. Laut der 
statistischen Atomtheorie ist die aus der Orthogonalisierung der Valenzelektron- 
wellenfunktion auf die Rumpfelektronwellenfunktionen stammende kinetische 
Energie die Folge des sog. Besetzungsverbotes. Letzteres bedeutet, dass sich 
in einer h3/2 grossen Zelle des Phasenraumes, da die Elektronen der Fermi- 
Diracschen Statistik folgen, héchstens ein einziges Elektron aufhalten kann. 
Wenn man also im Atom, in der Umgebung eines willkiirlichem Ortes 1, ein 
solches Volumenelement Av annimmt, in dem sich schon viele Elektronen 
befinden, in dem man aber das Potential noch als konstant betrachten kann, 
dann nehmen an diesem Orte die einzelnen Elektronen im Impulsraum Zellen 
von der Grésse h?/2Av ein. Die Zellen mit tieferer Energie werden allmahlich 
yon den Rumpfelektronen ausgefillt. Auf diese Weise muss der radiale Impuls 
des Valenzelektrons grésser als der maximale radiale Impuls p,, (r) der Rumpf-. 
elektronen sein, die iiber eine azimutale kinetische Energie verfiigen, die mit 
der azimutalen kinetischen Energie des Valenzelektrons tibereinstimmt. Falls 
man davon absieht, dass sich das Valenzelektron im Impulsraum nicht in den 
von den Rumpfelektronen besetzten Zellen aufhalten kann — mit anderen 
Worten, wenn man die Valenzelektronwellenfunktion nicht auf die Wellen- 
‘funktionen der Rumpfelektronen orthogonalisiert —, dann nimmt der radiale 
Impuls des Valenzelektrons von pro (r) auf p(r) ab. p; (r) ist der sogenannte 
radiale Eigenimpuls des Valenzelektrons [8]. Man wird also schreiben kénnen : 


Pro (r) = Pru (r) + Pr (7) pe (33) 


Pond aus Gl. (4) wird somit 


pL Fpl £ 2palr) pe - Ne Oe ia Gar ke 
~ e@ 2m y a 


a 
5 oe 


a Da im Falle des ‘Valenzelektrons p, < Pra eta vereinfacht sich Gl. (34) — 

in erster Naherung wie folgt : Be te et Ayer : | 

hig > (8B) 
ieee Perey 9.3 eis ae 


m 
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Wenn man von einer Gruppierung der Rumpfelektronen nach der Neben-; 
quantenzahl absieht und den maximalen Impuls der Rumpfelektronen an einem} 


vorgegebenen Ort im Impulsraum mit p, bezeichnet, so ist 
Pin = Pu — Po» (36)| 


wo Pq den azimutalen Impuls des Valenzelektrons bedeutet. 
Nach der statistischen Atomtheorie ist 


und (37)| 


| 
wo 0 die Gesamtelektronendichte des Atomrumpfes und @; die Dichte jonte| 
Rumpfelektronen bezeichnet, deren kinetische Energie kleiner als die azimutale: 
kinetische Energie des Valenzelektrons ist, die durch die Nebenquantenzahl| 
des Valenzelektrons véllig bestimmt wird [1]. 
Setzt man die Werte der Gl. (37) in Gl. (36) ein, so erhalt man auf Grund! 
der in Gl. (35) angegebenen Form des Potentials ® das — von Gombéds aus der 
statistischen Atomtheorie abgeleitete — Potential F [1]: 


F = — yo (oe — @/*)» (38) 


1 
Wo Y¥y = a, (3 2)": ea, in atomaren Einheiten ist. 


Andererseits, wenn man genauer eine Gruppierung der Elektronen nach 
der Nebenquantenzahl vornimmt [2], so ergibt sich fiir den maximalen radialen 
Impuls eines Rumpfelektrons mit der Nebenquantenzahl | 


he | 3 
spa ee EDO 39 
neMT Tp ya te haneei et G4 


wo D, die radiale Dichte der Rumpfelektronen mit einer Nebeiquantensehl 1 ist 
| - In diesem Falle lasst sich das Potential ®, das analog dem von Gombé: 
hergeleiteten Potential G ist, folgendermassen ansetzen : 7 


¥ 


we. gies Whee = 
See ie aces 
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wahrend die Form des Potentials G lautet wie folgt [2]: 


me" Poth 1 
G= ea, D2 eae 
8 (21 +1)? oI 4 edo 2 (41) 


Das zweite Glied der rechten Seite ist eine Folge der statistisch gemittelten 
azimutalen kinetischen Energie, die stets auftritt, wenn man von der Wellen- 
mechanik auf die Naherung der statistischen Atomtheorie tibergeht [2]. Das 
heisst, dass an Stelle der von der Wellenmechanik gegebenen azimutalen kine- 


1 I(i+1 1 
a9 {ana die Grésse cafe ! (--1)4+ o\" zu neh- 


tischen Energie : ea 
: T 


men ist. Fiihrt man diese Umwandlung in Gl. (32) durch und addiert man die 
als ein neues Glied auftretende Grésse zum Potential ®, so gelangt man zum 
vollstandigen Potential G. 

In Gl. (34) wurde hier das zweite Glied der rechten Seite vernachlassigt. 
Dieses Glied lasst sich auch aus der statistischen Atomtheorie als sekundare 

irkung herleiten, worauf aber hier nicht eingegangen werden soll. 

Die obigen Erérterungen beweisen also, dass die Orthogonalisierung der 
Wellenfunktion des Valenzelektrons auf die Wellenfunktionen der Rumpf- 
elektronen durch einen linearen Operator ersetzt werden kann, dessen halb- 
klassische Analogien die aus der statistischen Atomtheorie ableitbaren Potentiale 


F und G sind. 
An dieser Stelle sei Herrn Professor Dr. P. Gombdés der beste Dank fix 


seine wertvollen Ratschlage ausgesprochen. 
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BonHoBble (PpyHKUMM BasIeCHTHbIX eKTPOHOB aToMa BOOOMe PaC4HTbIBaIOTCA CIeAyW 
LMM O6pas0M. T1peam010.KMM, 4YTO BaseHTHBIC QIeKTPOHbI ABUTAalOTCA B TAKOM MOTCHI[HaJIbHOM 
jose, KOTOpOe cosaeTcA COBMeCTHbIM ‘eiicTBHeM ATOMHOTO Apa UM 3IeKTPOHOB aTOMHOPO 
octatTKa. [loTeHtMast 91€KTPOHOB aTOMHOTO OCTATKA MO>KHO TIOJIYYHTb U3 CTATHCTHYCCKOM ATOM 
HOM Teopuu. OnpesqeeHHble TAKUM TIyTeM BOJHOBLIC pyHKUMM BaslCHTHDIX 9sIEKTPOHOB B CBOMX 
pamMasbHbIx yacTel MOJDKHbI VMMe€Tb Hy)KHOe 4HCIIO KOpHei, 4TO IpHBOAUT K OYCHb CIO 


HOM BHISHCIMTeIbHOM 3aade. Tomoami moKa3an, 4TO ycuoBue OpTOroHaMsallMn, m0. cTaTY 

cTu4ecKOl ATOMHOK TeOpHH, COOTBETCTByeT HEKOTOPOH NOTeHIMAIbHOM SHEprHv, H OH BBIBI 

¢ HOMOLIbIO STO TEOPHH [Ba BbIPAKeHHA AIA cosfaromlero yIOMAHYTY}0 3HeprHulo NOTeHUMATA, 
_ [i], Pl. Llenb faHHOoi padoTbl VCTOKOBaTb 9TH NOTCHUMAIBI C TOUKH 3peHHA. BOJIHOBOH Mex 


UBER DIE ZUSTANDSGLEICHUNG 
DER EDELGASATOME Ne, Ar, Kr UND X 
AM ABSOLUTEN NULLPUNKT DER TEMPERATUR 
Von | 
P. GOMBAS und 0. KUNVARI 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 14. IX.-1955) 


Auf Grund des mit-dem Austausch und der Korrelation erweiterten statistischen Atom- 
nodells wird die Zustandsgleichung, d. h. das Volumen als Funktion des Druckes am absoluten 
Nullpunkt der Temperatur fiir die Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X hergeleitet. 


Am absoluten Nullpunkt der Temperatur kristallisieren die Edelgase 
Ne, Ar, Kr und X in ein Atomgitter von hoher Symmetrie, in dem man die 
Elementarzelle durch die ein Atom enthaltende Elementarkugel approximieren 
kann. Von den van der Waalsschen Kriften, die das Gitter zusammenhalten, 
kénnen wir im folgenden absehen. Der aussere Druck P muss dann ausschliesslich 
dem durch die Kompression der Atome entstehenden inneren Druck das Gleich- 
gewicht halten. Da wir uns auf die ein Atom enthaltende Elementarkugel 
beschranken kénnen [1], haben wir am absoluten Nullpunkt der Temperatur 
: @) 
dV 


o E die Energie und V das Volumen emes Atoms, d. h. die Energie und das 
Volumen der Elementarkugel bedeuten. Wenn wir den Radius der Elementar- 
kugel mit R bezeichnen, so ergibt sich 

Fes See eae tar : SD ane 
4a FR? dR 


| eae rae dE ee i pes 
Durch die Berechnung von aR. als Funktion von R kann man aus dieser 
Gleichung dié Beziehung aiachien dem Druck und dem Atomvolumen, d. h. 
die Zustandsgleichung herleiten. - 
Dies kann sehr einfach mit Hilfe des statistischen Atommodells geschehen. 
Wenn man das mit dem Austausch und der Korrelation erweiterte Atommodell 


POR arcana dhe 2 gig tt lite wae ed | ‘ls coe . 
me... ; 5 PO ee eae aS $a pi eme TET | 0035 (3) 
=. oP “ante aR. 3 Ho. 3 a 3 m 0 ee ae 
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Wo 0 die Elektronendichte am Rand des Atoms, d. h. 0(R) bezeichnet, weiterhin | 
xj, und %q die folgenden Konstanten sind 


3 3 (3 V's 
= —— (3 2)"/s @2 : 4, = — e2 ; 4 | 
XK a (320?)*/ e? ag a F | | (4) 


A, hat folgende Bedeutung 


A, Ay (5) | 
: (20'* + a3) | 
wo a, und a, die Konstanten 
e? 1 
a, = 0,05647 — und a, = 0,1216 — (6) | 
%% , a> 


bezeichnen ; e ist die positive Elementarladung und ay der erste Bohrsche 
Wasserstoffradius. 

Den einzelnen Gliedern auf der rechten Seite von (3) kommt folgende. 
physikalische Bedeutung zu. Das erste Glied entspricht dem Nullpunktsdruck 
eines homogenen Elektronengases von der Dichte 9), das zweite resultiert aus 
dem Elektronenaustausch und das dritte aus der Korrelation, beide ebenfalls 
fiir den Fall eines homogenen Elektronengases von der Dichte g). Diese beiden 
letzteren Glieder sind negativ, fihren also zu einer Druckverminderung. 

Fiir das hier zugrunde gelegte statistische Atommodell und zwar fiir die 
modifizierte Form dieses Modells, in der auch negative Ionen stabil sind, wurden 
in einer vorangehenden Arbeit [3] fiir verschiedene Werte der Grenzradien meh- 


rerer Atome und Ionen Liésungen angegeben. Unter anderen sind dort fue ver- 
schiedene Werte von 


die Werte der Grasse y(x») angefihrt, die mit 9) folgendermassen usammen- 
hangt 


Zoe ey 


x) 


() 


wo N die Anzahl der Elektronen des Atoms bezeichnet ‘und 


a 


ait 
ist. 
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Mit Hilfe dieser Zusammenhiange haben wir aus den in der zitierten Arbeit: 
sabellierten Daten nach (3) die Beziehung zwischen dem Druck und dem Volumen 
ir die Edelgase Ne, Ar, Kr und X am absoluten Nullpunkt der Temperatur 
verechnet. Die Resultate sind im Anhang in den Tabellen | bis 4 zusammengestellt 
und in Fig. 1 und 2 auch graphisch dargestellt, wobei in den Figuren auf die 
Abszisse das relative Volumen, d. h. das Volumen beim Druck P im Verhialtnis zum . 
Volumen fir P =0 aufgetragen ist. Es sei erwahnt, dass die ersten Zeilen in 
den Tabellen den freien Atomen in der stabilen Gleichgewichtslage entsprechen, 
n der P verschwinden sollte. In einigen Fallen ist dies jedoch nicht der Fall 


ind esergeben sich dortrelativkleine positive oder negative Drucke. Diese ent- 
stehen als Folge der Abrundung der letzten Stelle in den Lésungsparametern [4] 
‘x, und k) sowie aus dem Grunde, dass der Druck, der sich als Differenz grosser 
Zahlen ergibt auf eine relativ kleine Anderung der Lésungsparameter sehr 
=mpfindlich ist. 

In der Tabelle 5 sind fiir Ar die einzelnen Glieder von (3), d. h. der Nullpunkts- 


2 1 , 
uck P, = 3 2, 0o/*, der aus dem Austausch resultierende Druck Pg = — 3 Ha0o® 


und der aus der Korrelation entstehende Druck P; = — ae 00? als Funk- 


ionen des relativen Volumens V/V, angegeben und in Fig. 2 ist der Betrag die- 
ser Druckanteile zusammen mit dem Gesamtdruck als Funktion des _relativen 
Volumens auch graphisch dargestellt. Hieraus ist ersichtlich, dass der aus der 
orrelation resultierende Druckanteil bei kleiner Kompression von der gleichen 
Gréssenordnung ist wie der Gesamtdruck. 
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Fig. 1. Der Druck P als Funktion des relativen Volumens V/V» fiir die Edelgasatome Ne, A 
eG tia Gace aR Ue Ba absoluten Nullpunkt der Temperatur 
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a TABELLE 1 _TABELLE 2 
“ZJusammenhang zwischen dem Druck P | -Zusammenhang zwischen dem Druck » 
und dem Volumen V fir Ne beim - P und dem Volumen V fiir Ar beim 
absoluten Nullpunkt der Temperatur. -absoluten Nullpunkt der Temperatur. 


Rin a-, V in a3- und P in 101° dyn/cm?- — Rina,-, Vin a’- und P in 10!° dyn/cm?- 
 - Einheiten. =: Aas Einheiten ee 
a6 os: vas Rl : Cone aees | R [y= AT Re be 
3,53 184 0.0247. 11,10 | 3,90 | —0,0180 
3,50 180 00966 = 1,05 | 3,88 | | 40,0295 
3,48 | 177 0,177 11,00. | 3,86 ‘| 0,0813- 
3,46 174 | 0,266 ~=—-10,95 | 3,84 | 0,149 
3.44 | 170 | 0,383 10,90 | 3,83 0,211 .* 
342 | 167 | 0,493 20,85 | 3,81 |. (| 0,291 
3,39 | 164 | 0,636 10,80 ie cer oy eel 0,364 


i see 1039876 10,75) 317 


Fe 0.507 
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TABELLE: 3: > 2 APABELLE 4.7.0 - 37 | 


Zusammenhang zwischen dem_ Druck Zasammenhang zwischen dem. Druc c | 
P und dem Volumen V far Kr beim = ~=-P’ und dem Volumen PV fir X beim 
_ absoluten Nullpunkt der Temperatur absoluten Nullpunkt der Temperatur. 
‘Ring, -, V in a}- und P in 10!¢dyn/em?- Po in do-, Vin. a;- und Pin 10° dyn/cm? 
; Finheiten et Einheiten = | 
Sa Co 


—— 


Am opal 


15,50 | 423 | 318 |. 00000 18,55. | 440° | 357. 0,0 
3545 | 492 | 31s] 002g. = sgs0. | 439 | «| 354 | 40,0 
‘asa aon. | S812 050601. dean | 438 | a8. 
15,35 | 4,19 | 309 |: 00969. 18,40. | 436° | 348 f 
5 B02) SUG 18 306" SEAT Sig 18,35: <[° 2 438." B45 ca 
A625.) Gt. 08 OARS ‘e300 Sy 434 | 349 <7 pe 
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TABELLE 5 


Die Druckanteile Pn, Py und Px, sowie der Gesamtdruck P fiir verschiedene 
Atomvolumina fiir Ar beim absoluten Nullpunkt der Temperatur. Die Atom- 
volumina in a}-, die Drucke in 10!dyn/cm?- Einheiten 


\ P =P =P, P 
248 3,583 | 3,184-|. 0,417 | —0,018 
: 244 | 3.793 | 3,332 |- 0,431 | +0,030 
241 | 4,013 | 3,486 | 0,446 | 0,081 
: 238 | 4,288 | 3,676 | 0,463 | 0,149 
234 4,528 | 3,839 | 0,478 | 0,211 
231 4,829 | 4,042 | 0,496 | 0,291 
228 5,092 | 4,217 | 0,511 | 0,364 
295 5,312 | 4,363 | 0,524 | 0,425 
229 5,595. | 4,548 | 0,540 | 0,507 
216 6,258 | 4,974 | 0,576. | 0,708 
210 6,979 | 5,427 | 0,613 | 0,939 
204 7,163 | 5,910 | °0,651 -| 1,202 
198 8,62 6,42 0,69 1,51 
192 9,54 6,97. | 0,73 1,84 
187 | 10,71 7,65 0,78 2,28 
181 | 11,90 8,32 0,83 2,75 
155: | 19,94 | 12,57 1,10 6,27 
132 | 33,3 18,9 1,5 12,9 
111: } 56,8 29,1 1,9 25,8 
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UBER DIE ABZAHLUNG DER EIGENWERTE DER 


SCHRODINGER-GLEICHUNG IM BEGRENZTEN GEBIETE 


| 


Von 
TE. TIETZ, 


NICOLAS COPERNICUS UNIVERSITAT, TORUN, POLEN 


(Eingegangen : 6. VI. 1954.) 


In dieser Arbeit werden wir die Eigenwerte der Schrédinger-Gleichung 
in begrentem Gebiete abzahlen. Es ist bekannt, dass die Arbeit von Sommerfeld 
und Welker [1] auf diesem Gebiete grundlegend ist. In neuster Zeit hat. 
Rubinowicz [2] in verschiedenen Arbeiten die bekannte Methode von Sommer- 
feld vereinfacht. Rubinowicz hat gezeigt, dass die Liésung des EKigenwert- 
problems der selbstadjungierten Differentialgleichung 


7" Ip 2) —(a(2) = 2o(0))f= 0 | ay 


sich in vielen Fallen in folgender Form schreiben lasst* 


f(x) = p* & exp. (—E]a) Fy (a's ©’), 
: | —~w<i<t+o 7 
oder } . . se = (2) 


f(x) =p” &7(1 =)" oF, (a, 5, c,é), 


‘ea tye". 


iF, ist die konfluente hypergeometrische Funktion 


i See ee aie 
Fy(@se09)= 2 et) | -. (tn) mt’ = 


ee 


_ * a, y, #, sind Konstanten. 
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und ,F, ist die hypergeometrische Funktion (Gaussche Reihe) 


of’, (a, b, ¢, x) = ; 
i a(atl)...(a+a—lbO+))..:(+a—1) x: (4) 
ire: e(e #1)... .(e+ 21) ni 


h bedeutet in (2) eine ganze positive Zahl. Neuerdings hat Dingle [3] die Schré- 
dinger-Gleichung in begrentztem Gebiete betrachtet. Hier werden wir dieses 
Problem von anderer Seite betrachten. Wir werden ganz allgemein in dent 
Fallen, wenn die Lésung der Schrédinger-Gleichung sich durch (2) darstelleni 
lasst die Gesamtheit der Nullstellen der konfluenten hypergeometrischen Reihe 
(3) und der hypergeometrischen Reihe (4) angeben. Die Gesamtheit [4] der! 
Nullstellen gibt uns zugleich die Gesamtheit der Eigenwerte. Die reellen Null+ 
stellen der konfluenten hypergeometrischen Reihe (3) wurden zuerst durch 
A. Kienast [5] dann durch Tricomi [6] und Skovgaard [7] untersucht. Neuer- 
dings hat der Autor [8] dieser Arbeit. dieses Problem ganz einfach gelést, 
Im Grunde reduziert sich alles auf die Tatsache, dass die Funktionen 
a’ +1 : : 
(+1) iF, (a + 2, ¢’ + 2, x) 
yaa OAD age pa pag ye ee 
ce’ (e’ + 1)(c’ +2) c’ (c’ + 1) (c’ + 2) (e’ + 3) © 
Fila + 4,0 + 4,4) (5) 


eine Sturmsche Kette bilden. Freilich gibt es in diesem Falle in der Literatw 
geniigend Ansatze fir eine liickenlose Anzahlung der reellen Nullstellen vor 
F(a’, c’, x). In folgenden Fallen 


a’ 
F@sea); Sa @ + Le +L4)3— 


1) a’ >0 aes e’ <0 

2) —m<a’<—m+!1 ; —m<c’<—m+l, 2 
(6 

3) a ==0, ie 

i) a’ = —1,—2,—3, IR age eg 


hat die konfluente hypergeometrische Funktion ,F (a’, c’, x) im Intervall 
0 <x<co keine Nullstellen. Aus den oben erwahnten zwei letzten Arbeiter 
| ist zu entnehmen, dass bloss in den folgenden Fallen die konfluente hypergea 
metrische Reihe ,F, (a’, c’, x) im Intervalle 0<x<co Nullstellen haben kan: 


ebay Cee hs as ee 
2) —(@+m)<a<—(mtm +13 -m<e<—m +1, 
3) atic gs ot 0, ears oS ae 


4) m<a'<amtl stm) <o<—(n tm) 41 


< 


s 
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‘edeutet in den letzten Formeln (7) eine positive ganze Zahl. In den Fallen 
) und (7,2) hat die konfluente hypergeometrische Reihe , F’, (a’, c’, x) genau 
ositive einfache Nullstellen, und in den Fallen (6,3) und (6,4) hat diese Reihe 
» Nullstelle oder keine, jenachdem n eine ganze positive ungerade Zahl 
reine ganze positive gerade Zahl ist. In allen anderen Fallen hat die kon- 
pnte hypergeometrische Reihe ,F, (a’, c’, x) keine Nullstellen. Es handelt 
Lu vor allem um die Bestimmung der Anzahl der positiven Nullstellen von 
Va’, c’, x), weil der Kummerschen Formel 


iF, (a’,c’, x) =e LF, (c’ —a’',c’, —x) : (8) 


olge die Anzahl der negativen Nullstellen von LF, (a, ¢’, x) gleich der Anzah 
» positiven Nullstellen von ,F, (c’ —.a’, €’, x) ist. 

Um den Fall der hypergeometrischen Reihe (Gaussche Reihe) »F; (a, 5, 
c) zu betrachten, fiihren wir zuerst die Bezeichnungen 4, “4, v ein. A sei die 


te Zahl der Reihe 1, 2, 3, ... fiir welche a + A positiv wird, so dass in der Reihe 
a,a+la+t2,.;.,a+4—l,a+a (9) 


1 4—1 das letzte negative Glied ist. Die entsprechenden Bedeutungen 
igen und v in Bezug auf b und c haben. Die Diskussion der verschiedenen 
Ile, wie Klein [9] und Hurwitz [10] gezeigt haben, ergibt die in der nach- — 


-henden Tabelle zusammengestellten Resultate : 


] : Bp Se nm 


: a b | c | N 
= | 
a . 
ee ee 
{ 
| | wv fir p> 
III | ge eee oe ea ioe 
; Eng 

__ (— 1 +e+? 

Be | Paes ; pie 


‘pbezeichnet in (10) die Zahl der Nullstellen. Wie diese Tabelle aufzufassen 
t, erhellt folgendes Beispiel. Sind zum Beispiel die Elemente a, Ls c saémtlich 
sgativ (Fall IV der Tabelle), so verschwindet ;F; (a, 5, ¢; x) zwischen 0 und 
kein Mal oder ein Mal, jenachdem ” +--+ m gerade oder ungerade ist. 
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* 
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Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall eines Elektrons in eind 
Coulombschen Felde. Wie bekannt haben wir in diesem Falle die folaany 


Schrédinger-Gleichung 


eof ee Ze) WEN) pc 
x2 We ie ee | Bs =| ‘ x f ° 


wo u die Elektronenmasse und E die Energieparameter bezeichnet, Ze ist 
Kernladung, A wie tiblich bezeichnet die Plancksche Konstante und | die Quant 
zahl. Die bekannte Lésung in diesem Falle ist 


faxiexp.(— | F,(—a,21+42, xx), 
wo Pass REX = ae Se ; ote a 


hey Aaa ree > a, —— . 
aoe ; A (a+ 1+ 1)a, — jee® Zi. 
Aus (12) und (7) ist unmittelbar mu entnehmen, dass die konfluente hy 
geometrische Reihe iF, (— a, 21 + 2, xx) wegen (7,1) s Nullstellen haben» 


wenn | 


: —s<—a<-—s+l. Mr ae 
_ Wenn x->oo, muss @ aus Normierungsgriinden eine positive ganze Za 
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and M die reduzierte Masse des Molekiils bedeutet. Mit der Abkirzung 
n=a-1/2MD, B=a-1/—2ME (17) 


schreibt sich unsere Differentialgleichung (16) in folgender Form 


@f 1 df pr 2m 
SET Saget 2s Parone ae O®) 


and schliesslich haben wir fiir die Funktion f 


: faHxve" FF, (6 —714+ 4228+ 17), 
wo (19) 


r= 2 2. 


ir sehen, dass in diesem Falle wieder (7,1) gilt, also hat die konfluente hyper- 
eometrische. Reihe ,F, (8 —7 + %, 28+1, z), s Nullstellen, wenn 


—s<p—n+¥,<—st+l. (20) 


Fiir x—>co muss die konfluente hypergeometrische Reihe abbrechen, damit — 


f endlich bleibt, also 
Pontth=—#) s=L2,3)-0- el 


n dem letzten Falle bekommen wir die bekannten Eigenwerte. Wir sehen, dass 
Falle der Schrédinger-Gleichung im begrenzten Gebiete die Formeln (7) 
1d (10) uns die Gesamtheit der Eigenwerte abzahlen. In vielen Arbeiten der 
uantenmechanik wird verlangt, dass die Wellenfunktion fir r= ry verschwindet. 
ie bekannt macht die Randbedingung das Spektrum diskret. Um die Frage 
u beantworten, wann diese Randbedingung sicher erfiillt ist, schreiben wit 
uerst die Schrédinger-Gleichung in folgender Form 


oa aa ee eS @) 


arcs von R in (22) fiihren wir die Funktion & = - rR ein, dann erhalten wir, 
Ww ie herent ee Differentialgleichung ; 


ee A pte ta HEED) ig 93) 
ee ue te De ee ee a 
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Die Randbedingung ® (rg) = 0 ist sicher erfullt und das Spektrum disk re 
wenn V (r) folgende Bedingung erfullt [12] 


A a Hi) ay per 


AE 7 Ay 


Die Bedingung (24) muss fiir eine beliebige Konstante A und peliahuae klei 
r gelten. Wenn (24) erfiillt ist, gibt uns die Randbedingung © (r,) = 0D Na 


Eigenwerte (N + 1 Nullstellen), N eine positive ganze Zahl. 
Ich bin Herrn Prof. Dr. R. B. Dingle fiir die Durchsicht meines , Mam 


kriptes sowie fir werey cue Kritik und Ratschlage sehr verpflichtet. 
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DIE KOMPLEXEN LOSUNGEN DER SCHRODINGER. 
GLEICHUNG UND DIE WKB-METHODE 


Von 


I. LENTEI 
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER KOSSUTH- UNIVERSITAT, DEBRECEN 


(Eingegangen: 8. II. 1955.) 


es 


2 


1. Die Schrédinger-Gleichung der eindimensionalen Ripnwecteroblens 


autet : : 
3 ; iz ; " . p* cae pe a3 

ee tO 
iy pia dm(E— V) oi ao ie beta) 


7 Massischen napus bedeutet. 
De WKB-Methode leitet die Figenfuinktionen der rea wiciine . 


. zwei ge Pune ets eee ee peti die OES Pore e 
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schreiben, wenn wu laut Young [1] die nachstehende Quantenbedingung 


befriedigt : 
B 


[udx = kaa, L xe Lepiouies, (8) 

(Hier sind a und f die Grenzpunkte des quantenmechanischen Bereichs, wobe | 

fiir den Grundzustand k = 1 gilt.) Die Gl. (8) erméglicht die Bestimmung deri 
Energieeigenwerte. 

In einer friheren Arbeit wurde von Fényes [2] nachgewiesen, dass die 

Divergenzschwierigkeiten der WKB-Methode daher stammen, dass bei dieser 

Methode fir y folgende Reihenentwicklung gebrauchlich ist : : 


U 


n 


(9) 
| 


obwohl die Méglichkeit dieser Reihenentwicklung im allgemeinen nicht besteht | 
Die in der WKB-Methode eine wichtige Rolle spielende Funktion u kann “i 
namlich im allgemeinen nicht durch eine Reihenentwicklung nach A erhalten, 
da sie an der Stelle A = 0 eine wesentliche Singularitat aufweist. | 

Da bisher von keinem einzigen konkreten Problem eine komplexe Lésun i 
bekannt ist,* machten wir es uns zur Aufgabe, diese Lisung fiir den Fall einiger 
zur Anwendung der WKB-Methode heran gezogener Probleme (linearer Oszillator, 
H-Atom) zu gewinnen, d. h. u und y zu bestimmen. Kennt man diese Funktionen. 
so kann man namlich konkret feststellen, inwieweit die Heranziehung dex 
Reihenentwicklung (9) berechtigt war. Gleichzeitig wird man auch einen Anhalts- 
punkt fiir die Art und Weise gewinnen, in der sich die Schwierigkeiten der 
Methode itiberwinden lassen. - : 

2. Im Falle eines linearen Oszillators gilt fir den Grundzustand 


p?=22hm~r — (22m)? x? . 


Die gesuchten komplexen Liésungen wird man z. B. folgendermassen ermittelr 
kénnen : man sucht fiir die auf y beziigliche Riccati-Gleichung eine partikular 
Lisung; wie bekannt, lasst sich dann die allgemeine Lisurg mit Hilfe vor 
zwei Quadraturen gewinnen. Eine partikulare Lésung fiir Gl. (4) ist in diesem Fall 
. vy = 2mm ix 3 
- Fihrt man die Integration durch und zieht man Gl. (5) in Betracht, so ergibt sicl 
ia . er 
wsh—_©S2 ge A (0 
1+(Cfe2dx+c . 


ween ‘Young gibt in seiner angefiihrten Arbeit eine graphische Lésung fiir den Fall ein 


sie ‘Oszillators, 
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t bh. 1. Der Ablauf von u(x) beim Grundzustand des Oszillators in den Fallen : : (1) (= 
C’ = 0 und (2) c= 1/2, C* = 0, cue ioher mit (3) p(x) ts 


sar ated 


as 


OE Pe TP eT 
oo, 
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= tepid 


1. Die auf u “enielche Quantenbedingung (8) besitzt im Falle jed ash 
endlichen C+ 0 und C’ Giiltigkeit. Integriert man namlich Gl. (10) baw. (4) ),. 


so erhalt man: 
x 

| 

| 


8 (2) =[udr=al arete(Cfo# ax +c] +2], 


Ot 


sya fuar= aforore(c 


a 


MA 
Bee | 


Ferner ist in beiden Fallen Pies 

y S (8) — S(a) = An 

. ZW. ‘unabhingig von C und C’. Natiirlich ist auch die Gl. (7) invariant gegei . | 
aber der beliebigen Wahl von C £0 und C’. Der Ablauf von u bei der Wa i 
von verschiedenen Parameterpaaren C, C’ ist in Abb. 1 baw. 2 dare 


2. u baw. besitzt bei A = 0 eine seine eke Singularitat. Ste 
3. In beiden untersuchten es ist — SS seperti 
Cg BRE er 
“TE Cheat or 235 see eal 
Rs ener a= Asien Cl pes EO) Ree 
wom f die Higenfunktion Bata pe pik * ea ari eae 
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ZUR FRAGE DER STREUUNG VON PHOTONEN 
AN NEUTRINOS 
Von 
G. MARX 
INSTITUT FUR PHYSIK DER ROLAND-EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Eingegangen: 3. V. 1955.) 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit erértert Neugebauer [1] die Méglich- 
keit, dass die Lichtzerstreuung an Neutrinos eventuell unter astronomischen 
Verhaltnissen von Bedeutung ist. Das im nachstehenden gesteckte Ziel ist 

un zu untersuchen, ob im gegenwartigen Rahmen der Quantentheorie ein 

solcher Effekt zustande kommen kann. Angesichts der Tatsache, dass die 

Neutrinos keine elektrische Ladung haben, kann nicht von einer unmittelbaren — 
echselwirkung die Rede sein. Dagegen kénnen neutrale Teilchen so mit den 


T Sa asset shes! p 
Abb. 2 
Te ee Ga eae 
okies VI <4 Se wv 
.'P P ; 
Abb. 3 Z . Abb. 4 


Photonen in Wechselwirkung treten, dass sie das Elektronen- oder Protonen- 
vakuum polarisieren und dass dabei der hervorgerufene Strom die Photonen 
absorbiert oder emittiert. Beispiele fiir einen solchen Prozess sind die Streuung 
yon Photonen an Photonen (Abb. 1) oder der Zerfall des neutralen z-Mesons 
in Photonen (Abb. 2). | oe ese 

Das Neutrino kann durch die beim [-Zerfall bekannt gewordene Fermische 
Wechselwirkung im Nukleonvakuum eine Polarisation hervorrufen (Neutrino- 
Eigenenergie-Graph, Abb. 3). An den hier auftretenden virtuellen geladenen Teil- __ 
chen, am Elektron oder Proton, kann die Streuung des Photons erfolgen (eine 
der Méglichkeiten ist in Abb. 4 dargestellt). Der sich aus der Kombination 
der Neutrino-Eigenenergie-Erscheinung und des Compton-Effekts ergebenden 
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Prozess setzt sich aus zwei Fermischen Wechselwirkungen und zwei elektro 
magnetischen Wechselwirkungen zusammen und ist daher dem Wirkun 

querschnitt ef proportional. Das erste nicht -verschwindende Matrix 
element erhalt man nach den bekannten Methoden der Quantentheorie in 
vierten Naherung der Perturbationsrechnung. Aus der Struktur des 4. Grap 
folgt, dass. in der S-Matrix in dieser niedrigsten Naherung eine kubise 
Divergenz auftritt, die durch die Abschneidung der virtuellen Teilchenimpulse 
auf einer der Comptonschen Wellenlange entsprechenden Wellenlange beho b 
werden kann. (Dieses Verfahren hatte in anderen Fallen, so beim °-Zerfal 
Resultate gezeitigt, deren Gréssenordnung mit den empirischen Ergebni 
ziemlich gut tbereinstimmte ; daher ist die Annahme gestattet, dass es au 
hier zur Abschitzung der Gréssenordnung des Wirkungsquerschnittes geeigne 
ist.) Als Ergebnis der Berechnung erhalt man, dass der ungefahre Wert d 
Wirkungsquerschnittes der Streuung des Photons an Neutrinos 107 ®° cm? betraj 
Dies weicht nicht stark vom Wert des Wirkungsquerschnittes der Streuung 
der sichtbaren Lichtquanten aneinander ab. _ . ee, al 


. 


1]. T. Neugebauer, Acta Phys. Hung., 4, 31, 1954. | 


OB3SOP KHUMI—REVIEWS OF BOOKS—BUCHBESPRECHUNGEN. 


Grimsehl : 
Lehrbuch der Physik 


b 

: XV. Auflage. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1954. Herausgegeben von Prof.. 
| Dr W. Schallreuter, Universitat Greifswald. I. Band. 622 Seiten, 722 Abbildungen. 

H 


| 
: 


Das Lehrbuch der Physik von Grimsehl ist ein Buch, das nicht nur die Studierenden 
wahrend ihrer Universitatsjahre begleitet, sondern auch spiter, das ganze Leben lang, ein guter- 
Freund bleibt. Denn manche unserer Biicher, an die wir uns haufig um Rat wenden, sind gute 
Freunde. Doch nicht nur die Universitatshérer und das Lehrpersonal der Physik benutzen 
dieses Buch, sondern auch die praktizierenden Ingenieure und Konstrukteure, die sich in ihrer: 
Praxis auch mit der physikalischen Seite ihrer Probleme befassen miissen. 

Das Buch baut mit didaktisch richtigem Gefiihl das Begriffssystem der Physik auf die 
Erfahrung auf. Das war der Ausgangspunkt bei der ersten Auflage und die neueren Auflagen: 
bauten dementsprechend die Entwicklung der Physik in das bereits gegebene Geriist ein.. 
Auch die neueste — XV. — Auflage weicht nicht von diesem bewahrten System ab. Die eine: 
grundlegende Anderung, mit der die Anforderungen der Entwicklung beriicksichtigt werden, 
ist die Einfiihrung des Vektorbegriffes und die Umstellung des ganzen Buches auf die Vektor-. 
rechnung. Es ist dusserst wichtig, dass die Studierenden schon von allem Anfang ihrer Uni- 
versitatsjahre an mit dieser Disziplin vertraut werden, weil dadurch diese Darstellungsweise: 
sozusagen in ihr Blut iibergeht. Und um die anfanglichen Schwierigkeiten bei den Hérern 
besser beheben zu kénnen, werden am Ende des Buches in einem Anhang die Algebra der 
elementaren Vektorrechnung und ein Abriss iiber das Rechnen mit kleinen Gréssen gegeben. 

Die Gliederung des Stoffes in Kapitel und Paragraphen hat sich auch in der neuesten 
Auflage nicht geandert. Dennoch ermdglichten neben dem sorgfaltigen Einbau des durch die- 
Entwicklung gegebenen neuen Stoffes die disziplinierte Neuformulierung des alten Stoffes und _ 
die reichliche Anwendung des kleingesetzten Textes, dass der I. Band der XV. Auflage statt 
der 684 Seiten desselben Bandes. der XIII. Auflage bloss 622 Seiten umfasst. In jedem Kapitel.,. 
in jedem Paragraphen gibt es Anderungen, ohne dass der urspriingliche Geist und die didakti-- 
schen Gesichtspunkte des Buches dadurch beriihrt wiirden. 

»Die Bewegung mit Reibung und Ubertragung der Kraft«, die in der XIII. Auflage im 
‘VII. Kapitel behandelt werden, wurden in der XV. Auflage als IV. Kapitel behandelt. Hier-. 
durch wird eine Verdichtung des Stoffes erzielt, da sich dieses Kapitel somit unmittelbar an die- 
allgemeine Behandlung der Dynamik anschliesst. ; 

Die Einfihrung der harmonischen Bewegung erfolgt durch die Projektiun des eine gleich-- 
-miassige Kreisbewegung ausfiihrenden Massenpunktes auf den Kreisdurchmesser. Dieses alte 
Verfahren birgt mathematische Vorteile in sich. Experimentell ware es vielleicht zweckmiassig,. 
die Schwingung eines durch eine elastische Kraft (Feder) bewegten Massenpunktes vorzufiihren: 
‘und hervorzuheben, dass wenn die durchlaufene Bahn als Funktion der Zeit aufgezeichnet wird,. 
die Elongation in Sinusform beschrieben werden kann, und dadurch zu bestatigen, dass eine. 
solche natiirliche Schwingung mit der Bewegung der Projektion des sich auf dem Kreise bewegen-- 
den Punktes iibereinstimmt. Nach dieser Vorbemerkung kénnte die ganze Behandlung dieses: 
-Kapitels bleiben, wie sie ist. Diese Vorbemerkung ware aber deswegen notwendig, damit dem 
“Studierenden klar werde, dass es sich um eine in der Natur haufig vorkommende Bewegung han-. 
delt und dass die gelegentliche mathematisch einfache Behandlungsweise lediglich der besseren 
-Anschaulichkeit halber gew&hlt wird. - egies : 

___ Das Kapitel iiber die Akustik wurde wesentlich erweitert, es umfasst im Vergleich zu den: 
54 Seiten der alten Auflage 60 Seiten in der neuen. Diese Zunahme der Seitenzahl vermittelt- 
ndessen kein adaquates Bild jener begrifflichen Erweiterung, die das Buch dadurch gewonnen: 


4 
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hat, dass die Schallfeldgréssen und ihre Messung in den Stoff aufgenommen wurden. Hier werden 
also die Begriffe der modernen Akustik erértert, wie Schallausschlag, Schallschnelle, Bewegungs- 
amplitude und Geschwindigkeitsamplitude, ferner Schalldichte, Schallstarke, Druckampli- 
tude, Schalldruck, Schallstrahlungsdruck, Schalleistung, und hier wird die Messung dieser Gréssen 
beschrieben. § »@ 

Die Eigenschaften und Wirkungen des Ultraschalls werden durch ein reiches Bildmaterial 
illustriert.: = ge Dem ees ¥ 

Hier hatte man vielleicht einige Seiten der Erscheinung der Schallabsorption, ihren 
Kennwerten und den Grundbegriffen ibrer Anwendung im Bauwesen widmen kénnen. 

Auch das Bildmaterial des Buches erfuhr in zahlreichen Fallen eine Auffrischung. Die 
Herausgabe der neuesten Auflage stellt einen grossen Gewinn fiir alle Physiker dar. Besonder: 
-erfreulich ist dies vom ungarischen Standpunkt aus. Obwohl nimlich nach der Befreiung unsere 
Lehr- und Fachbuchliteratur einen gewaltigen Aufschwung zu verzeichnen hat, befinden 
uns noch immer nicht in der Lage, ein so grossangelegtes Lehrbuch der experimentellen Ph 
cunseren Universititshérern und den physikalische Kenntnisse auf Schritt und Tritt anwenden- 
-den Ingenieuren in die Hand geben zu k6nnen. ‘ ives : 


ZUR THEORIE DER EDELMETALLE 


Von 
K. LADANYI 


FORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombads. — Kingegangen: 17. V. 1955) 


Es wird die Bindung der Edelmetalle auf Grund der von Gombés ausgearbeiteten statisti- 
schen Theorie der Metalle untersucht. Das modifizierte Potential der Atomriimpfe wird hier 
durch eine Verallgemeinerung der Hellmannschen Methode auf halbempirische Weise ermittelt, 
wobei nachgewiesen wird, dass sich die urspriingliche Hellmannsche Methode bei Edelmetallen 
zur Annaherung des modifizierten Potentials nicht eignet. Die Ergebnisse der Berechnungen 
weisen eine hinreichende Ubereinstimmung mit den empirischen Werten auf. 


Einleitung 


Wie bekannt, wurde zur Untersuchung der Alkali- und Erdalkalimetalle 
sowie der Edelmetalle von Gombds[1]—eine einfache Theorie auf Grund 
einer Weiterentwicklung der statistischen Theorie des Atoms ausgearbeitet. 
Laut dieses Metallmodells bauen sich die einfachen Metalle aus einem Gitter 
der positiven Ionen und einem Gas der Valenzelektronen auf, deren Dichte in 
guter Naherung als konstant angenommen werden kann. Die Verteilung und 
Energie der Elektronen der Metallionen stimmen in guter Naherung mit der 
Elektronenverteilung bzw. Energie der freien Ionen iiberein. Das Modell be- 
trachtet die Metallelektronen gesondert von den Elektronen der Ionen, u.zw. 
in dem auf Grund der statistischen Theorie bestimmbaren sog. modifizierten 
Potentialfeld. Bei Einfihrung des modifizierten Potentialfeldes kann von den 
auf die Eigenfunktionen der Rumpfelektronen beziiglichen Orthogonalitats- 
relationen der Eigenfunktionen der Valenzelektronen abgesehen werden, die 
Berechnungen sind also fiir jenen Zustand der Valenzelektronen durchzufiihren, 
in dem die Energie absolut am tiefsten ist. Auf Grund dieser Bedingungen lassen 
sich die von der Struktur unabhangigen wichtigsten Konstanten und Eigen- 
schaften der einfacheren Metalle quantitativ recht gut bestimmen. Die Annahmen 
des Modells werden am starksten im Falle der Alkalimetalle verwirklicht, ferner 
sind sie in sehr guter Naherung auch fiir Erdalkali- und Edelmetalle und sogar 
fix Al giltig. Unter den einwertigen Edelmetallen wurde erst das Cu auf Grund 
der statistischen Metalltheorie untersucht [2]. Es scheint also angezeigt, die 
Theorie auch fiir das Ag und Au auszuarbeiten. 

Wie bekannt, kristallisieren die einwertigen Edelmetalle in einem flaichen- 
zentrierten kubischen System. Die Berechnungen werden dusserordentlich ver- 


* 
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einfacht, wenn man nach Wigner und Seitz [3] beriicksichtigt, dass ein von dent 
Symmetrieebenen, die zwischen einem Gitterpunkt und seinen sdmtlichens 


Nachbarpunkten legen, eingeschlossenes hochsymmetrisches Polyeder — die: 


sog. Elementarzelle — nach aussen hin praktisch neutral ist. Die Elementarzell 


lasst sich wegen ihrer hohen Symmetrie durch die sog. Elementarkugel mi 
dem gleichen Volumen sehr gut annahern. 

Auf Grund der statistischen Theorie der Metalle setzt sich der auf ein 
Elementarkugel entfallende Teil der Gitterenergie aus folgenden Anteilen 
zusammen: aus der Selbstenergie des in einer Elementarkugel enthaltener) 
Anteils der Valenzelektronenwolke, aus der Wechselwirkungsenergie zwischer} 
den Valenzelektronen und den. Ionen und aus dem auf eine Elementarkuges 
entfallenden Anteil der aus der Uberdeckung der Elektronenwolken dex 
benachbarten: Ionen stammenden Energie. Ist die Gitterenergie als Funk 
tion des Radius R der Elementarkugel bekannt, so kann der Wert des Git- 
terabstandes und der Gitterenergie 1m Gleichgewichtszustand bestimmt wer- 
den. Auf Grund des Minimumprinzips ist namlich die Gitterenergie im 
Gleichgewichtszustand als Funktion des Radius R der Elementarkugel ein 
Minimum. | 

Bevor auf die Einzelheiten der Bestimmung der Gitterenergie eingegangem 
wird, sollen zur Vereinfachung der weiteren Berechnungen einige allgemeix 
gebrauchte Naherungen eingefilhrt werden. Es ist bekannt, dass die Valenz: 
elektronendichte bei Alkali- und Erdalkalimetallen in einer ersten Naherun; 
als konstant angenommen werden kann. Wie aus den Berechnungen von Gombé 
hervorgeht, ist diese Naherung villig berechtigt. Gombds wies nach, dass di 
Anwendbarkeit dieser Naherung aus der Tatsache folgt, dass das modifiziert 
Potential bei den Alkali- und Erdalkalimetallen in 80—90% des Volumen 
der Elementarzelle in sehr guter Naherung konstant ist. Im nachstehenden so 
die Valenzelektronendichte in nullter Naherung auch bei Edelmetallen als kor 
stant angenommen werden. Es ist allerdings zu betonen, dass dies bei Ede 
metallen weniger berechtigt ist als bei den Alkalimetallen. Die Dichte der Valen: 
elektronen ist — wie aus den Berechnungen von Fuchs[4] im Falle von C 
hervorgeht — nur in einem kleineren Teil der Elementarkugel als konstant 2 
betrachten als die Valenzelektronendichte der Alkalimetalle. Diese Behauptur 
wird iibrigens auch von den Ergebnissen der hier spater gegebenen ausfiih 
lichen Berechnungen unterstiitzt. Das modifizierte Potential lasst sich namlic 
bei Edelmetallen nur in einem kleineren Teil der Elementarkugel als konstai 
betrachten, als dies bei den Alkalimetallen der Fall ist. Zur Vereinfachung d 
Berechnungen erscheint es jedoch zweckmissig, die Valenzelektronendichte | 
nullter Naherung auch bei Edelmetallen als konstant anzunehmen. Die Scha 
zungen zeigen, dass der hierbei begangene Fehler bei Edelmetallen zwar gross 
als bei den Alkalimetallen ist, dass er aber den Wert der Gitterenergie nic 
sonderlich beeiuflusst. 
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| In einer weiteren Naherung sollen die Verteilung und die Energie der 
Elektronen der Metallionen als gleich der Verteilung bzw. Energie der Elek- 
tronen der freien Ionen angenommen werden. Diese Naherung hat bei den Alkali- 
und Erdalkalimetallen eine sehr grosse Berechtigung, bei den Edelmetallen 
hingegen darf die Veranderung der Elektronendichte der dussersten d-Schale 
im Vergleich zu der Elektronendichte der dussersten d-Schale der freien Ionen 
nicht ausser acht gelassen werden. Auf die Bedeutung der in der Elektronen- 
dichte der dussersten d-Schale eintretenden Deformation sei noch im nach- 
stehenden kurz zuriickgekommen, doch kann schon hier betont werden, dass 
ie im Wert der aus der Wehselwirkung zwischen den Valenzelektronen und 


en Ionen stammenden Energie nur einen vernachlassigbar kleinen Fehler ver- 
rsacht. 


Schliesslich sei zur weiteren Vereinfachung der Rechenarbeit innerhalb 
iner Elementarkugel nur das modifizierte Potential des zur Kugel gehérigen 
ons beriicksichtigt. Mit anderen Worten: bei der Bestimmung des modifi- 
zierten Potentials in einer gegebenen Elementarkugel sei die Elektronendichte 
er benachbarten Ionen vernachlassigt. Diese Naherung ist bei Alkalimetallen 
volistandig begriindet. In Verbindung mit den Edelmetallen ist jedoch zu 
emerken, dass sich laut der nach Hartree durchgefihrten Berechnungen fir 
das freie Cu*-Ion etwa 4% der Elektronendichte der aussersten d-Schale ausser- 
alb der Elementarzelle (bei Gleichgewicht) befinden. Schon aus dieser Tatsache 
lasst sich die Folgerung ziehen, dass die Elektronendichte der benachbarten 
onen in einer gegebenen Elementarkugel bei Edelmetallen im Gegensatz zu 
den Alkalimetallen nicht als Null angesehen werden kann. Bei der Bestimmung 
der aus der Wechselwirkung zwischen den Valenzelektronen und den Ionen 
stammenden Energie verursacht indessen die Vernachlassigung der Elektronen- 
dichte der benachbarten Ionen keinen bedeutenden Fehler. 


a 


Die Bestimmung des modifizierten Potentials 


Die Eigenfunktionen der Valenzelektronen kénnen in der Nahe der Kerne 
weder in Atomen noch in Metallen gut durch einfach verlaufende analytische 
Funktionen approximiert werden. Die Eigenfunktionen der Valenzelektronen 
besitzen namlich infolge der auf die Eigenfunktionen der Rumpfelektronen be- 
ziaglichen Orthogonalitatsbedingungen Knotenflachen. Die Orthogonalitats- 
bedingungen folgen, wie bekannt, aus dem Pauliprinzip. Gombds wies nach [5], 
dass im Falle eines Valenzelektrons mit der Nebenquantenzahl | das modifizierte 
Potential 
‘ @,=V + Fi 


ay Grund der statistischen Atomtheorie berechnet werden kann. Fiihrt man 


. 
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tial V ein, so kénnen die Ortho} 
Anschaulich gesprochen wurde da} 
ersetzt. Bei den mit Hilfe de} 


dieses anstatt dem elektrostatischen Pote1 
gonalititsrelationen vernachlassigt werden. 


Pauliprinzip durch das Abstossungspotential F’; 
modifizierten Potentials ausgefiihrten Berechnungen ist also jener Zustand 


mit der Nebenquantenzahl | zu bestimmen, dessen Energie am tiefsten ist) 
dass die Liésung in diesem Fall bei Atomen durel 


Fs lasst sich nachweisen, 
Metallen durch eben4 


einfache Eigenfunktionen vom Slaterschen Typ und bei 


Wellen gut angendhert werden kann. Nach Gombds ist 


wo @ die Elektronendichte des Atomrumpfes und g; die Dichte jener Elektroney 
bezeichnet, deren Energie kleiner als die Energie des Zustandes mit der Haupt 
quantenzahl n=1+ 1 und der Nebenquantenzahl | ist. Die Berechnunget 
mit dem oben angegebenen Potential F, fabrten bei Alkali- und Erdalkali 
metallen — bei denen die dusserste Schale des Atomrumpfes eine edelgasartig! 
abgeschlossene (s, p)-Schale ist — zu Ergebnissen, die in gutem Einklang mii 
der Erfahrung stehen. Weniger gute Ergebnisse zeitigten dagegen die Berech: 
nungen fiir einwertige Edelmetalle. Es ist bekannt, dass die dusserste Schall 
des Atomrumpfes der einwertigen Edelmetalle eine abgeschlossene d-Schall 
ist. Es kann nachgewiesen werden, dass der Fehler der mit dem Potential F 
gewonnenen Ergebnisse durch die infolge der Fermi-Statistik einheitliche Be 
handlung der in Zustaénden mit verschiedenen Nebenquantenzahlen befinc 
lichen Elektronen verursacht wird. Man erhilt eine bessere Naherung des mod. 
fizierten Potentials, wenn man es auf Grund eines statistischen Modells be 
stimmt, das die Bildpunkte der sich in einer Zelle dv aufhaltenden Atomrump: 
elektronen mit verschiedenen Nebenquantenzahlen im {mpulsraum nach de 
‘Nebenquantenzahl gruppiert. Bei einem Zustand mit der Nebenquantenzal 
lergibt sich fiir dasinfolge des Pauliprinzips auftretenden Abstossungspotenti 
G, nach Gombds [8] folgender Ausdruck : 


Er he 
Ce ear Se ou, 0 — Ps 
8 (21 + 1)? 


1 1 
ede » wenn D, +0, 


P=0, wenn D, = 0. 


Bei Heranziehung dieses Potentials G, untersuchte nun Gombés die Bindu 
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les metallischen Cu und gelangte zu Ergebnissen, die mit der Erfahrung sehr 
‘ut ubereinstimmen. 

Wie im folgenden gezeigt werden soll, ist es aus mehreren Griinden zweck- 
nassig, fiir das modifizierte Potential einen angendherten analytischen Aus- 
lruck anzunehmen und die in diesem vorkommende Parameter auf halb- 
mpirische Weise zu bestimmen. Wie bekannt nimmt Hellmann [6] das modi- 
izierte Potential des Atomrumpfes der einwertigen freien Atome in der Form 


|= — — (1 — Ae") 


r 


n, wobei er die Parameter A und x so bestimmt, dass im Grundzustand der 
verechnete Energiewert mit dem empirischen Wert des tiefsten s-Termes des 
Jalenzelektrons iibereinstimmt, ferner dass in dem die tiefste Energie auf- 
yveisenden p-Zustand sowie in dem ersten angeregten s-Zustand die berechneten 
inergiewerte die empirischen Werte des tiefsten p-Termes bzw. des ersten an- 
eregten s-Termes méglichst gut annahern. Der Parameter kann nur positive 
Verte annehmen, da sonst das modifizierte Potential in grossen Entfernungen 
om Kern divergiert. Auf die Einzelheiten der Methode soll bei ihrer Verall- 
emeinerung im nachstehenden noch zuriickgekommen werden. 

Es ist zu bemerken, dass die geschilderte halbempirische Methode mit 
er Theorie des modifizierten Potentials nicht in vélligem Einklang steht. Wie 
us den vorherigen Ausfiihrungen ersichtlich war, muss zur anndherungsweisen 
festimmung der Energie und der Eigenfunktion eines gegebenen Valenzelek- 
rons mit der gegebenen Nebenquantenzahl / das zu dieser Nebenquantenzahl 
ehérige modifizierte Potentialfeld ©; eingefiihrt werden. Auf Grund der Theorie 
t es offenkundig, dass man bei Benutzung des Potentials ®, (l’ #1) im all- 
emeinen unrichtige Ergebnisse erhalten wiirde. Angesichts der Tatsache, dass 
ch die Valenzelektronen der hier behandelten Metalle im s-Zustand befinden, 
esteht nun unsere Aufgabe darin, das zur annaherungsweisen Bestimmung 
er zu den s-Zustinden gehérigen Eigenfunktionen und Eigenwerten dienende 
odifizierte Potential auf halbempirische Weise zu ermitteln. Auf Grund der 
pigen Ausfiihrungen ist — sofern das Potential vom Hellmannschen Typ das 
leoretische modifizierte Potential ziemlich gut annahert — eine Ubereinstim- 
ung der berechneten und der gemessenen p-Terme auch gar nicht zu erwarten. 
ie Parameter A und ~ sind also im EKinklang mit der Theorie des modifizierten. 
otentials so zu ermitteln, dass der berechnete s-Grundterm sowie der erste 
igeregte s-Term mit dem tiefsten s-Term des Valenzelektrons sowie mit seinem 
sten angeregten s-Term iibereinstimmen. 7 
Im weiteren soll kurz gezeigt werden, dass die auf Grund des urspriing- 
hen Hellmannschen modifizierten Potentials durchgefihrten Berechnungen 
i den Edelmetallen — insbesondere beim Au — zu keinem befriedigenden 
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Der auf eine Elementarzelle entfallende Anteil der Valenz-+ 


Ergebnis fiihren. 
ifizierten Potential 


elektronenenergie ist im konstanten durchschnittlichen mod 
der Ionen: 

ib bie 3 e? 3 Ae” 

D dy = — } —___— 

20K (2 x) 


ey (x), 


| 


Q 
wo 2 das Volumen der Elementarzelle, ferner 


y («) =1—(Rx+)) eneks 
ist. Das zweite Glied des obigen Energieausdrucks stammt vom nicht Coulatian 
schen Teil des modifizierten Potentials. In der im weiteren erérterten Naherun; 
ist der Wert des tibrigen Teiles der Gitterenergie — abgesehen von den aut 
der Uberdeckung der lonen stammenden Energien — bei einem gegebene} 
Elementarzellenradius R von der Ordnungszahl] unabhangig. Dieser von de: 
Ordnungszahl unabhangige Teil der Gitterenergie betragt im Falle R = 3,014 
(R = 3,01 a) ist der Halbmesser der Elementarzelle des Goldes im Gleick 
gewichtszustand), wie die Berechnungen zeigen, —0,366 e2/ay. Es ist leich 
einzusehen, dass die aus der Hellmannschen Naherung des von der Ordnung: 
zahl des modifizierten Potentials abhangigen nicht-Coulombschen Anteil stani 
mende Energie positiv ist. Da die aus der Uberdeckung der Ionen stammend 
Energie ebenfalls positiv ist, kénnen die auf Grund des Hellmannschen modif 
zierten Potentials durchgefiihrten Berechnungen im Falle von R= 3,01« 
keine tiefere Energie als — 0,366 e/a) liefern. Da der empirische Wert de 
Gitterenergie beim Au — 0,441 e?/ay betragt, belauft sich der Fehler der berecl 
neten Gitterenergie auf etwa 20 %. Geringere, aber ahnliche Schwierigkeite 
treten auch bei den tibrigen einwertigen Edelmetallen auf. Die Schwierigkeite 
zeigen sich schon bei der Bestimmung des Hellmannschen Potentials. Wer 
nimlich der Parameter x — wie dies vorzuschreiben ist — nur positive ree! 
Werte annehmen kann, dann wird man kein reelles Parameterpaar A und 
finden kénnen, bei dem die berechneten Werte der zwei tiefsten s-Terme 0 
den entsprechenden empirischen Werten genau ibereinstimmen. Der Gru 
hierfiir ist offenbar, dass sich das Potential vom Hellmannschen Typ bei e 
wertigen Edelmetallen nicht zur_analytischen Annaherung des modifiziert 
Potentials eignet. Diese Tatsache geht iibrigens auch aus den unmittelba1 
Berechnungen hervor. Der Verlauf der potentiellen Energie des Valenzelektre 
im theoretischen modifizierten Potentialfeld des Cu’ -Atomrumpfes zeigt in ei 
Entfernung von etwa 1,3 a) vom Kern ein weit tieferes »Tal« als bei den Alk 
metallen. Eine gute Annaherung dieses Verlaufes ist auf Grund der Berechn 
gen mit dem Hellmannschen modifizierten Potential nicht méglich. Die ané 
tische Anniherung des modifizierten Potentials muss also in einer Fe 
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}gesucht werden, die den tatsachlichen Verhaltnissen besser entspricht. Wie 
durch die im weiteren kurz behandelten Berechnungen bestitigt wird, ist es 
| zweckmiassig, das modifizierte Potential bei Edelmetallen in folgender Form 


Panzusetzen : 
. Pai é— 2ur e724r 
: D, — et ——b ae A =~ 


: ak r r 
f 


swo A, B, x und A die zu bestimmenden Parameter sind. Wollte man konsequent 
vorgehen, so kénnte man die Parameter so bestimmen, dass die berechneten 
Werte der vier tiefsten s-Terme mit den empirischen Werten der vier tiefsten 
s-Terme des Valenzelektrons tibereinstimmen. Dieses Verfahren wirde aber 
auf ausserordentlich grosse Rechenschwierigkeiten stossen, so dass die 
Berechnungen mit mehreren willkiirlich gewahlten Werten von x und A durch- 
gefiihrt werden. Die Parameter A und B sind bei diesen Werten von x und A 
den obigen Ausfiihrungen entsprechend so zu bestimmen, dass die berechneten 
zwei tiefsten s-Terme E,, und E2, mit den entsprechenden empirischen Termen 
iibereinstimmen. In Tabelle I sind jene Parameter A, B, x und A zusammen- 
gestellt, mit denen in den untersuchten Fallen bei guter Ubereinstimmung der 
berechneten Werte der zwei tiefsten s-Terme mit den entsprechenden empiri- 
schen Termen die berechneten Werte des dritten und vierten s-Terms sowie 
die entsprechenden empirischen Terme die beste Ubereinstimmung aufweisen. 
Man wird offenbar nicht behaupten kénnen, dass man keine Parameter A, 
B, x und 4 finden kann, bei denen die Ubereinstimmung des dritten und vierten 
s-Terms mit den entsprechenden empirischen Werten nicht besser ware. Die 
auf diese Weise erzielbare Korrektion im Werte der Gitterenergie und des 
Gitterabstandes fallt aber — wie die numerischen Schatzungen zeigen — in die 
Gréssenordnung des Fehlers der statistischen Metalltheorie. Zieht man ferner 
in Betracht, dass eine sehr grosse Rechenarbeit erforderlich ist, um eine Uberein- 
stimmung zwischen den berechneten vier tiefsten s-Termen und den entsprechen- 
den empirischen Werten zu erreichen, so scheint die Einfihrung der oben be- 
schriebenen Methode vollig hinreichend. In der analytischen Form des Poten- 
tials ® sind also A und B Parameter, die gemass den empirischen Angaben zu 
bestimmen sind, wihrend die angegebenen Werte der Parameter x und A zweck- 
missig als angenommene Werte betrachtet werden kénnen, bei denen sich eine 
gute Approximation mit zwei Parametern des modifizierten Potentials erzielen 
lasst. Wie auf Grund der Angaben der Tabelle I ersichtlich, zeigt sich beim Au 
zwischen dem berechneten Wert des ersten angeregten s-Terms und dem ent- 
sprechenden empirischen Wert eine Abweichung von 3%. Im Laufe der durch- 
-gefubrten numerischen Berechnungen gelang es nicht, eine bessere als die an- 
gegebene Ubereinstimmung zu erzielen, auf Grund eingehenderer Schatzungen 
ist aber der infolge der obigen Abweichung in der Gitterenergie und im Gitter- 
abstand entstehende Fehler unbedeutend. 


~. 
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Auf Grund der obigen Uberlegungen wird hier zur Bestimmung der Para- 
meter A und B die direkte Variationsmethode angewandt. Im Grundzustand ist 
es zweckmiassig, die Eigenfunktion des Valenzelektrons in der folgenden Form 


anzunehmen : f 

ge oe. 
Der Variationsparameter € lasst sich aus der Minimumbedingung 

, 
0H,, 0 
660" ( 
ermitteln, wo 
1 
§ Vis |— — ea 4 — e®,| 1,dv 


Bezeichnet man den tiefsten empirischen s-Term des Valenzelektrons mit Ep. 
so lautet die erste Bedingung zur Bestimmung der Parameter 4 und B: 


A,; = Ens: ; ‘ (3 

_ Imersten angeregten s-Zustand wird die Eigenfunktion des Valenzelektron 

gemiiss den obigen Ausfihrungen zweckmissigerweise in folgender Form an- 
_ gendhert : ; : cer 


¥y= tse. de | ae 
=< rh 3 } dhs Siti ar ‘ x. 
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Nach Durchfiihrung der Integration in (2) und (5) gelangt man zu den folgenden: 
Energieausdriicken : 


is Bie 2 2 
Si aa gens ed pe | Be oe 
e 2 etx eta” 
€ 
pes ; 7) 14 ees 
OSE Selo Sa a 
7 7° UI n 
ie 1+—)\ i= ieee 
eee ae? ips eed eae eet 
U7] 4 n 
7 x E e2)\2 oy A € e2 
patie Pres 
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Wenn man also die Parameter x und A auf Grund der oben geschilderten Ge- 
ichtspunkte annimmt, kénnen die Parameter A und B zusammen mit den 
Variationsparametern © und 7, mit Hilfe der Gleichungen (1), (3), (4) und (6) 
yestimmt werden. 


TABELLE I 


Jie Parameter A, B, x und A, ferner die berechneten Werte der Terme Ej; und E25 bzw. die 
mpirischen Werte der Terme Ens und E(n+1)s fiir Cu, Ag und Au. Die Terme Eis, Eos Ens 
und E(n+1)s in e?/ag-Einheiten, « baw. / in a -Einheiten. 


A B Ms A Ey, Ens E95 E(n+1)s 
Berechnet Beobachtet Berechnet Beobachtet 
Cu 5,353 | —3,178 | 0,51 | 0,34 —0,2839| —0,3839 | —0,08740 —0,08734 
Ag 5,644 | —3,139 | 0,6 0,4 —0,2791| —0,2784 | —0,08479 —0,08451 
Au 9,195 —6,232 | 0,48 | 0,32 | —0,3390 —0,3390 | —0,09342 —0,09077 


Es ist zu betonen, dass wenn man die oben untersuchten Terme mit Hilfe 
les rein theoretisch bestimmten modifizierten Potentials berechnet, keine 
‘éllige Ubereinstimmung mit den empirischen Werten zu erwarten ist. Dies 
st dem Umstand zuzuschreiben, dass die geschilderte Methode jene Energie 
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vernachlassigt, die aus der Austausch-, Korrelations- und Polarisationswechsel- | 
wirkung zwischen dem Valenzelektron und dem Atomrumpf stammt. Die Tat- | 
sache, dass bei Anwendung des halbempirisch modifizierten Potentials des | 
Tons die berechneten und gemessenen Energiewerte miteinander wtbereinstim- | 
men, liesse sich so ausdriicken, dass die aus der Austausch-, Korrelations- und | 
Polarisationswechselwirkung stammende Energie mit Hilfe des halbempirischen | 
Potentials durch eine gewohnliche potentielle Energie ersetzt wird. Dieser Tat-; 
sache ist es zu verdanken, dass die Anwendung des halbempirischen Potentials | 
bei Metallen die Berechnungen wesentlich vereinfacht. Es sei jedoch bemerkt, | 


Abb. 1. Die potentielle Energie des Valenzelektrons im modifizierten Potentialfeld ®) als Funk- 
tion des Kernabstandes r im ‘Falle von Cu, Ag, Au und Rb in e?/a,-Einheiten. 
1:e®, fiir Cu.2;e®, fir Ag. 3:e®, fiir Au. 4: e®, fiir Rb. 


dass die Ersetzung der erwahnten Energieterme durch die gewohnliche poten- 
tielle Energie eine Niaherung darstellt. Schliesslich sei noch betont, dass wenn 
die Hartree—Fockschen Berechnungen fir das freie Ion nicht bekannt sind. 
nur von der Anwendung von halbempirischen Potentialen gute Ergebnisse zu 
erwarten sind. Auf Grund dieser Darlegungen ist also bei einwertigen Edel. 
metallen die Untersuchung der metallischen Bindung auf Grund eines halb 
empirisch modifizierten Potentials_angezeigt. 

| In der Abb. 1 ist die potentielle Energie im halbempirischen modifizierter 
Potentialfeld des Cut-, Agt-, Au*- und Rb*-Ions als Funktion des Kernab 
stands dargestellt. Es ist ersichtlich, dass das Minimum der potentiellen Energi 
bei Edelmetallen viel tiefer als bei Alkalimetallen ist. Es ist ferner ersichtlic 
— wie darauf bereits hingewiesen wurde —,dass das modifizierte Potential be 
Edelmetallen nur in einem kleineren Teil der Elementarkugel durch eine Kon 
stante approximiert werden kann, als dies bei Alkalimetallen der Fall ist. 
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Mit Hilfe der obigen Ergebnisse lasst sich der auf eine Elementarkugel 
entfallende Anteil der Gitterenergie als Funktion des Radius R der Elementar- 
kugel bestimmen. (Im weiteren ist stets von einem auf eine Elementarkugel 
entfallenden Anteil der Gitterenergie bzw. ihrer Energieglieder die Rede, ohne 
dass dies besonders hervorgehoben wird.) Wie auf Grund der statistischen Metall- 
theorie bekannt ist, lautet der Ausdruck fiir die aus der Wechselwirkung zwi- 
‘schen den Valenzelektronen und den Ionen stammende Energie 


W=WetWetWxtiWatWwiWre, 


wo Wcedie Wechselwirkungsenergie zwischen den punktartigen Ionenladungen 
und den Valenzelektronen, W; die aus dem Eintauchen der Valenzelektronen 
in die Elektronenwolke der Ionen stammende, nicht-Coulombsche elektrostati- 
sche Energie, Wx die aus dem Abstossungspotential der Atomriimpfe stammende 
Energie und schliesslich W 4, Wy und Wp die aus der Austausch-, Korrelations- 
und Polarisationswechselwirkung zwischen den Valenzelektronen und den 
Atomriimpfen stammenden Energieglieder sind. Fiihrt man die eingehend dar- 
gelegten Naherungen ein und zieht man in Betracht, dass die potentielle Energie 
der Valenzelektronen im halbempirischen modifizierten Potentialfeld der Ionen 
auch die Energieglieder enthalt, die aus der Austausch-, Korrelations- und 
Polarisationswechselwirkung zwischen den Valenzelektronen und den Atom- 
rimpfen stammen, so erhalt man 


Tr Tr ie 


R 
1 —2xr —2dAr 3 
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wo ¥ die Valenzelektronendichte in der oben beschriebenen nullten Naherung ist, 


also 
3 


y= : 
Aa R? 


Nach Durchfiihrung der Integration ergibt sich 
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Im weiteren soll die Selbstenergie des in einer Elementarkugel befindlichen 


Teils der Valenzelektronenwolke bestimmt werden. Diese Energie setzt sich | 
| 


aus folgenden Gliedern zusammen: aus der Coulombschen Wechselwirkungs- | 


energie Ec des in einer Elementarkugel enthaltenen Teiles der Valenzelektronen, 
aus der kinetischen Nullpunktsenergie Ex, sowie aus der Austauschenergie E, 
und aus der Korrelationsenergie Ey. Fir diese kann man in der oben dar- 
gelegten nullten Naherung schreiben : 
3,2 

Ec = pe = 9 

Se h 
4a R3 

Ex = 2,871 ¢ a, fiers = 1,105 e7 ay ee ; 
3 R? 


3 
E, = — 0,7386 e? 4/8 =" — 0,4582 e? - 


2 
Fig ae 0.0177 — = 057 et te 
Ay R 


Schliesslich sei die aus der Uberdeckung der Ionen stammende Energie H; 
ermittelt. Es wurde bereits erwahnt, dass sich die Elektronendichte der dusser- 
sten d-Schale des Ions bei Edelmetallen im Vergleich zur Verteilung des freien 
Ions bedeutend verindert. Mit anderen Worten — wenn man die Ausdrucks- 
weise der Statistik benutzt —- die Elektronendichte des Ions deformiert sich 
in der Nahe der Elementarzellengrenze im Vergleich zur Elektronendichte des — 
freien Ions. In diesem Zusammenhang lasst es sich nachweisen, dass sich die 
d-Elektronen des Atomrumpfes bei Edelmetallen in einem gewissen Grade 
abnlich wie die Valenzelektronen verhalten. Dies bedeutet natiirlich, dass sich 
die zu den d-Zustaénden gehérigen Energien tiefer im Metall befinden als die 
entsprechenden Energieterme des freien Ions, ferner dass sich die d-Energie- 
niveaus im Metalle zu einer Bande ausbreiten. Fasst man die sich aus diesen 
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Erscheinungen ergebenden Folgerungen zusammen, so gelangt man zu dem 
Ergebnis, dass die d-Elektronen eine gewisse Rolle in der Bindung spielen. Die 
mathematische Darlegung dieser Erscheinungen auf Grund der Wellenmechanik 
ist indessen eine recht verwickelte Aufgabe. Zur Vereinfachung der Rechen- 
arbeit sei im Rahmen der vorliegenden Arbeit die Beschrankung eingefihrt, 
lediglich die erste Naiherung der statistischen Perturbationsrechnung anzuwen- 
den. Dementsprechend sei die Elektronendichte der lonen in nullter Naherung 
als Superposition der Elektronendichte der freien Jonen angenommen. Nun- 
mehr kann in Kenntnis der nullten Naherung der Elektronendichte die erste 
Naherung der Energie bestimmt werden. Vom Gesichtspunkt der nullten Nihe- 
rung der Elektronendichte der Ionen geniigt es, die Elektronendichte der be- 
nachbarten Ionen in Betracht zu ziehen. In einer gegebenen Elementarkugel 
kann man niamlich die Elektronendichte der entfernteren Ionen wegen des ex- 
ponentiellen Abfalls der Elektronendichte der Ionen vernachlassigen. Zur Be- 
stimmung der Energie H, wurde von Gombds eine einfache und wohlbewahrte 
Naherungsmethode ausgearbeitet. Auf Grund dieser Methode ist es méglich, 
im Falle eines einzigen Ionenpaars die aus der Uberdeckung der beiden Ionen 
stammende Wechselwirkungsenergie u, folgendermassen zu berechnen : 


us (0) = 7 (6) + (28 —a)e (9). 


Hier ist pm das nicht-Coulombsche elektrostatische Potential des Metallions, 
das sich wie folgt berechnen lasst : 


6 ist der Kernabstand zwischen den beiden Ionen, g(r) die Elektronendichte 
und schliesslich a und f folgende Konstanten 


a=4ne{ gredr, 
0 


co 


p= ar { 02/3 r? dv. 


0 


Da die Edelmetalle in einem flachenzentrierten, kubischen Gitter kristallisieren, 
hat jedes Ion 12 unmittelbare Nachbarn in der Entfernung 


1/2 
6= 202 I ax 
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Auf Grund dieser Verhaltnisse ergibt sich in guter Naherung : 


H, (R) = 6us (9). 


Es ist zu betonen, dass auf Grund der hier vorgefiithrten Berechnungen | 
nur dann befriedigende Ergebnisse zu erwarten sein werden, wenn die Funktio- | 
nen g(r) und g(r) selbst noch in einem Abstand 6 vom Kern geniigend genau | 
sind. Nach den Berechnungen von Gombds sind im Falle von Cu’ zur Ermittlung | 
der Energie H, nur die auf Grund der Hartree—Fockschen Berechnungen | 
bestimmten Funtionen 9 (v) und 9 (v) geeignet. In Verbindung mit dem Obigen | 
ist es wesentlich darauf hinzuweisen, dass — wie aus den Berechnungen von | 
Gombds hervorgeht — im Falle von Cu’ die Anwendung der ohne Beriicksichti- | 
gung des Austausches durchgefiihrten Hartreeschen Berechnungen einen be- } 
deutenden Fehler verursacht, u. zw. sowohl im-Werte des Gitterabstandes als | 
auch in dem der Gitterenergie. Es bedeutet also eine betrichtliche Schwierigkeit, | 
dass far Agt und Au* keine Hartree—Fockschen Tabellen zur Verfiigung | 
stehen. Zur Abschatzung der Hartree—Fockschen Dichte und des effektiven | 
Potentials des Ag* wurde eine im wesentlichen von Géspér [7] stammende | 
Methode angewandt. Es ist bekannt, dass in der Thomas—Fermischen Theorie | 
in Kenntnis der Dichte und des effektiven Potentials eines Atoms mit der’ 
Ordnungszahl Z, die Dichte und das effektive Potential eines Atoms mit der’ 
Ordnungszahl Z, mit Hilfe einer Transformation bestimmt werden kann. Auf’ 
Grund der Berechnungen von Gaspar ist zu erwarten, dass man mit Hilfe der 
Hartree—Fockschen Tabellen fiir das Cu*-Ion bei der Bestimmung der Ver- 
teilung und des effektiven Potentials des Agt-Ions nach Hartree—Fock zu 
ziemlich gut brauchbaren Ergebissen gelangen wird. Schliesslich wurde beim 
Aut-Ion zur Berechnung der Hartree—Fockschen Verteilung des Au*-Ions 
die nach den Schitzungen ziemlich gut annahernde Hartreesche Verteilung 
des Hg** benutzt. 

Bei Zusammenfassung der hier erhaltenen Resultate ergibt sich fir den 


auf eine Elementarkugel entfallenden Anteil der Gitterenergie : 


U=WetWetWxet+WatWwtWe+ Ec + Ex+Es + Ew + Hs. 

In der Tabelle II sind die wichtigsten Energieglieder der Gitterenergie 
als Funktion des Radius R der Elementarzelle angegeben. Es ist ersichtlich, 
dass im Gegensatz zu den Alkalimetallen in der Bindung aller drei einwertigen 
Edelmetalle die aus der Uherdeckung der Ionen stammende Energie H; eine 
bedeutende Rolle spielt. Es lasst sich leicht nachweisen, dass der berechnete 
Wert des Elementarzellenradius ohne Bericksichtigung der Energie H, zu klein 
ausfallen wiirde. Es sei ferner erwahnt, dass beim Au das Energieglied We + 


+Wr+Wa+ Wy+ Wp im Gegensatz zu den Ergebnissen, die mit Hilf 
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les Hellmannschen Potentials errechnet wurden, ein negatives Vorzeichen 


mnehmen wiirde. 


TABELLE II 


Jie wichtigsten Energieterme der Gitterenergie U als Funktionen des Radius R der Elementar- 


zelle fiir Cu, Ag und Au. Uy in e?/aj-Einheiten, R in a,-Einheiten. 


re | Wet+Wathy Erpt+Ec+eE, 
r “ | +¥pt¥K +E W : 8 as ‘ 
Cu 
2,5 | —0,6 0,04523 | 0,1932 —0,3615 0,0265 —0,3350 
2515 | —0,5455 | 0,01834. | 0,1595 | —0,3676 0,0088 —0,3588 
2,95 —0,5085 | 0,00388 0,1383 | —0,3663 0,0036 —0,3627 
3,20 | —0,4615 —0,0100 0,1133 | —0,3583 0,0008 —0,3575 
3,9 | —0,4286 —0,0168 0,0970 —0,3484 0,0000 —0,3484 
Ag 
25 | —0,6 | 0,0433 0,1932 —0,3634 0,0194 —0,3440 
TATE. —0,5455 0,0191 0,1595 —0,3669 0,0049 —0,3620 
2,85 —0,5263 0,0121 0,1483 —0,3658 0,0027 —0,3631 
2,9 —0,5172 0,0091 0.1431 — —0,3650 0,0020 —0,3630 
3 —0,05 0,0039 0,1336 —0,3625 0,0011 —0,3614 
Au 
3 —0,5 —0,1000 0,1336 —0,4660 0,0214 —0,4450 
apa’ —0,4839 —0,1027 0,1249 —0,4617 0,0129 —0,4488 
3519 —0,4762 —0,1037 0,1209 —0,4590 0,0100 —0,4490 
_ 3,2 —0,4687 —0,1045 0,1170 —0,4563 0,0077 —0,4486 
3,29 —0,4615 —0,1050 0,1133 —0,4532 0,0059 —0,4473 


Die Ergebnisse unserer Berechnungen werden mit den empirischen Angaben 
in der Tabelle III verglichen. Aus den Angaben der Tabelle geht hervor, dass: 
die berechneten Werte der Gitterenergie und des Elementarzellenradius beim Cu 
weniger gut mit den empirischen Werten tibereinstimmen als die auf Grund der 
Berechnungen von Gombds erhaltenen Resultate. Der Grund fiir diese Abwei- 
chung ist ein zweifacher : einesteils folgt das in analytischer Form hergeleitete 
halbempirische modifizierte Potential nicht geniigend dem Verlauf des theo- 
retisch bestimmten modifizierten Potentials, anderseits wurde bei, der Erset- 
zung der aus der Austausch-, Korrelations- und Polarisationswechselwirkung 
zwischen den Valenzelektronen und dem Atomrumpf stammenden Energie 
durch die gewéhnliche potentielle Energie ein Fehler begangen. 


ee er 
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TABELLE I 


erte der Gitterenergie U(R,), der Sublimationsenergie S, 


Die berechneten und empirischen W 
R, in ap-Einheiten, Ug und S in e?/a)-Einheiten. 


sowie des Elementarzellenradius Ro. 


R, U Ss i 
Berechnet | Beobachtet i 

——___——_————_ 
‘ 


Berechnet | Beobachtet Berechnet | Beobachtet 
a on 3 2,95 2,66 —0,3627 —0,4040 0,0789 0,1202 
HAG oteyst= = 2,85 3,01 —0,3631 —0,3797 0,0840 0,1013 — 
BAU ttoss ais 3,15 3,00 —0,4490 —0,4698 0,1100 0,1308 


Schliesslich ist in der Abb. 2 die Gitterenergie U als Funktion des Radius 
R der Elementarkugel fiir die Falle von Cu, Ag und Au dargestellt. 
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Kompressibilitat und Druck-Dichte-Beziehung am. absoluten Nullpunkt 
der Temperatur 


In Kenntnis der Gitterenergie als Funktion des Elementarzellenradius 
cann der Zusammenhang zwischen dem Volumen des Metalls und dem Druck 
°? bei einer Temperatur T = 0° K sehr einfach auf Grund des folgenden Aus- 
druckes bestimmt werden : 


Pours. I dU 
dQ 4aR2 dR 


Es sei das Volumen der Elementarkugel in der Gleichgewichtslage mit Q, und 
jer zugeordnete Kugelradius mit R, bezeichnet. Fiihrt man an Stelle der Varia- 
glen R das relative Volumen 


als unabhangige Variable ein, so erhalt man auf Grund der friiheren Ergebnisse 


ee = a_, Ro? q-*8 + 2a_, Ro q-* + 3a_,Ro*q 48 + 
+ (yi, Ro? q-2!8 + y_, Ro? q-! Ha Rot q- 2/8) eRe? + 
1, ot) H 
18 (0_, Ro? + d25 Rea -- bi, Re q- 42) ate ian 3. d ——S 92/3, 
Ry, dq 
wo 
: a_, = 1,416 e, 
a_,= — 1,105 e? a, 
(Bes, Se ae 34 -—+ 3B |e 
(2 x)? (2 A)? 
Va Ae, 62, = 3Be’, 
i es Zia e”, 6_,= 4,5 is e”, 
% A 
B 
ys, ee e?, O24 i e?. 
sola ee ROE 


Der obige Ausdruck gibt auch die Druck-Dichte-Funktion an, da q der rezi- 

proken relativen Dichte gleich ist. Da diese Gleichungen bei einer Temperatur 
T = 0°K giiltig sind, miissen die Ergebnisse mit den auf den absoluten Null- 
punkt der Temperatur umgerechneten Messergebnissen verglichen werden. 
Die Ergebnisse der Rechnungen sind in der Abb. 3 zusammengefasst. Hierzu 
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ist allerdings zu bemerken, dass infolge der oben geschilderten Naherungen 
die Genauigkeit der Ergebnisse bei Edelmetallen kleiner als bei den Alkali+ 
metallen ist und dass der Fehler der Methode mit der Verringerung von q Zu~ 
nimmt. Es ist namlich offenbar, dass in diesem Falle die zur Bestimmung von 
H, angewandte Stérungsrechnung einen betrachtlichen Fehler ergibt. Ein 
andere Fehlerquelle ist, dass die Valenzelektronendichte bei kleinen Werten fin 


q nicht geniigend konstant ist, dass also eine der wichtigsten Voraussetzungen 


der Theorie nicht erfullt wird. 
Auf Grund der bisherigen Darlegungen lasst sich auch die Kompressibilitat? 
der einwertigen Edelmetalle bei einer Temperatur T —0°K sehr einfach bestim-~ 


100 200 300 


Abb. 3. Die Funktion p(P) im Falle von Cu, Ag und Au. (P in 10% dyn/cm?-Einheiten). 


men. Wie bekannt, wird die Kompressibilitat in der Gleichgewichtslage durel 
die Gleichung 


ue, A ee 
Ho aeales 


R=R, 
definiert. Es ist einfach nachzuweisen, dass 
UL ee 5s) , 
Tera a4 + 6a_,R-* + 12a_,R—-5 + (c_,R-* + C2ghs* 4. 
+ ¢., R=4 + c_,R-) e * + (d_, R-? + d-gR-$ + d_,R-*++ 


d?H. 
d_.. R—-5) e~24R s 
+d_,R-5)e + > 
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vO 
Cay = —'60x% Ae?*, ds3==— 61) Be, 
c_, = — 15Ae?, d_, = — 15Be?, 
| 184 
a oe thee se °, 
. x A 
| 94 , 9A 
Ee ee 2 es d-,=— 72 e? 


Berechnet 


Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Tabelle IV zusammengestellt. 


TABELLE IV 
Die Werte der Kompressibilitat , fiir Cu, Ag und Au. x, in em?/dyn-Einheiten. 


Beobachtet 


Gare sl sre | 2,33 0,719 
PAD roretcreeots 1,88 — 
AAI Sra 6 10 E32 — 


Da sich die Messergebnisse auf Zimmertemperatur oder héhere Tempera- 
uren beziehen, ist ein unmittelbarer Vergleich mit der Erfahrung nicht méglich. 
ur Kontrolle der Ergebnisse der Rechnungen wurde deshalb in Tabelle IV die 
uf eine Temperatur T= 0°K umgerechnete Kompressibilitat fir Cu angefiihrt. 
Jieser Wert wurde auf Grund von Messungen bei Zimmertemperatur durch 
ineare Extrapolation ermittelt [4]. Wie sich auf Grund von Schatzungen iiber 
en Verlauf der Kompressibilitat-Temperatur-Kurve nachweisen lasst, kann 
er so gewonnene Wert nur als untere Grenze des auf eine Temperatur T= 0°K 
eziiglichen empirischen Wertes angesehen werden. Der Fehler dieser Berech- 
‘ungen ist infolge der im einzelnen hier beschriebenen Naherungen grésser als _ 
ei den Alkalimetallen. 

Es sei an dieser Stelle Herrn Prof. P. Gombds fiir seine wertvollen Rat- 
chlage der beste Dank ausgesprochen. 
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Vccneqosanuch cBA3H OmaropodHbIxX MeTaIIOB Ha OcHOBe cTaTHCTHYeCKOH TeOPHH 
mMetam0B, paspadoTaHHoit Tomoamem. MoauguunpoBaHHbiit MOTeHUMal aTOMHbIX KOPMyCor 
— momywaeTcA MOTyIMMMpH4eCKUM TyTeM —— oooomeHHem MeToga Teabmana. Iloxasano, * 1 
B cayyae OnaropodHbIX MeTAJIJIOB OPHIHHaIbHbIM =MeTOA TenpMana HermpurogeH Ff : 
pHOMKeHHA MOAMpuUMpOBAHHOTO noTeHunana. PesysbTaTbl BHIYHCIeHHH yAOBIeETBOP 
TeIbHO COTNacyOTCA C ONbITHBIMH AAHHbIMH. 
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NOTE ON THE NUCLEON SELF-ACTION 
IN THE CLASSICAL SCALAR MESON FIELD THEORY 


By 
J. SAWICKI 


INSTITUTE OF THEORETICAL PHYSICS, UNIVERSITY OF WARSAW, WARSAW, POLAND 


(Presented by K. F. Novobatzky — Received 2. VI. 1955) 


The nucleon self-force terms in the equations of motion in the classical scalar meson field 
theory are evaluated in the case of a uniform circular motion for both the symmetric and retarded 
ields. The self-force is discussed in the case of the two-body problem. 


Introduction 


Contrary to the case of electrodynamics the Green’s functions of the meson 
‘ield equations are different from 0 in the interior of the light cone of the particle. 
As a consequence the equations of motion being of the same form as those 
of a point charge in an electromagnetic field contain — characteristic for the 
meson field — additional «self-force» terms. 

Those terms are integrals over the entire «history» of the motion in the 
ime symmetric case and over the previous motion in the retarded case. Physi- 
sally they are due to the fact that the meson field does not necessarily propagate 
with the velocity of light. Therefore the particle might «catch up» with its own 
“ield, which will act on it just like an external field. In the electromagnetic case 
this cannot happen as the field propagates with the velocity of light and the 
article necessarily moves with a smaller velocity. 

For the scalar meson field these characteristic mesonic self-force terms 
soming from the regular part of the Green’s function different from 0 inside 
he light cone were obtained e. g. by Havas[1]. However, Havas in the con- 
clusion of his paper rejects these self-force terms which depend on the «history» 
of the motion without a more accurate analysis. He abandons the consequent 
“ield theory and comes to the theory-with- the «actio in distans».. 

The equations of motion containing the self-force terms are very com- 
licated integro-differential equations, extremely difficult to solve for any 
iven external force. One may, however, avert the problem and calculate the 
self-force and the external force for a certain possible motion of the nucleon. 

The main result of this paper is the calculation of the self-force in some 
especially simple and typical case. This case will be the uniform circular motion 
of the nucleon; this example seems to be important for the problem of the 
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«, the two-body problem (the deuteron), besides it is rather| 


bound states, e. g. 
the simplest analytically and very typical for the numerical estimations of the | 


self-force. 
For the scalar meson theory the self-force F, may be written in the case | 


/ 2 x peal . 
Qs / jes ve" —eonst | in the nonrelativistic form : 
/ a 


of a uniform motion 


42 { [é (t) — $* (to) Je (us) rps 


in the symmetric case and | 


7 . ; 2 1,2 
Fi, (to) = oes (c2 0, (to) + Q-? vy (to) Vp (to) Uv (to)) + EE) 9 re 


| 
a k k : 
+ g° ie ¢Q3 | [é (t) 7s . (to)] J» (us) i (2)| 


$2 


a tg Fe =" (‘’) \ oe 35 a 


in the retarded case, where g is the «mesic charge», the «mesic mae e*() 
the ponuon vector of the nucleon, ea) its velocity, s= \er(t — t))? — fe“ ) 
~ eG) fe" — Et" = sls.’ = 9"). 

The method of calculation of the self-action integrals consists in the use 
of the Lommel expansion [2] of the Bessel functions : 


(21 +k) = 2S ry (2 (2) : 
J@VI+h=(1+H? > ip Ob 4g 


_, m!} 
where 
a= pelt—t), v=12, k= —[E"() — Ee] — EX) Ve2 (t — 


This expansion converges everywhere, since in our case always || <7 
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We shall calculate F, for the motion on the circle (€! — ry)? + (€2)? = rg? 


n the (£1, €*) plane given by 


Wo T 
aide 2 o 
€1 = ry (1 — cos a, (t — &)) = 27, sin? toe 
ea abe A 
€2 = rp sin @) (t —- to) = Tp Sin @)T, 
END oes 
S 3 = 0, 
| v 
where rp and ) = — are constants and t = t — ty. 
To 


In our case F,, does not depend on % (i. e. is constant), because €“(t)) = 0 


: 
.n d 2 = const. 


The symmetric case 


for the first term of the radial component F we find 


pe Sp ie! MOT is 


. Wo 3 
bina 
| Mint ae Ff, pact | 1 — p 
28 L“To Q3 2 dt, 
c Oe e 

0 seh Pl 

aaa 1 Rae hs ales 
Wot 

2 


v2 een o 
here (? = —, since r(t) =\é* &* = 2r, sin 
& . 


lim f,=90 (1% % = const). 
Kita ES 


It is easily seen that f, = 0 for the uniform rectilinear motion : 


Because of the antisymmetry of the integrand in F,, and because £°(f)) = 0, 
n our case F’, = 0, i. e. the tangential self-force vanishes (the lack of radiation). 


(5) 
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On using the expansion (3) with k= — B 
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All the integrals may be evaluated with the help of the Sonine-Douga 
formula [3] 3 
ie (ut) Jq (vt) Jg (wt) t! ? dt = 

“ & 
A 


amex : ae | 
pe ee Bivie}t (Rein i} (n? —v? — w? + 2vw cos gp)?! sin” dg 
wr(p—ar(at+7\P [| 0 ve | e. 


EO LI ie (ae eek, ators! i aes ~ 
A= arccos, TE for (y — wh <u < (ou) 
where: wha ; ike a 4 


GA reo oe font ta) ts 
nis formula is valid for u, a ea ;. Rep, Req > ah ak al 


Pate 
Pe, a, 


air, © 
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‘The Sonine-Dougall formula may then be used with u = pe, v = w = (m +- 
o 
0 


1 
i+ 1— hy > P=m-+2, ¢=—. The first term of the series (6) is 


8 : 
ee of -p-pyP"] ene 
Mo 


of a | (8) 


2 8 

g? ur y 

gt 

2. for @) > pc. 
3M 


2 


‘The Compton frequency of the meson @), = pc = is here distinguished : 
! 


| 1 
jin this point of; = of,(@)) changes its form (continuously). For @ << pe we 


shave 
8" 63 (UU? 
VX bo To 
The situation is similar in the case of every ,f,. The general term,f; = 
=,f;(@)) is too complicated to. be given here. It may be easily proved that 
atifilnfi ¥ B?. For 6? < 1 only the first two terms may be retained in the 
expansion (6). 
If w@) < ec we may write 


To 


f= oi +5 # +0 (69). (9) 


ope 


It is interesting that for @) > pc nf; may be expressed simply and the 
series (6) may be then summed. 
' It is even more convenient to use here the equation 


sal 


Jm+2 (uct) ee ere i 1/P(m Se) a tp: (7 i (1 — )™**/2 cos wett dt. (10) 
ee 


qm+2 


Use is made also of the equation 


o 
eke i(x So — (am+2) S$) 2 
e 2 2 


Rig Cae MAP, 2 
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The final result for f, is 
Guiry) >| 
Toisas See ano for Wy > be. 11 
Sparta 2, Palio cis 1)! (One) : ( ‘i 
Since @orp = Vv <c the condition @) > He yields To Ss . Let us ob- 
serve that 
ue (uurp)2**? 
I, (2 =J 2 ra 
1 2pro) = Ju (E24) = ae k!(k + 1)! 
We see that for @) > LC f aaa only on rp (is independent os @ ). It is 
concluded that _ 
4 : 3 
Le va : 1 
f=" { ul, (Qu) du fcr @p>me ie. << —. (12 
: One hi 


We shall now come to the second term of F,. For our circular motio1 


we have 


“= 
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For F, =f, +g, we obtain from (8) and (14) 


i, = — $9 |(1 Se +0 9] = - £( | (1 2 + 0@) 05) 
2c? Ty } \ 4 4 


We see that, because of the negative sign, F’, forsmall 6 and for @) < pc 
has inertial character as some excentric force. The problem arises as to the 
existence of such self-force. If the theory were valid even to some extent only, 
wwe might probably observe corrections to the rest mass of the nucleon due 
to the radial self-force of the type (15). Let us make a very rough estimation 
of the order of magnitude of F, for the problem of the deuteron. 


Assuming g? ~~ 10 *” ¢.g. s., 4 ~ 1013 c. g. s. B ~ 1071 we would obtain 
1 42 


iPi~ eee comparable with the force of mutual interaction (about by 
: To 

jone order of magnitude). 

For @) > pe g, may be evaluated similar to f,. We find 


Blo w 


2 2 
eS ube offi — = | au J I, (2u) du for @) > pci.e. ey 
b ron x Z in 


To 


and finally for F, = f, + g, we obtain 
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We may easily prove that 


lim F, = 0. 


To0 


The retarded case 


The radial component of the self-force is in this case exactly the same 
as in the symmetric case. We shall now calculate the tangential component Fy 
of the self-force from (2). The first term in (2) = T is the usual electro yaamie 
adiation damping term and the £7 component of the last term in (2) is equal 0. 
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The only expression to evaluate in (2) is: 
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Using the method of the preceding section we find 
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The first term of the series (19) is 
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jwhere ,F, |1, Ales x 


is the hypergeometric function. 


The general term ,,® is too complicated to be given here. It may be easily 

proved that ,,.,:0/,02~f?. For B?<1: D ~o®@. For a K veand f? < | one may 
: g? we v : ale mes g we v 

write Seen eee tee) 5 and. Ba 5 Q2—@ is of the 


a Cc mes 


order g? 126°. F,/T is of the order 2 ry 62. For pry ~ 1 and B ~ 10? F, is 


unimportant as compared with T. It is, however, important for T) > — - 
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KPYTOBOFO ABHOKCHHA OTHOCHTEHO CHMMETPH4HOTO sanlasupIBaromero MoMA. Peak coo- 
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DAS ENERGIESPEKTRUM DES IONENSTRAHLS 
EINER HOCHFREQUENZIONENQUELLE 


Von 
J. ERO 


ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK, ABTEILUNG FUR ATOMPHYSIK, BUDAPEST 


(Vorgelegt von G. Szigeti, — Eingegangen: 29. VI. 1955) 


Auf Grund der Langmuirschen Sondentheorie muss die Energie des aus der Hochfre- 
iquenzionenquelle heraustretenden Ionenstrahls mit der an die Entladungsréhre angelegten 
)Gleichspannung iibereinstimmen; die Energiestreuung kann nicht mehr als einige Volt betra- 
igen. Die Anzahl der Ionen, die in der Dunkelschicht vor der Kathode entstehen und eine stark 
sabweichende Energie haben, kann nicht mehr als 1—2% der Gesamtzahl der Ionen ausmachen. 
In der Energieverteilung tritt — zufolge des anwesenden Hochfrequenzfeldes — eine Verschie- 
oan ein: sowohl die mittlere Energie der Ionen wie auch die Energiestreuung kénnen sich 

rhohen. 

Die Messungen, die mit einem elektrostatischen Ablenker ausgefiihrt wurden, zeigten 
eine bedeutend gréssere Energiestreuung, als auf Grund der Theorie zu erwarten war. Der 
Grund fiir die grosse Energiestreuung muss in den bei der Kathode.entstehenden Durchschlagen 
gesucht werden. Die Durchschlige konnten jedoch durch Reinigung der Kathodenflache und 
durch eine entsprechende Konstruktion behoben werden, wodurch auch die Energiestreuung 
bis zu 40—50 V herabgesetzt werden konnte. Die mittlere Energie ergab sich bei einer speziel- 
len Entladungsréhre um 50—100 V grésser als die an die Réhre angelegte Gleichspannung. 

Die in dem Energiespektrum bei geringeren Energien auftretenden Linien werden nicht 
von aus der Ionenquelle austretenden Ionen hervorgerufen. 


Finleitung 


Die Hochfrequenzionenquelle besitzt anderen Typen gegentiber den 
ossen Vorteil, dass die Energiestreuung des heraustretenden Jonenstrahls 
ering ist. Dies folgt in erster Linie aus rein theoretischen Uberlegungen, es ist 
ber auch durch verschiedene experimentelle Ergebnisse unterstiitzt wie z. B. 
die bei der Massenanalyse erhaltenen schmalen Spektrallinien oder auch Thone- 
man’s diesbeziigliche Messungen [1]. Aus theoretischen Griinden ist auch zu 
rwarten, dass die mittlere Energie der Ionen mit der an die Entladungsréhre 
ngelegten Spannung iibereinstimmt. Dies wurde durch einige indirekte Mes- 
ungen auch bewiesen [2]. Direkte Messungen des vollstandigen Energiespekt- 
ms des Ionenstrahls wurden jedoch bisher noch nicht ausgefiihrt ; auch die 
[essungen zur Bestimmung der Energiestreuung bezogen sich nur auf einen 
Spezialfall. Es war daher das Ziel dieser Arbeit, das vollstandige Energiespektrum 
siner in normalem Betrieb arbeitenden Ionenquelle aufzunehmen. 


392 J. ERO 
Das theoretisch zu erwartende Energiespektrum 


Zwei verschiedene Effekte bestimmen die theoretische Form des Energie- 
spektrums : Die Spannungsverhiltnisse, welche bei den ins Plasma der Gas- 
entladungen eingefiihrten Sonden entstehen mit unseren Kenntnissen iiber den} 
Entstehungsort der Ionen geben uns ein annaherndes Bild iiber die Energie-; 


verteilung der Ionen. Das anwesende Hochfrequenzfeld wird aber dieses ein} 


wenig verandern. 


a) Die Untersuchung der Spannungsverteilung auf Grund der Sondentheorie 


Da die Thonemansche Hochfrequenzionenquelle mit Sondenextraktion} 
arbeitet, ist die Spannungsverteilung auf Grund der Langmuirschen Sonden- 
theorie leicht berechenbar [3]. Nehmen wir an, dass die Ionenkonzentration| 
bzw. die Elektronenkonzentration im Plasma einer Gasentladung nj; = Ne =n 
und die Temperatur- T; bzw. T, ist. Legen wir jetzt eine ebene Elektrode ins 
Plasma. Ihr Potential sei, im Verhaltnis zum Plasma, U,. Die Stromstirke an des 
Elektrode wird nun durch die Differenz zwischen einfallenden Ionen und Elektro} 
nen bestimmt. Wenn die Elektrode negativer ist als das Plasma, dann wird di¢ 


kT ;\1/2 : 
"| . Die Elek 


Ionenstromdichte von der Spannung unabhangig : i; = ne : 
7Tm ; 


tronenstromdichte verandert sich dagegen exponentiell 


e . a ie =| 
tae exp |— : 
27mMe | ke 


Die gesamte Stromdichte ist : 


. \l/2 .\1/2 ( 
wey pol ! i nad exp |— | ( 


Falls die Elektrode positiv ist, bleibt der Elektronenstrom konstant, und de 
Tonenstrom dndert sich mit der Spannung. In diesem Falle ist die Stromdichte 


12 -m, \1' 
t, =—en pa | E aa i. = j exp aie : ( 
27 ihe fh m; ] kT; 
| | , : ; 
Wenn zwei ebene Elektroden mit gleicher Flache in das Plasma eingefith 
werden und zwischen diesen eine Spannungsdifferenz U, zustandekommt, 
muss eine solche Spannungsverteilung entstehen, bei der die Stromstirke a 


4 


beiden Elektroden tibereinstimmt. Die Spannungsdifferenz bei der Katho 
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\ ‘ kT 
wischen Plasma und Elektrode sei U,. Fiir U, > --—~erreicht der positive 
e 


sathodenstrom einen Sattigungswert. In diesem Falle werden nur Ionen die 
ilektrode erreichen und die Sattigungsstromdichte wird : 


; )ue 
ine) — 3 
: 5 | (3) 


Ware nun die Anode positiver als das Plasma, dann wiirde dort der Elektronen- 
crom den Sattigungsstrom an der Kathode vielfach iibertreffen. Das ist leicht 
a verstehen, da teilweise die Elektronentemperatur bedeutend grésser ist 
Is die Ionentemperatur (T, > T;) und auch m, < m; ist. Der Anodenstrom 
ird nur in dem Falle mit dem Kathodenstrom iibereinstimmen, wenn das 
jlasma zu einem Potential aufgeladen wird, die einige Volt positiver ist als das 
er Anode. Im Falle U;, > kT,/e ist der. Kathodenstrom durch die Gleichung 
3) gegeben, wahrend der Anodenstrom, durch die Gleichung (1) dargestellt ist. 
ie zwei Stréme miissen einander gleich sein: 


kT; 32 kT; \¥2[.. (Tem; )2? eU,) 
ne ee =—m[ E —{|—|_ exp |__| . 
27 m; 2a m; ‘\T me kT. 


Mie Spannungsdifferenz zwischen Plasma und Anode ist also : 


Gs cae eas | 


e 


Tem; 
n 


Tim. ‘In 2| ; (4) 
ei z. B. T, = 104 °K, T; = 300°K, dann wird Up = —5V. 

Das Plasma ist also positiver als die Kathode, sogar positiver als die Anode. 
or der Kathode besteht ein Spannungsabfall, der einige Volt grisser ist als die 
pannung zwischen den Elektroden. Vor der Anode ist die Spannungsdifferenz 
einige Volt. 

Die obigen Uberlegungen beziehen sich auf ebene Elektroden. Bei einer 
ochfrequenzionenquellé sind die Verhaltnisse ganz ahnlich. In das Plasma, 
elches durch das Hochfrequenzfeld zustande kommt, werden zwei Elektroden 
ngefiihrt. Zwischen diesen entsteht eine Potentialdifferenz von einigen Tau- 
md Volt. Die Abweichung besteht nur in der Form der Elektroden, die’ in 
iesem Falle nicht eben sind. So hangt der Strom nicht nur von der unter 
) angegebenen Stromdichte, sondern auch von der Grésse der zwischen 
asma und Dunkelschicht bestehenden Grenzflache ab. Es ist wohl méglich, 
ass demzufolge in der Potentialverteilung einige Veranderungen entstehen, 
ber das Plasma wird auch hier, in guter Naherung, das Potential der positiven 
onde iibernehmen. Zufolge der grossen Konzentration der Ladungstrager ist 
as Plasma selbst equipotentiell ; der ganze Spannungsabfall beschrankt sich 
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auf die Dunkelschicht, die sich vor der Kathode befindet und nur einige mui) 


dick ist [3 ]. 

Fs soll nun untersucht werden, iiber welche Energie die lonen verfiigen|! 
die die Ionenquelle verlassen. Die Kathode, und durch den Kathodenkana? 
der Beschleunigungsraum, wird in den meisten Fallen durch Ionen erreicht| 
die aus dem Plasma kommen. In der Dunkelschicht entstehen namlich loner} 
il hierher wegen des zwischen Plasma und Kathode be+ 
Elektronen aus dem Plasma nicht ein+ 
kénnen nur entweder durch die vor 


in geringer Anzahl, we 
stehenden starken elektrischen Feldes 
treten kénnen. Ionen in der Dunkelschicht 
der Kathode heraustretenden Sekundarelektronen, oder durch die ausdem Plasma 


kommenden Ionen erzeugt werden. Bei dem Aufprallen eines Hydrogenion4 
von 3—4000 V treten aus Aluminium durchschnittlich 0,5 Sekundarelektroney 
aus [4]. Diese Elektronen durchdringen die Dunkelschicht und ionisieren di¢ 
dort befindlichen Gasteilchen. Bei einer Energie von cca 1000 eV ist die diffe} 
rentielle Ionisation im Hydrogen cca 1/em Hgmm [4]. In der 4—5 mm dicker 
Dunkelschicht bei einem Druck von 10°? Hgmm wird also nur etwa 0,5 % 
der Elektronen Ionen erzeugen. Wird der Wirkungsgrad der Sekundaremission 
beriicksichtigt, so betragen die auf diese Weise zustandekommenden Toner 
nur 0,2—0,3% der aus dem Plasma kommenden Ionen. 

“Aus dem Plasma austretende Ionen kénnen auch unmittelbar, zufolg 
eines Ladungsaustausches neue lonen erzeugen [5 |. Die mit grosser Geschwin 
digkeit laufenden Ionen stossen an neutrale Gasteilchen an und iubergebe: 
ihnen ihre Ladung. Dadurch entsteht neben einem Gasmolekel von grosse 
Geschwindigkeit ein Ion von geringer Energie. Bei der vorhandenen Spannun 
und dem angewandten Druck ist die Wahrscheinlichkeit eines Ladungsaus 
tausches cca 1 %. 

Beziiglich des Energiespektrums eines die Ionenquelle verlassenden Loner 
strahls kjnnen wir jetzt folgendes feststellen : Der grésste Teil der lonen stamm 
aus dem Plasma, dort ist ihre thermische Energie unter 1 eV. Der zwische 
Kathode und Plasma herrschenden Spannungsdifferenz gemass erhalten § 
in der Dunkelschicht eine Energie von 4—5000 V, neben welcher die Streuur 
von 1 eV als unbedeutend zu bezeichnen ist. Diese lonen kénnen also als mon 
energetisch betrachtet werden ; ihre Energie entspricht dem Plasmapotenti 
welches in guter Naherung mit der Spannung der positiven Elektrode tbe 
einstimmt. Eine hiervon abweichende Energie besitzen jedoch jene Ionen, xs 
entweder durch Sekundarelektronen oder durch Ladungsaustausch in d 
Dunkelschicht entstanden sind. Ihre Energie wird durch das Potential d 
Entstehungsorts bestimmt, welches immer geringer ist als das Plasmapote 
tial. Wie wir aber bereits festgestellt haben, macht dieser Teil nur 1—2 
der Gesamtionzahl aus. Also nur ein geringer Bruchteil der Ionen hat eine 
Gevacht fallende Energiestreuung, der grésster Teil verlisst die Tonenque 
mit einer Energie, die der Energie des Plasmapotentials entspricht. 
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b) Die Wirkung des Hochfrequenzfeldes 


Das zwischen Anode und Plasma, bzw. zwischen Kathode und Plasma 
sestehende Hochfrequenzfeld kann dem Wert sowohl der mittleren Energie 
" ; 5 

vie auch den der Energiestreuung verandern. 


Die Verdnderung der mittleren Energie 


Nach Kirchner’s Messungen [6 | treten aus dem Plasma einer Hochfrequenz- 
yasentladung Ionen aus, die etwa 100 eV Energie haben. Der Grund hierfiir 
st in dem Umstand zu suchen [7], dass das Plasma — zufolge der grossen 
Beweglichkeit der Elektronen — auf eine positive, annahernd der hochfrequen- 
lerf Spannung entsprechende Gleichspannung aufgeladen wird. Um diese Er- 
i U 


U,=0 t 


Fig. 1. Die Veranderung des mittleren Wertes des Plasmapotentials unter der Wirkung 
des zwischen Plasma und Anode angelegten Hochfrequenzfeldes 


heinung zu untersuchen und sie bei den im Falle einer Ionenquelle bestehenden 
erhaltnissen anwenden zu kénnen, betrachten wir wieder ein sich zwischen 
enen Elektroden befindliches Plasma. In diesem Fall sei U) der Maximalwert 
er zwischen Elektroden und Plasma bestehenden hochfrequenten Spannung. : 
enn zwischen den beiden Elektroden die Gleichspannung U, vorhanden ist, 
ann wird das Plasmapotential auch in diesem Falle dadurch bestimmt, dass 
er Mittelwert der Stromstarke auf der Kathode und auf der Anode iiberein- 
immen muss. Bei geniigend grosser Gleichspannung kommt auf die Kathode — 
er Sattigungsionenstrom, der von dem zwischen Anode und Plasma bestehenden 
otentialunterschied unabhangig ist. Mit diesem muss der zeitliche Mittelwert 
s Stromes bei der Anode iibereinstimmen. Sollte zwischen Anode und Plasma 
die urspriingliche Spannungsdifferenz U, von einigen Volt vorhanden sein 
d wiirde ihr die um eine Gréssenordnung hohieré Wechselspannung U, iiber- 
gert, dann ware die Anode beinahe wahrend einer ganzen Haibperiode posi- 
ver als das Plasma (Fig. I, gestrichelte Linie). Dies wirde zufolge oe grossen 
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Beweglichkeit der Elektronen einen bedeutend grésseren Strom ergeben als der 
Sattigungsstrom bei der Kathode. Deswegen erhéht der Mittelwert derSpannungs- 
differenz U,, welche zwischen Plasma und Anode besteht, auf U,~ Up, so dass 
die Anode nur in einem Bruchteil AT der Periode einen grésseren Strom als den} 
Kathodenstrom erhalt. Das Potential des Plasmas wird demzufolge eine dem} 


zweifachen Maximalwert (2U,) der Wechselspannung entsprechende Schwan-) 
U, grosser sein als das Potential! 


kung aufweisen und sein Mittelwert um U, ~ 


der Anode. 


Bei Ionenquellen ist die Lage ganz ahnlich, jedoch nur dann, wenn zwischen} 
Anode und Plasma eine unmittelbare Verbindung besteht. Bei solchen Ent- 
ladungsréhren, wo die Anode von dem Plasma streng abgeschirmt ist, werdeni 


offenbar wesentliche Abweichungen auftreten. . 


Diz Vergrésserung der Encrgiestreuung 


Aus den oben angefiihrten Uberlegungen geht klar hervor, dass auch di¢ 
Spannung zwischen Plasma und Kathode keinen konstanten Wert hat, sondern 
zwischen U, und U, + 2U, mit dem hochfrequenten Feld schwankt. Unter- 
suchen wir jetzt, wie weit sich die Energie der Ionen unter der Wirkungy des 
Hochfrequenzfeldes verandert. Die in dem Plasma befindlichen Ionen werder 
— wegen der grossen Tragheit — durch das Hochfrequenzfeld nicht sehr be- 
einflusst. Die Maximalenergie der Ionen, die sich unter der Wirkung eines 
elektrischen Wechselfeldes der Frequenz v und der Feldstirke E, bewegen, ist 


Protonen z. B. kénnen héchstens 0,1 eV Energie aufnehmen, auch wen 
die Feldstarke E, = 100 V/cm und die Frequenz v = 70 Me/sec ist. Im Plasm: 
kommen solche Feldstarken im allgemeinen nicht vor und es ist diesem Umstan 
guzuschreiben, dass die Energiestreuung der aus dem Plasma heraustretende 
Tonen auch diesen Wert nicht erreichen kann. 

Es besteht jedoch die Méglichkeit einer hochfrequenten Energiemodulatior 
wenn die Ionen — unter der Wirkung einer tiberlagerten Gleichspannung — de 
hochfrequenten Potentialunterschied sehr schnell durchlaufen. Ist die Laufze 
kiirzer als eine Halbperiode, so kann das Ion in erster Naherung eine dem durel 
schnittlichen Potential entsprechende Energie aus dem Hochfrequenzfe! 
iibernehmen, die nun gréssenordnungsmassig mit der hochfrequenten Spa 
nung iibereinstimmt. Es kann leicht ausgerechnet werden, dass ein Teilch 
von spezifischer Ladung’ e/m und einer Anfangsgeschwindigkeit v = 0 ei 
Strecke d nur dann in kiirzerer Zeit als die Halbperiode durchlaufen wird, wel 
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e 
st. Wenn also zwischen Plasma und Anode einer Hochfrequenzionenquelle 
tin hochfrequenter Spannungsunterschied besteht, so kann eine hochfrequ- 
fnte Energiemodulation schon bei einer Gleichspannung von 3—4000 V 
jtattfinden, wenn die Frequenz v = 70 Me/sec ist und die Dunkelschicht d = 
=3 mm dick ist. 


die Gleichspannung zwischen den beiden Endpunkten der Strecke U, >8 d2p2 


Fassen wir jetzt unsere sich auf das Energiespektrum beziehenden Uber- 
jegungen zusammen. Auf Grund der Sondentheorie ist zu erwarten, dass die 
sonen die Ionenquelle mit einer der Aussaugspannung entsprechenden Energie 
ind mit grosser Energiehomogenitat verlassen. Die Verhaltnisse sind aber durch 
die Anwesenheit des Hochfrequenzfeldes bedeutend verandert: die Gleich- 
spannungkomponente des Plasmapotentials und dadurch auch die mittlere 
Gnergie der Ionen erhéht sich mit dem Héchstwert der Wechselspannung und die 
fnergiestreuung kann bei solchen Aussaugspannungen, bei denen die Lauf- 


seit der Ionen in der Dunkelschicht mit der Periode vergleichbar ist, auch die 
srésse der Wechselspannung erreichen. 


Die Ausmessung des Energiespektrums 


Das volistandige Energiespektrum der Hochfrequenzionenquelle experi- 
entell wurde bisher noch nicht bestimmt ; obwohl wir aus. gewissen Messan- 
aben auf die Richtigkeit der obigen Uberlegungen schliessen kénnen. Einige 
essungen zeigen [2 ], dass bei der Fokussierung des aus der Ionenquelle heraus- 
retenden Ionenstrahls aus dem Wert der Fokussierungsspannung festgestellt 
erden kann, dass die Energie der Ionen dem Sondenpotential nahekommt. 
Angaben tiber die Energiestreuung erhalt man aus magnetischen Analysen 
les Ionenstrahls. Bei diesen Analysen wurden «flat top» Spektrallinien be- 
bachtet, welche auf kleine Geschwindigkeitsinhomogenitaten, bzw. kleine 
nergiestreuungen schliessen liessen. Aus den Resultaten der magnetischen 
alysen kann festgestellt werden, dass die Streuung nicht mehr als 8—10% 
etragt [8]. 

Genauere Untersuchungen iiber die Energiestreuung des Jonenstrahls 
vurden durch Thoneman ausgefihrt [1]. Seinen Angaben gemiss ist die Energie- 
treuung von mehr als 90 % der Ionen geringer als 40—50 V. Leider kénnen 
iese Messungen nicht als befriedigende betrachtet werden. Bei der Aufnahme 
les Energiespektrums war die Ionenquelle mit einem Netz umgeben, damit 
lie Axialkomponente des Hochfrequenzfeldes keine ‘Energiemodulation ver- 
sachte. Die Ionenquelle arbeitete also keinesfalls unter Betriebsverhaltnissen, 
ogar die Zimdung konnte nur mit Hilfe eines Tesla-Transformators bewerk- 
telligt werden. Ein anderer Mangel dieser Messung war, dass Thoneman nicht 


398 J. ERO 


den aus der Ionenquelle unmittelbar heraustretenden Ionenstrahl analysiertei 


rst durch ein Fokussierungsfeld von 10 kV hindurchgehen liess 
ahl auf den Spalt des Spektro/ 


Energieselektion zustande| 


sondern ihn e 
Bei xichtiger Einstellung der Linse wurde der Str 
graphen fokussiert und es kommt damit eine natiirliche 
Die Dichte der Ionen, die iiber eine der Fokussierungsspannung entsprechend( 
Energie verfiigten, war auf dem Abbildungsort offenbar grosser als die Dicht: 
der Ionen, deren Energie von dieser abweicht. 

Das Ziel der folgenden Untersuchungen war die Aufnahme des Enefgie: 
spektrums unter Vermeidung der beschriebenen Mangel, d. h. die Analyse de: 
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Fig. 2. Die Kathode der Ionenquelle a ) urspriingliche Ausbildung, 5) modifiziertes 
Kathodenrohr 
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unmittelbar aus der Ionenquelle heraustretenden Strahls bei einer im normale: 
Betrieb arbeitenden Ionenquelle. | 

Die Ionenquelle wurde in der durch Moak— Reese—Good geschilderte: 
Konstruktion aufgebaut, welche eigentlich eine Abanderung des Thonemar 
schen Systems ist. Die Frequenz des verwandten Oszillators war 70 Me/sec, sein 
Leistung cca 150 W. Die Energie erreichte den die Anregungsspule enthaltende 
Schwingungskreis durch eine induktive Koppelung. In der unmittelbaren Nab 
der Anregungsspule befanden sich permanente Magnete, die ein senkrechte 
Magnetfeld von etwa 50 Gauss Intensitat herstellten. In der Entladungsréhr 
war der Gasdruck cca 10-2 Hgmm. Der am Ende der Entladungsréhre befinc 
lichen Wolframelektrode konnte eine von0 bis 5 kV regulierbare Spannun 
zugeschaltet werden. Die Umgebung der Kathode wurde auf Grund des e 
wahnten Artikels ausgefihrt und ist in Fig. 2a dargestellt. Die Kathode we 
ein Aluminiumrohr von 15-mm Lange und 2 mm Durchmesser. Der Ionenstro1 
hangt stark von der Lage der abschirmenden Quarzréhre ab. Je besser die: 
vorgeschoben ist, umso kleiner wird der Bogenstrom : dieser fallt von 10—15 m 
auf 3—4 mA ab. Der Ionenstrom erhéht sich gleichzeitig von 100—150 u 
auf 7—800 yA. Der Ionenstrahl verlasst die Ionenquelle in einem Kegel ve 
15—20°. Die ersten Untersuchungen wurden mit dieser Kathodenkonstrukti 
ausgefiihrt, aber der Betrieb der Ionenquelle erwies sich als unbefriedigen 
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Jer Ionenstrom fiel in kurzer Zeit — nach einem 5—10 stiindigen Betrieb — 
vuf 1/; bis 4/,) seines Anfangswertes ab ; gleichzeitig vergrésserte sich der Bogen- 
trom und es entstanden grobe Veranderungen auf der Innerfliche des Kathoden- 
canals. Die Instabilitat der Ionenquelle konnte durch die in Fig. 2b sichtbare 
<athodenform vermieden werden. Auch mit dieser Form war es méglich — bei 
sinem Bogenstrom von 3—4 mA — einen Ionenstrom von 7—800 pA zu errei- 
then. Die Divergenz des Ionenstrahls betragt aber in diesem Falle nicht mehr 
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zur Pumpe 


Elektrometer 


Fig. 3. Das Schaltungsschema der Energiemessung 


als 3—4°, wodurch die weitere Fokussierung ohne Anwendung einer Kondensor 
linse erméglicht wurde. Mit dieser, der von Reifenschweiler [3] ausgearbeiteten 
Kathodenausbildung ahnlichen Konstruktion erwies sich die Ionenquelle als 
sehr stabil ; nach einem beinahe 100 stiindigen Betrieb trat bisher keine Veran- 
derung ein. . ¢ . 
Wahrend der Messungen des Energiespektrums erreichten die aus der 
[onenquelle heraustretenden Ionen die in einer Entfernung von 30 cm ange- 
brachte Messspalte ohne weitere Beschleunigung oder Fokussierung. Die Energie- 
messung fand durch Ablenkung in einem radialen elektrischen Feld von 127° 
statt. Die zwei kreisbogenférmigen Elektroden waren Kupferplatten mit einem 
Radius von r, = 159,7 mm, bzw. r, = 167,4 mm. Aus den Elektrodenabmessun- 
zen geht hervor, dass das Auflésungsvermégen des Apparats bei einem Spalt 
von 1 mm ungefahr 160 ist. . 
; Die Energie der zwischen den Platten durchlaufenden Teilchen ist zu der 
an die Elektroden-angelegten Spannung. proportional: ¢ = AU,. Der Wert 
des Faktors A ist dureh die geometrischen Daten des Apparats gegeben: A = 


i 
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10.04. Die Kontrollmessungen ergaben einen hiermit innerhalb der Fehler: 
— 10,04. ! 
grenzen ubereinstimmenden Wert. Das vollstandige Schaltungsschema~ dex 


Energiemessung ist in Fig. 3 dargestellt. 


Die Messergebnisse 


Fiir die ersten Messungen wurde die in Fig. 2a dargestellte Kathode (im 
folgenden : Kathode A) in die Ionenquelle eingebaut und der durch diese Anj 
ordnung erzeugte Ionenstrahl untersucht. Unter Betriebsverhaltnissen, wen 
also die Intensitait des Ionenstrahls einige hundert wA betrug und der Bogen} 
strom in der Entladungsréhre dementsprechend I, = 4 mA war, wurde das im 
Fig. 4 gezeigte breite Energiespektrum (Kurve A) erhalten. Bei herabgesetztes 
Stromstarke (bei geringerer Hochfrequenzleistung oder bei einem kleineren 
Magnetfelde, verringert sich jedoch die Energiestreuung auf cca 1/. des urspriingf 
liches Wertes (Kurve B). In beiden Fallen ist die Spannung an der Entladungs¢ 
rohre U, = 2000 V. Wie aus der Abbildung abgelesen werden kann, ist di 
Streuung bei 4 mA 2—300 V wahrend sie bei J, = 0,3 mA Bogenstrom nui 
50—60 V betragt. Diese bei grossen Bogenstrémen auftretende grosse Energie! 
streuung konnte natiirlich nicht mit der Erhéhung der thermischen Tonent 
energie erklart werden, da 100 eV einer Temperatur von ungefahr 10° K enti 
spricht. Die grosse Energiestreuung konnte auch nicht aus dem Hochfrequenz 
feld stammen, da ihr Wert ausschliesslich von dem Bogenstrom abhangis 
war. Die Streuung verringerte sich auch in dem Falle, wenn ein gleich grosse: 
oder sogar noch grésseres Hochfrequenzfeld vorhanden war, und wenn nur de 
Bogenstrom auf irgendeine Weise, z. B. durch Abnahme des Anregungsmagnet 
feldes, herabgesetzt wurde. 

Der wahrscheinlichste Grund fiir die grosse Energiestreuung ist irgend 
eine Veranderung des Plasmapotentials. Die oszilloskopischen Untersuchunge: 
der Sondenspannung zeigten wirklich eine Schwankung von cca 2—300 V 
Diese Schwankung besteht aus impulsartigen negativen Spannungsstésser 
deren Anzahl sich schnell mit der Stromstarke erhéht. Die Impulse stamme: 
von den Stromstéssen her, die in der Entladungsroéhre entstehen. Die Stromstéss 
verursachen an dem die Stabilitit der Entladung sichernden Schutzwide: 
stand impulsartige Spannungsabfalle. Diese beginnen mit einer scharfe 
Spitze von 1—2 psec und verschwinden nach einem 3—40 psec dauernde 
Plateau von 2—300 V. Ihre Grésse und Form sind einander ganz 4hnlich, ih1 
Anzahl vermehrt sich schnell mit dem Bogenstrom. Wahrend bei 0,5 mA u 
gefahr 100 Impulse pro Sekunde erscheinen, wird ihte Anzahl bei4—5 mA sosek 
vermehrt, dass die einzelnen Impulse voneinander nicht zu unterscheiden sin 

Der Ursprung der Stromstésse muss in der Umgebung der Kathode gesucl 
werden. Ihr Erscheinen ist hier von kleinen Lichtblitzen begleitet, was darai 
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hinweist, dass zwischen Plasma und Kathode Durchschlage zustandekommen. 
Dies ist umso wahrscheinlicher, als der ganze Spannungsabfall auf die diinne 
Dunkelschicht vor der Kathode beschrankt ist. Das Auftreten der Impulse macht 
natirlich die betriachtliche Energiestreuung und ihre Stromabhangigkeit ver- 
standlich. Bei grosser Stromstiarke wird namlich die auf der Sonde befindliche 
Gleichspannung von einem Rausch von 2—300 V iiberlagert, so dass die Ionen, 
welche die Ionenquelle verlassen, dieselbe Energiestreuung besitzen. 
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Fig. 4. Das Energiespektrum mit Kathode A 


Aus dem Obenangefihrten folgt, dass die Energiehomogenitat des Ionen- 
strahls durch Behebung der Impulse bedeutend erhéht werden kann. Es wurde 
durch mit verschiedenen Kathoden ausgefihrte Untersuchungen bewiesen,, 
dass der Grund fiir die Durchschlage in den auf der Oberfliche der Kathoden 
befindlichen Verunreinigungen gesucht werden muss. Bei Anwendung ganz reiner 
Kathoden verschwinden die Durchschlage praktisch ganz. Nach langerem Be- 
trieb (cca 10 Stunden) bildete sich jedoch eine diinne Schicht auf der Kathoden- 
oberflache aus. Ihr Ursprung muss vermutlich in der Ablagerung der in dem 
Gasraum befindlichen organischen Verunreinigungen (in erster Linie die von 
der Diffusionspumpe stammenden Oldampfe) gesucht werden. Diese Schicht 
war besonders an jenem Teil der Kathode bemerkbar, welcher der Ionen- . 
bombardierung ausgesetzt war. Auf den derart verunreinigten Kathoden- 
flachen erscheinen dann Lichtblitze bzw. Durchschlage in grosser Zahl. Da die 
Durchschlage nach Reinigung der Kathodenoberflache nur fiir eine kurze Zeit 
verschwinden, schien es zweckmissig die Kathodenform so zu modifizieren,, 
dass die Kathodenoberflache von dem Plasma abgeschirmt wird und vom. 


, 
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ig verschont bleibt. Die in Fig. 2b gezeigte Katho- | 
denform (Kathode B) ist auch von diesem Gesichtspunkt ans pus giinstig. 
Zufolge der Kante, welche sich vor der Kathode befinder und eine W andbren@ | 
von 0,1 mm und eine Hohe von 3 mm hat, erreichen die Ionen den Kanal in Form | 
eines konzentrierten Biindels, wodurch auch die lonenbombardierung bedeutend | 
herabgesetzt wird. Durchschlage werden dadurch beinahe vollkommen behobes | 
Nach dem bereits erwahnten, beinahe 100 stiindigen Betrieb konnten, bei einer | 


Effekt der Tonenbombardierut 
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Fig. 5. Das Energiespektrum mit Kathode B 


Aussaugspannung von 4000 V, und bei einem Bogenstrom von 6 mA, nur 5—10 
Durchschlage pro Sekunde beobachtet werden. 

Durch das Verschwinden der Impulse wurde natiirlich auch die Energie- 
streuung vermindert, und deswegen musste das Energiespektrum auf genauere 
Weise untersucht werden. Zu diesem Zweck wurde das Auflésungsvermégen 
— durch Herabsetzung der Spaltbreite auf 0,5 mm — bis auf 320 erhéht. Das auf 
diese Weise aufgenommene vollstandige Spektrum — bei einer Aussaugspan- 
nung von 4000 V und einem Bogenstrom von 6 mA — ist in Fig. 5 dargestellt. 


Die Untersuchung der Teilchen von geringer Energie 


Aus der Untersuchung des Energiespektrums geht klar hervor, dass dic 
Mehrzahl der Ionen die Ionenquelle -mit beimahe gleicher Energie verlasser 
und dass diese Energie etwas grésser ist als die an die Entladungsréhre angelegt 
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Fig. 6. Die verwendeten Entladungsréhren 


— , " = 7 


. Pegi t kt 4 lies oe Ty ax” # my 
Wie dons ‘i Eons ene ae s ' a Sel hak Ate aay 
% J ‘ ve > . Re Ser # hi i 
OL ete a4 Korg heen Thee uae 
St a 7 es tien ii ea rd 


404 J. ERO 


Spannung. Ausser diesen Ionen treten aber auch Ionen auf, deren Energie nur der? 
Halfte, dem Drittel oder dem Zweidrittel des Sondenpotentials entspricht.| 
Offenbar sind diese Teilchen Fragmente der H} und Hz Ionen von vollstandigery 
Energie, und durch Stoss an neutralen Gasmolekeln entstanden. Ob diese Ionen} 
bereits im Inneren der Ionenquelle vorhanden waren, oder erst durch Stésse} 
zwischen Ionenquelle und Analysator entstanden sind, kann am einfachsten) 
durch ein beim Austritt der Ionenquelle angelegtes Gegenfeld von 500 V ent-; 
schieden werden. Wenn diese Ionen aus dem Inneren der Ionenquelle heraus-: 
treten, dann muss das ganze Spektrum um 500 V verschoben sein ; sind sie aber 
zwischen dem Analysator und der Ionenquelle entstanden, dann muss ihre 
Energie auch weiterhin der Halfte, bzw. dem Drittel der maximalen Jonen-) 
energie entsprechen. Es war die zweite Annahme, die durch die Experimenten} 
bewiesen wurde und daher kann die Folgerung gezogen werden, dass die Teil-; 
chen von geringer Energie nicht aus der Ionenquelle heraustreten. | 


Die mittlere Energie von Ionen 


Die Experimente iiber die mittlere Energie wurden mit zweierlei Ent- 
ladungsréhren ausgefihrt. Die eine war von der tblichen Konstruktion ; sie 
war cca 15 cm lang und war vor der Anode mit einer abschirmenden Glass- 
scheibe versehen (Fig. 6a). Die andere Réhre war bedeutend kiirzer und die: 
Anode befand sich unmittelbar bei dem Plasma. Bei der ersten Konstruktion! 
war die mittlere Energie vom Entladungszustand sehr abhangig, und es war 
méglich [keine Messergebnisse auf diese Weise zu erzielen. Qualitativ konnte 
jedoch festgestellt werden, dass die mittlere Energie um cca 100 V niedriger 
ist als die Aussaugspannung, und dass diese Energieverminderung bei einer 
schwachen Entladung grisser ist als bei einer intensiven Entladung. 

Daraus kann man folgern, dass der Glasschirm vor der Anode fiir die 
nach der Anode wanderndern Elektronen einen grossen Widerstand darstellt. 
Viel iibersichtlicher war die Anderung der mittleren Energie bei der kurzen 
Entladungsréhre. Fig. 5 zeigt, dass die mittlere Energie der Tonen um cca 
50 V, ihre Maximalenergie um cca 120 V grésser ist als die an die Entladungs: 
réhre angelegte Spannung. Der Unterschied, welcher zwischen der Sonden: 
spannung und der tatsichlichen Energie vorhanden ist, hiangt ausschliesslick 
von dem Hochfrequenzfeld, bzw. von dem Gasentladungszustand ab unc 
kann durch den Wert der Aussaugspannung keinesfalls beeinflusst werden 
In Fig. 7 ist die Maximalenergie der Ionen in Abhangigkeit von der Aussaug 
spannung dargestellt. Man sieht, dass wahrend die Sondenspannung sich un 
mehr als eine Gréssenordnung dndert, die Maximalenergie der Ionen standi 
um cca 130 V iiber der Geraden @max = U, liegt. Die Anwesenheit von Ionen 
mit einer Energie von 130 eV, konnte auch in dem Falle nachgewiesen werden 


* 
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wenn die Spannungsdifferenz auf der Entladungsréhre der Ionenquelle U, = 0 
war. Diese Resultate stehen in vollkommenem Einklang mit den Erwartungen 
von der Wirkung des Hochfrequenzfeldes. 


Die Energiestreuung der Ionen 


Die Energiestreuung der Ionen war hier bedeutend kleiner als sie bei 
den mit der Kathode A durchgefiihrten Messungen war (Fig. 8) und betrug 
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Fig. 8. Die Energiestreuung 


héchstens 40—50 V. Héchstwahrscheinlich ist diese Streuung schon ein Ergeb- 
nis des modulierenden Effekts des Hochfrequenzfeldes, obwohl genaue Unter- 
suchungen iiber die Natur der Streuung einerseits wegen des geringen Wertes 
der Energiestreuung, andererseits wegen der unbefriedigenden Energiestabilitat 
nicht ausgefihrt werden konnten. Diese Feststellung wird. jedoch durch die 
qualitativen Untersuchungen unterstitzt ; es wurde namlich festgestellt, dass 
sich die Streuung verringert, wenn die Energie des Oszillators oder der Bogen- 
strom selbst, bzw. die Aussaugspannung kleiner wird. Diese Feststellungen 
stehen im Einklang mit der Méglichkeit einer hochfrequenten Energiemodu- 
lation, da in dem ersten Fall, bei einer verringerten Oszillationsenergie das 
Hochfrequenzfeld selbst abnimmt und bei einem kleinen Bogenstrom sich 
die Dicke der Dunkelschicht vergréssert, wahrend bei einer geringen Aussaug- 
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spannung die Ionengeschwindigkeit zur Aufnahme der hochfrequenten Energies 


nicht genug gross wird. Bei einer Aussaugspannung von 200 V betragt dies 


Energiestreuung 2. B. nicht mehr als 10—15 V. 


Zusammenfassung 


Auf Grund theoretischer Uberlegungen ist zu erwarten, dass das Energie~ 
spektrum des Ionenstrahls einer Hochfrequenzionenquelle sehr schmal ist. 
Fine bedeutende Energiedispersion von 10—100 V kann nur durch das Hoch- 
frequenzfeld verursacht werden, vorausgesetzt jedoch, dass die Laufzeit der: 
Ionen in der Dunkelschicht mit der Periode des Feldes vergleichbar ist. Das 
in der Dunkelschicht bestehende starke statische Feld bewirkt keine wesent-~ 
liche Energiestreuung, da hier die Wahrscheinlichkeit fiir Ionenbildung sehn 
gering ist. Die mittlere Energie der Ionen muss wegen des Hochfrequenzfeldes 
grésser sein, als es der Aussaugspannung entspricht. Im idealen Fall kann die} 
Energie der Ionen die Gleichspannung auch um den Betrag des Maximal- 
wertes der Hochfrequenzspannung tbertreffen. | 

Die experimentellen Untersuchungen des Energiespektrums fiihrten zu 
dem Resultat, dass wenn bei der Kathode keine Instabilitat vorhanden ist. 
— was durch die Reinigung der Kathode und durch ihre entsprechende Aus- 
bildung erreicht werden kann — die Energiestreuung im normalen Betriebi 
auch bei dem Maximalionenstrom nur 40—50 V betragt. Dieser Wert kann 
weiter verringert werden, falls der Bogenstrom, die Oszillationsenergie oden 
die Aussaugspannung herabgesetzt wird. 

Bei Anwendung einer speziellen Entladungsréhre, wird die mittelen 
Energie der Ionen um cca 100 V hoher, als die Gleichspannung, welche an die 
Entladungsréhre angelegt wurde. Der Wert dieser Energievermehrung hangt 
in erster Linie von dem Hochfrequenzfeld ab und demzufolge ist es offenbar. 
dass die theoretischen Feststellungen richtig sind. Bei der ttblichen Konstruk- 
tion der Entladungsréhre war die mittlere Energie in grossem Masse von dei 
Entladungsintensitét abhingig und die Experimente ergaben keine gut er- 
klarbaren Resultate. 

Zam Schluss méchte ich Herrn Prof. K. Simonyi meinen Dank zur 
Ausdruck bringen, fiir sein standiges Interesse an meiner Arbeit und fiir di 
weitgehende Hilfe bei der Ausfiihrung der Experimente. Mein Dank gebihr 
‘Herrn K. Kertész, der durch die sorgfaltige Ausfihrung der Apparate zur er 
folgreichen Durchfihrung der Untersuchungen in grossem Masse beitrug 
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SHEPrETHYECKHM CNEKTP HOHHbIX JIVUEN 
PATMUOUACTOTHOFO NCTOUHHNKA HOHOB 


i. 9PE 
Pes3ime 


SHeprvA HOHHEIX y4el, UCXOAALIMX U3 PpaqMOuacTOTHOTO UCTOYHHKA HOHOB, 0 TeOpHu 
30H JlaHrMiopa 0.KHa COOTBETCTBOBATb HallpsKeHHI, NOABOAMMOMy K pa3spxAaHOH TpyOKe, 
a SHAYeCHHE PacceBa SHEPIMH HE MOIKET ObITb BbILIe HECKOJIBKUX BOJIbT. i 

Uvcn0 MOHOB, OOpasylolluxca B TEMHOM C10e Nepes KaTOAOM u OONAMaIONINX 3HaAUH- 
TEIbHO OTIUYATOUIeliCA JHeEprueli, paBHO He Gonee 1—2% oOmero uncna noHoB. Tox Banaz- 
HHEM MpPHCyTCTByOWero paqMOUaCcTOTHOTO M01A BOSHUKAeT CMEWICHHEe B OTHOUICHHM SHEPIH ; 
Kak CpeQHAA 9HEpruA HOHOB, TaK HM pacceB 9HEPrMu MOFyT BO3pacTaTb. 

Vismepenue pw moMoun 127°-HOrO 9eKTPOCTATHYCCKOTO OTKIIOHUTCIA MOKAaSbIBa oT 
pacceB 9Hepruu Ha MHOrO OonbUIMH, YeM O>KHJaeMbI Ha OCHOBE TeOPHH. Ipuunna BbICOKOTO 
pacceBa sHepruu OOBACHAeTCA MpOOOAMH BOIM3M KaTOMa. ITO OBO MKBUAMPOBAaHO OYHCTKOM 
MU CO31aHHeM COOTBETCTBYIOMIeH POPMbI KATOAHOH NOBepXHOCTH, TAKUM 0Opa3s0M, pacceB 9Heprun 
CHUSHICA NpHOnusHTeIbHO 0 40—50 6. Cpeqnee 3HayeHne 9HEprHMH MpH NOAXOAAMeH paspAA- 
HOM TpyOKe, HesaBNCUMO OT 3HaYeHHA MOAaHHOrO Ha TpyOKy NOCTOAHHOTO HaNpAKCHHA, Ha 
50—100 ¢ nonyyanocb’ Blue 9TOrO HanpsKeHHA. Tukun HeOOMbION SHEPrHu, BOSHHKAaIOUINe 
B CHEKTpe 9HEPrHu, NOMyyaWwTCA HE OT HOHOB, BbIXOAALMX M3 MCTOUHHKA. 
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EINE KINEMATISCHE DEUTUNG 
DES INERTIALSYSTEMS 


Von 


T. MATRAI 


SPEKTROSKOPISCHE ABTEILUNG DES ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUTS FUR PHYSIK 
: DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von K. F. Novobatzky — Kingegangen: 6. VII. 1955.) 


In der vorliegenden Arbeit wird an Stelle der iiblichen dynamischen Deutung des Inertial: 
systems [1] eine einfachere kinematische Definition gegeben, in dem der »sich selbst iiberlassene 
Punkt« durch den gliicklicherweise auch koordinatenfrei definierbaren sog. geoditischen 
Uhrenpunkt ersetzt wird. Auf Grund dieses Begriffes wird zugleich das Kontinuum des Inertial- 
systems (das Minkowskische Kontinuum) rein vom Begriff der natiirlichen Uhr hergeleitet, 
u. zw. mit elementaren mathematischen Mitteln und bei Anstrebung geometrischer Strenge. 
Es wird also der von der Relativitatstheorie als unrealisierbar erkannte Begriff des starren 
Massstabes[2], ferner der der Kinematik schon wegen. seiner optischen Natur fremde Begriff 
des Lichtsignals véllig tiibergangen, obwohl diese Begriffe in friiheren Arbeiten [3], [4] heran- 
gezogen wurden. Es wird schliesslich gezeigt, dass sich die Lorentz-Transformation aus der neuen 
Deutung des Inertialsystems ohne weiteres ableiten liasst. 


I. Grundsatzliches, Prinzipien der Zeitmessung, Bezeichnungen 


Im nachstehenden wird die Erklarung der Begriffe der relativistischen 
Kinematik sowie die empirische Feststellung ihrer Eigenschaften nach den 
Methoden der Physik an zumindest im Prinzip genaue Messungen gebunden. 
Es werden also die impliziten Erklarungen der Begriffe (die Axiome) vermieden, 
wie sie z. B. bei der Grundlegung der Geometrie gebrauchlich sind. Hierdurch 
gelang es einerseits, die abstrakten Grundbegriffe der relativistischen Kinema- 
tik anschaulich zu gestalten, und andererseits die empirisch ermittelten Eigen- 
schaften der einzelnen Begriffe scharf von denjenigen zu unterscheiden, die 
den Begriff nur definieren. Eine derartige Unterscheidung ermdglicht es, zu 
Weiterentwickelbaren Grundbegriffen zu gelangen, an denen die Folgen einer 
gegebenenfalls spateren, auf Erfahrung beruhenden Verbesserung sofort iiber- 
blickbar sind. 

Auch bei der vorliegenden Untersuchung der Grundlagen der relativi- 
stischen Kinematik sind die (nicht auf andere Begriffe zuriickgefihrten, d. h.) 
Ausgangsbegriffe die folgenden : der materielle Punkt und die zeitliche Anord- 
nung seiner Ereignisse, ferner die relative Bewegung der Punkte, ihre unend- 
iche Annaherung aneinander (Koinzidenz) oder ihre unendliche Entfernung 
voneinander (Dissidenz). 


Die materiellen Punkte sollen im nachstehenden einfach Punkte genannt 
and mit grossen kursiven Buchstaben, z. B. A, B, D,... usw. bezeichnet werden. 


7 Acta Physica V/4 


; 
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eines Punktes bzw. irgendeiner seiner! 
werden. Man wird immer (objektiv) 
emselben Punkte »spdter« als ein | 
kénnen die Ereignisse jedes be- 
so geordnet werden) 


Die elementarste Veranderung 
Eigenschaften pflegt Ereignis genannt zu 
entscheiden kénnen, ob ein Ereignis an d 
anderes eintritt oder nicht. Laut Erfahrung 
liebigen Punktes durch das Ordnungsprinzip »spater« 
wie die reellen Zahlen (Weltkontinuum). Zwei Ereignisse desselben Punktes,, 
von denen keines spater als das andere stattfindet, werden simultan genannt., 
Die sog. Zeitspanne zwischen zwei Ereignissen desselben Punktes soll ebenso) 
durch reelle Zahlen eekennzeichnet, d. h. gemessen werden wie der Abschnitt! 


einer Geraden (Strecke). Bei der Messung ist die zu messende Zeitspanne mit 


Hilfe einer reproduzierbaren Zeitspanneneinheit (kurz Zeiteinheit) zu vergleichen. 


Die Zeiteinheit (bzw. jeder ihrer Bruchteile) wird durch eine am ge 
wahlten Punkt betatigbare Uhr geliefert, die, wenn sie bei irgendeinem Ereig~ 
nis in Gang gesetat wird, ein spateres Ereignis an. diesem Punkt auszuléseni 
vermag. Die Zeitspanne zwischen diesen beiden aufeinanderfolgenden Ereig- 
nissen wird als Einheit (bzw. als Bruchteil von ihr) betrachtet. Die Erfabrung 
bestatigt gliicklicherweise das Bestehen der Bedingung der Messung, der sog} 
archimedischen (richtiger eudoxischen) Eigenschaft, die im wesentlichen aus; 
sagt, dass in einer Zeitspanne stets nur héchstens eine endliche Zahl von auf! 
einanderfolgenden Zeiteinheiten (mit anderen Worten eine endliche Zeitein: 


heitsfolge) enthalten sein kann. | 
Da die Zeitspanne verginglich ist, wihrend jede einzelne Probe de: 

mit dem Messen einhergehenden, wiederholten Vergleichens eine immer neu¢ 
kongruente Zeitspanne verschlingt, muss im Ereigniskontinuum auch die spiter¢ 
Lieferung einer der gegebenen Zeitspanne kongruenten Zeitspanne sichergestell 
werden. Dies wird bereits durch zwei Uhren von gleichem Bau erméglicht 
Zu diesem Zwecke ist mit der einen Uhr beim Anfangsereignis und mit de 
anderen Uhr beim Schlussereignis der zu reproduzierenden Zeitspanne je ein 
Zeiteinheitsfolge in Gang zu setzen. Die Zeitspanne zwischen den Ereignisse: 
mit gleicher Ordnungszahl dieser beiden Zeiteinheitsfolgen, d. h. ihre Ver 
schiebung gegeneinander, wird dank der Erfillung der Messprinzipien zwangs 

weise der zu reproduzierenden Zeitspanne kongruent sein. 
Es ist bekannt, dass die Natur Uhren in sozusagen unbeschrankter Zah 

in gleicher Ausfihrung (mit einer Genauigkeit von mindestens_10~*) in Fon 

von lichtemittierenden Atomen erzeugt (natiirliche Uhr, Atomuhr ). Man kan 

also als Zeiteinheit ein (in sec ausgedriicktes) ' Vielfaches der Schwingungsze 

z jener roten Komponente des Lichtes des Cd-Atoms wihlen, aus deren Welle: 

lange A auch die Langeneinheit (em) abgeleitet zu werden pflegt (A = ¢* 1 

Im weiteren soll stets von Punkten mit solchen Uhren (Uhrenpunkten) d 
Rede sein. Die an der Uhr eines beliebigen Punktes (z. B. A) abgelesene Ze 

angabe (sog. Eigenzeit) sei im folgenden mit dem entsprechenden kleine 

griechischen Buchstaben (z. B. mit a) bezeichnet. . 
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Bei dem Aufbau der Kinematik pflegt man auch anzunehmen, dass es 
sich experimentell immer entscheiden lisst, ob zwei Punkte (wenn man die 
Messung von einem dieser Punkte aus duri hfiihrt) in einer gegebenen Zeit 
unendlich nahe zueinander geraten (mit anderen Worten: zusammen sind, 
zusammenfallen, sich treffen, koinzidieren) oder nicht. Der Erfahrung gemiss 
st die Koinzidenz transitiv, d. h. jedesmal wenn sich A und B im Zeitpunkte 
x bzw. 8 und B und C im Zeitpunkte 6 bzw. y treffen, dann werden sich auch 
A und C treffen, u. zw. gerade im Zeitpunkt a bzw. ae 

Laut einer weiteren Erfahrung liefert eine von zwei (gleichartigen) Uhren 
fir die Zeitspanne der (innerhalb dieser Zeitspanne immer bestehenden, d. h.) 
standigen Koinzidenz mit der anderen (mit anderen Worten fiir »die gemein- 
sam verbrachte Zeit«) den gleichen Wert. Dagegen wird fiir die fern vonein- 
ander verbrachte Zeit von zwei Uhren nicht immer der gleiche Wert gemessen. 
: Schliesslich wird noch als objektiv bestimmbar betrachtet, ob zwei Punkte 
emals »unendlich fern« voneinander gelangen (geraten) kénnen (Dissidenz) 
oder nicht. 

Uber die Analyse der Zeitmessung s. noch [5]. 
: : ; 


If. Die Definition der sog. geoditischen Uhr. Inertialsystem 


Man bezeichnet eine Uhr T zwischen ihrer Eigenzeit ty) und der spiteren 
Zeit t dann als nichtgeodatisch, wenn zumindest in den Zeitpunkten 7, und t+ 
“ne andere mit ihr koinzidierende Uhr gefunden werden kann, die fir die 
Zeitspanne zwischen den beiden Koinzidenzen einen grésseren Wert als t—~, 
iefert. ‘ 

: Alle anderen Uhren werden demgegeniber als geoddtisch bezeichnet. 
irfahrungsgemiass spricht naimlich nichts in der Natur gegen die Existenz — 
ler geodatischen Uhr. 

Ein wichtiges Korollar der Erklarung der geodatischen Uhr ist die Fest- 
tellung, dass eine Uhr zugleich auch in jeder Teilzeit der Zeitspanne ihrer 
seodatizitat. geodatisch ist. Wenn namlich die Uhr T in der Zeitspanne ty < t 
eodatisch ist, in ihrer Teilzeitspanne +’ < 1” es jedoch nicht ware, so wiirde 
ben deswegen zwangslaufig eine Uhr B existieren, die die Uhr T im Zeitpunkt 
‘ verlasst und mit ihr wieder im Zeitpunkt 71” zusammentrifft und hierbei 
ir diesen Zeitpunkt des Zusammentreffens um z. B. 6 (>0) mehr misst. Es 
ei nun aber angenommen, dass vorher die Uhr B mit der Uhr T vom Zeit- 
unkt t, bis zum Zeitpunkt ct’ zusammen war und dann nach dem neverlichen 
‘usammentreffen (auf der Uhr T gemessen) wiederum vom Zeitpunkt 7” bis 
um Zeitpunkt rt. In diesem Falle misst die Uhr B fiir den von der Uhr T als 
% gemessenen Endzeitpunkt zwangslaufig eine genau um ebensoviel spatere 
eit, wie der Zeitpunkt ihres Wiederzusammentreffens spater stattgefunden 
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hat. Das heisst, dass die Uhr B fiir die Zeitspanne T—T einen um / grésserer 
im Gegensatz zu der hier aufgestellten Bedingung} 
zum Zeitpunkt t geodatisch zu sein hat} 
Widerspruch, so dass dei 


Wert als die Ubr T misst, 
dass die Uhr T vom Zeitpunkt T bis 
Die Verneinung unseres Satzes fihrt also zu einem 
Der Satz lasst sich natirlich nicht umkehren.) 


Satz nur wahr sein kann. ( 
Die soeben bewiesene Eigenschaft ist zwangslaufig auch fir infinitesimale 


Teilzeiten giultig. Da nun eine sich infinitesimal verkiirzende Zeitspanne imme} 


einen Zeitpunkt »yeinschachtelt«, bedeutet die standig geodatische Natur eine} 


Uhr zugleich auch einen Zustand. 

Im folgenden soll jede stindig geodatische Uhr einfach geodatische Uh} 
genannt werden. 

Zwei geodatische Uhren, die niemals unendlich fern voneinander gerater 
waren, kann man als gegeneinander ruhende geodiitische Uhren bezeichnen} 
Laut Erfahrung sind — wenn die Uhren A und B sowie die Uhren A 
und C gegeneinander ruhende geodatische Uhren sind — zugleich auch dii 
Uhren A und C gegeneinander ruhende geodatische Uhren. Das heisst, das: 
die Ruhe der geodatischen Uhren gegeneinander transitiv ist. Diese Eigen) 
schaft lasst die folgende Begriffsbildung zu: ein aus geodiitischen Uhren be 
stehendes Medium, in dem zwei beliebige Uhrenpunkte sich gegeneinander noc: 
in Ruhe befinden, wird Inertialsystem genannt. | 

Man stelle sich dies so vor, dass ein Medium (eine als stetig befunden 
Menge), das aus den das Inertialsystem bildenden Punkten besteht, vo 
nicht zum Medium gehérigen, also bewegten Punkten frei durchdrungen wet 
den kann. Der bewegte Punkt geht unterdessen durch die einzelnen ruhende: 
Uhren des Inertialsystems hindurch (d. h. trifft mit diesen fiir einen Auger 
blick zusammen). Es pflegt dies auch durch den synonymen Ausdruck bezeicl 
net zu werden, dass der bewegte Punkt im Inertialsystem eine gewisse Bah 
beschreibt. 

Nach der weiteren Erfahrung kann man namlich bei jedem beliebige 
Ereignis irgendeines bewegten Punktes einen ruhenden Punkt finden (wege 
der Transitivitat der Koinzidenz nur einen einzigen), mit dem der beweg 
Punkt eben im Zeitpunkt des gegebenen Ereignisses koinzidiert. 


Ill. Erfahrungen, die die Synchronisierung der ruhenden Uhren im Inerti: 
system erméglichen. Die Metrik im Inertialsystem. Geometrie und Erfahrw 

Erfahrungsgemiss kénnen die gegeneinander nicht ruhenden geodatisch 
Uhren A und M hichstens einmal zusammentreffen. Der Zeitpunkt, in de 
sie zusammentreffen, sei bei Ablesung auf der Uhr A mit a», bei Ablesu 
auf der Uhr M mit ju, bezeichnet. Im allgemeinen muss ay nicht gleich j4 se 
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Eine geodatische Uhr T, die von einem ruhenden Punkt A 
bystems (auf einer spater festzustellenden Bahn) zu einem 
Punkt B iibergeht, sei kinematisches Signal genannt. Man spricht von einer 
mit tag zu bezeichnenden Eigenlaufzeit dieses Signals (also: tap = tp = TA)s 
ferner auch von seiner lokalen Laufzeit, die man im Falle eines Signals T mit 
4,8 bezeichnen kann. (Im Index von tap steht zwischen A und B wegen 
hiner spater zu erklarenden Unterscheidung ein Beistrich.) Die lokale Lauf- 
elt tap (= P,— az) wird also aus der Angabe berechnet, die man beim 
Jusammentreffen der an der Stelle B befindlichen lokalen Uhr bzw. der an 
ler Stelle 4 befindlichen (willkiirlich eingestellten) Uhr mit der Uhr T abliest. 
Venn z. B. A und B standig koinzidierende ruhende Punkte sind, so betragt 
lie Eigenlaufzeit von zwei beliebigen kinematischen Signalen wegen der Transi- 
ivitat der Koinzidenz Null, wihrend ihre lokalen Laufzeiten gleich gross sind. 

Eine weitere Erfahrung besagt: Es ist méglich, die lokale Laufzeit (ta, B 
id s,s) von zwei beliebigen kinematischen Signalen T und S, die die ruhen- 
en Punkte A und B des Inertialsystems miteinander verbinden, um einen 
on diesen Gréssen unabhangigen (reellen) Wert wag so zu korrigieren, dass 
iir diese korrigierten (sog. System-) Laufzeiten tag = ta,p + @ap und sag = 
=Sa p+ @,g der Ansatz 


des Inertial- 
anderen ruhenden 


: es —'tap = sp but 0” 28 (3,1) 


it, wo die mit griechischen Buchstaben bezeichneten Werte natiirlich auch 
ier die Eigenlaufzeit des entsprechenden kinematischen Signals bezeichnen. 

Hieraus ergibt sich, dass die Korrektion der lokalen Laufzeit eines be- 
ebigen kinematischen Signals um den gleichen Wert ,g eigentlich nichts 
nderes ist, als dass man die frither gegeniiber A willkirlich eingestellte Uhr 
um den Wert ap zurickstellt, mit anderen Worten, die Uhr B mit A syn- 
ronisiert. Wenn wap = 0, dann sagt man, dass die Uhren A und B mitein- 
der synchron sind. 

Die in der Gleichung (3,1) ausgedriickte Erfahrung (»Synchronisierungs- 
esetz«) erméglicht zugleich auch die experimentelle Bestimmung von @,z. 
i” Da gemass der durch die Gleichung (3,1) ausgedriickten Erfahrung sich 
ir die Grésse fuk — TAB: was fiir ein kinematisches Signal T man immer 
ich benutzt, der gleiche (nichtnegative) Wert ergibt, kennzeichnet der durch 
ie Gleichung 
= |ABP=C(ty— the) (3,2) 
: 
sschriebene Wert |AB| (wo ¢ eine reelle Konstante ist) einzig und allein die 
-geneinander ruhenden Punkte A und B. Dieser Wert | AB | sei als die 
nifernung des Punktpaars A, B bezeichnet; sie wird von der Gleichung 
»2) in cm-Einheiten geliefert, wenn man die Zeit in sec misst und fir die 
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Konstante c einen Wert von 3.10! wahlt. (Hier driickt namlich c die Grésse 


aus, fir das Wievielfache der Messzahl der Schwingungszeit die Messzahi| 
der Wellenlainge des auch die Langeneinheit bestimmenden Cd-Lichtes gehal: 
ten wird.) Wenn z. B. Aund B zwei standig koinzidierende ruhende Punkte 
sind, dann ist zwangslaufig | AB |= 0: 

Es seien nun drei ruhende Punkte des 
lich die Punkte A, B und D. Die Erfahrung zeigt, dass wenn die Uhr von 
mit der Uhr von A und die Uhr von D mit jener von B synchron ist, auch die 
Uhr von D mit jener von A synchron ist. Diese Erfahrung lasst sich auch sé 
ausdriicken, dass die Gleichzeitigkeit an den ruhenden Punkten des Inertiall 
systems transitiv ist. 

Betrachtet man nun finf beliebige ruhende Punkte A 
die sogar zusammenfallen kénnen, so lehrt die Erfahrung, 
nante der folgenden Matrix, die aus den durch die Gleichung (3,2) definierte! 
Entfernungen dieser Punkte voneinander zu bilden ist, stets verschwindet, 


Inertialsystems untersucht, nam} 


, B, D, F und & 


dass die Determi 


Ayn =| AM? 4+|AN?—| MN |?; M,N = B,D,F,G. (3,38 
Die verschwindende Determinante dieser Matrix, die dank einiger Determ! 
nantensatze den Punkt 4 nur scheinbar im Vergleich zu den anderen Punkte: 
auszeichnet, bedeutet unter simtlichen Kombinationen von beliebigen fiir 
Punkten (naimlich von 10 Kombinationen) einen die sog. euklidische Raum 
metrik bestimmenden Zusammenhang, der den empirischen Inhalt der m 
trischen Geometrie zusammenfasst. 

Wenn die Strémung der Punkte in einem Inertialsystem stationar 1: 
(eine solche Bewegung setzt aber — den Fall von Ruhe ausgenommen — elr 
kontinuierliche Massenverteilung voraus), dann zeigt die Erfahrung, dass d 
Punkte eines festen Kérpers (z. B. eines Massstabes oder des Armes eines Miche 
sonschen Interferometers) in jeder méglichen Ruhelage des Kérpers im Sim 
der Gleichung (3,2) eine unveranderte Entfernung voneinander aufweise 
{Ob nur der Massstab aus irgendeinem unbekannten Grund deformiert i 
wird eben durch das durch die Gleichung (3,2) gegebene Kriterium bestimmt 
Diese empirisch nachgewiesene Eigenschaft des Massstabes erméglicht die M 
sung der Entfernung auf geometrischem Wege, d. h. mit Hilfe von ruhend 
Massstiiben, ohne Uhren, somit nicht auf Grund der Gleichung (3,2). 

Da die Entfernungskongruenz hier nur fiir eine in einem Inertialsyst 
ruhende Punktmenge definiert wurde, hat auch die Geometrie nur im Ke 
tinuum des Inertialsystems einen Sinn. Trotzdem lasst sich jedoch die E 
fernungskongruenz auch zwischen sich nicht geodatisch bewegenden Uhr 
punkten (lorentzinvariant) definieren [6]. Die aus den so definierten 
miglichen Entfernungen von finf solchen Punkten gebildete Determina 
(3,3) verschwindet aber dann im allgemeinen nicht. | 
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TV. Der Zusammenhang zwischen der Eigenzeit und der Systemzeit bei beliebig 
bewegten Uhren 


| Es bewege sich der Uhrenpunkt T gemiiss der Vektorgleichung r = t(t). 
{In der Kinematik pflegt man nicht nur die Systemzeit des Punktes T, sondern 
jauch jedes anderen Punktes einfach mit t zu bezeichnen.) Der Uhrenpunkt T 
i bewege sich so, dass sein Geschwindigkeitsvektor immer existiere. Die bewegte 
| Uhr T mége die Eigenzeit 7 bzw. (t + dr) dann anzeigen, wenn jene zwei, 
sich in einer infinitesimalen Entfernung dr voneinander angetroffenen lokalen 
Uhren, durch die die Uhr T im Zeitpunkt 1 bzw. (c + drt) hindurchgeht (koin- 
zidiert), gerade die Zeit t bzw. t + dt misst. Fiir die derart gemessenen Werte 


dt, dt und dr hat laut Erfahrung das folgende, sog. Uhrengesetz Giltigkeit : 


dr? = c? (di? — dt’). (4,1) 


Aus einem Vergleich dieser Gleichung mit der Formel (3,2) kann man den 
Schluss ziehen, dass jede wie immer bewegte Uhr in der infinitesimalen Zeit- 
spanne dt als geoddtische Uhr angesehen werden kann. [Das Gesetz sagt dagegen 
ur eine geodatische Uhr nichts Neues, sondern wiederholt nur die Deutung 
(3,2) der mit ihr als kinematischem Signal gemessenen ruhenden Entfernung 
dr.| Der bisher lediglich in der Deutung der Entfernung (somit auch von dr) 
vorkommenden Konstante c gibt das Uhrengesetz (4,1) also auch schon eine 
empirische Bedeutung (Grenzgeschwindigkeit). 

Die elementare Konsequenz der Differentialgleichung (4,1) ist folgende : 
Es mége die bewegte Uhr T die Eigenzeit +) dann anzeigen, wenn die mit ihr 
ben koinzidierende lokale Uhr ft, misst, und die Eigenzeit +t dann, wenn die 
leichfalls mit ihr eben koinzidierende lokale Uhr t misst; in diesem Falle 
rgibt sich aus der Gleichung (4,1) : ; 


ee 
T—ty= {V1 — t/c?-de. (4,2) 
ty 


Fiir den Sonderfall t = konst gilt: - 


t— % = (t—t) V1— Be p=, (4:3) 


Einige wichtige Folgen des Uhrengesetzes : 


a) Jeder beliebige Uhrenpunkt ist gleichzeitig nur an einem einzigen 
Irt anzutreffen. Wiirde sich namlich der Uhrenpunkt T in dem gleichen System- 
eitpunkt sowohl im Punkte M wie auch N des Inertialsystems befinden, so 
irde auch dann der Punkt T wegen der Gleichung (4,2) zu derselben Eigen 


+ 
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zeit mit den Punkten M und N koinzidieren, d. h. die Punkte M und N miiss- | 
ten wegen der Transitivitat der Koinzidenz zusammenfallen. 

b) Jede beliebige geodatische Uhr kann sich im Inertialsystem (im .vek-| 
toriellen Sinn) nur mit einer zeitlich konstanten Geschwindigkeit fortbewegen | 
und umgekehrt. 

Die Eigenzeit der geodatischen Uhr ist namlich schon auf Grund ihrer ! 


Deutung ein Extremum, d. h. far die Gleichung (4,2) gilt : 


d(t—%) = O\ V1 —P/e-dt=0. (4,4) | 


Die diesem Variationsprinzip Aquivalente Euler-Gleichung kann z. B., 


fiir die Koordinate x wie folgt geschrieben werden : 


6) 


a 
dt ax 


2 -#e = (27 h0 | 


und ebenso auch fiir die Koordinaten y und z; d. h. in Wirklichkeit ist 
t = konst. Vektor. (4.5) 


Die Umkehrbarkeit dieses Satzes wird dadurch gewiahrleistet, dass aus: 
der Giiltigkeit der Euler-Gleichung (im. vorliegenden Falle aus: % = 0) die 
Gleichung (4,4) und damit die geoditische Natur des Uhrenpunktes folgen- 

c) Zwei gegeneinander ruhende geodatische Uhren kénnen sich in einem 
Inertialsystem (im vektoriellen Sinn) nur mit der gleichen (und wegen a) zeit- 
lich zugleich konstanten) Geschwindigkeit fortbewegen, Ferner umgekehrt: 
Zwei Uhrenpunkte mit einer (im vektoriellen Sinn) gleichen und zeitlich kon- 
stanten Geschwindigkeit sind gegeneinander ruhende, geodatische Uhrenpunkte 

Von einem Beweis dieser im nachstehenden anzuwendenden Satze kant 
hier wegen ihres elementaren Charakters abgesehen werden. . 


V. Die auf eine einzige Dimension beschrinkte Lorentz-Transformation 


Die Lorentz-Transformation ist — wie bekannt — berufen, den Zu 
sammenhang zwischen den sich auf dasselbe Ereignis von zwei Inertialsyste 
men beziiglichen raumlich-zeitlichen Angaben zu liefern. 

Es mégen sich die Punkte M und N auf irgendeiner (ruhenden) Achs 
des-Inertialsystems mit der gleichen Geschwindigkeit v(< c) forthewegen. D: 
Punkte M und N sind ebendeshalb [wegen Abschnitt IV, b)—c) ] gegeneil 
ander ruhende geodatische Uhrenpunkte, d. h. sie bilden die Punkte ein 
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inderen, sog. bewegten Inertialsystems. Es mége aber der Punkt N in der 
sleichen Systemzeit dem Punkt M um den Entfernungswert f voraneilen, 
wahrend der bewegte Punkt M selber in der Systemzeit Null gerade durch den 
fuhenden Punkt A der Achse hindurchgeht, es sei also, wenn man die in 
Abschnitt III, 1 eingeftihrte Bezeichnung benutzt, ay = 0. 

: Es soll nun der durch die Gleichung (3,2) definierte Entfernungswert 
| MN des sich bewegenden Punktpaares M, N berechnet werden. Zu diesem 


Zwecke muss man das Gesetz (3,1) heranziehen, d. h. man hat die Punkte 


Veund N durch zwei kinematische Signale mit verschiedener Laufzeit mitein- 
inder zu verbinden. Das eine solche kinematische Signal kann der Punkt A 
selbst sein. Dessen Eigenlaufzeit betragt : 


QnM = @m— Gn = — GN >= + J (F# 0). 
v 


echnet man auch die Zeit des bewegten Systems z. B. vom Zeitpunkt des 
Passierens des Punktes M durch den Punkt 4, d. h. ws = 0, so betragt die 
Laufzeit desselben Punktes A im bewegten System : 


Inm=—%a +H#a=—%a- 


Das andere kinematische Signal T, das M und N miteinander verbindet 
ehe vom Punkte M gerade im Zeitpunkt 4.7 = 0 des M-Punktes aus. Wegen 
er Transitivitat der Koinzidenz ist zugleich a; = 0. Es mége sich dieses Si- 
nal T vom ruhenden Inertialsystem aus betrachtet mit der Geschwindigkeit 
(> v) fortbewegen (denn nur so kann T den Punkt N einholen), doch sei 
<c. Sobald das Signal T den Punkt N in der Zeit v; einholt, dann koinzi- 
iert N gerade mit einem ruhenden Punkt — es sei angenommen mit B — 


es ruhenden Systems, es ist also. 


Bu = Br; Mi leh 


Eigenlaufzeit des Punktes T betrigt wegen des Uhrengesetzes (4,3) : 


TMN = tn — tM = (Pr— ie w? |e? => Bn y1 — w/c? » 
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wihrend die Laufzeit des Punktes T im bewegten System durch 
tmn =r — MT —"B 


gegeben ist. In ‘A und in T sind also zwei kinematische Signale vorhanden. 


fiir die die Synchronbedingung (3,1) 
aan — On = tun — TMN 


auf Grund der obigen Darlegungen wie folgt geschrieben werden kann : 


RAIS 


ax(et <4) 2 (5,1 


Zur Berechnung des hier noch vorkommenden Wertes v4 sei wieder a 
Grund des Uhrengesetzes (4,3) die Eigenzeitspanne des Uhrenpunktes 
zwischen seinem Zusammentreffen mit den Punkten A und T bestimm 


P40 = (Bu — as) lar 2 [es \i-3 . 


=_S 


v 


Driickt man den Wert ¥4 mit Hilfe dieser Gleichung aus und substituiert m: 
ihn in der Gleichung (5,1), so ergibt sich . ie 


— = 25|Bw ai yi ith ps + ah ( me aa cleat =—a 1-4 
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| Nunmehr lasst sich auch die bewegte Entfernung MN | berechnen, 
sda ja per def. (3,2) und auf Grund der in die rechte Seite des Ausdrucks (5,1) 
jeingesetzten Formel (5,3) 


| DW = Ao fee 2 Se WAY: D2 tw || 2) 72 
MN? = 2 (thin — Tun) = 2 (38 — Pn + | ABP /c’), 
}yon wo man nach Einsetzung der Formel (5,3) und nach Auflésung nach vg 


}zur Gleichung 
REN eee a Pats (5,4) 
V1 —v/c2 
gelangt. 

Es sei nun darauf hingewiesen, dass die Formeln (5,3) und (5,4) die Zeit 
yg und die Stelle MN im bewegten System desselben Ereignisses (namlich 
der Koinzidenz des bewegten Punktes N mit dem ruhenden Punkt B) als 
Funktion der Zeit By und der Stelle | AB | im Ruhsystem angeben (Lorentz- 
Transformation). Fiihrt man die iiblichen Bezeichnungen 


= Bn; x= \|AB), 
(5.5) 


t= Pp; x’ =|MN| 


ein, so kénnen die Formeln (5,4) und (5,3), d. h. die Beschrankung der Lorentz- 
Transformation auf eine einzige Dimension folgendermassen geschrieben werden : 


x — vt t — vx/c 
eee ae = 5 i ee St oe 5,6 
: V1 — v/e? Vl —e/c? G9) 


VI. Die Berechnung der in Transversalrichtung gleichférmig bewegten 
‘Entfernung. Die auf den Raum ausgedehnte Lorentz-Transformation 


Im folgenden sei von den auf der Ebene x, y des Inertialsystems be- 
findlichen, ruhenden Punkten A und B sowie von den bewegten Punkten ° 
(M, N und S, T) die Rede. Die Koordinanten dieser Punkte seien : 


ca = 04a = 0 ee On yee (6,4B) 
ferner . aa ; 

Ti bedi + utente, ueeerthatine ee (6,MN) 

gee Oty y se WES“ RT — Uber SS sat a Boil) (6,ST) 


wo jetzt das auf der rechten Seite der Gleichungen befindliche t die System- 


WF) 
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zeitvariable bedeutet. Mit Ausnahme dieses Wertes sind aber die ibrigen | 
Gréssen alle konstant. Wegen Abschnitt IV, b) sind die Uhrenpunkte S und} 
T. ferner auch M und N zusammen mit den ruhenden Punkten A und B geo-} 
datisch, wobei die Punkte M und N wegen ihrer gleichen (zu ihrer Entfer- | 
nung senkrechten) Geschwindigkeit sogar auch gegeneinander ruhend sind, , 
d. h. dass M und N zugleich auch jeweils einen Punkt ein und desselben »be- | 
wegten Inertialsystems« darstellen. 

Es soll nun die Entfernung | MN | berechnet werden. Zur Vereinfa- | 
chung der Uberlegungen seien noch die ruhenden (und einander ebenfalls dia-} 
metralen) Punkte D bzw. F eingefihrt, die folgende Koordinaten besitzen :} 


eee yp = 0 bzw. Py a eae YF =8> (6,.DF) | 

W w 
an deren Stellen also der Punkt M mit dem Punkt T bzw. der Punkt N mit | 
dem Punkt S koinzidiert (ty = tp, Mp = MT bzw. vr = Vs, CN = Op). (Die} 
Bahnen und die Konfiguration in der Zeitspanne 0 <t< | AD Jv sind in| 
der Abb. 2 dargestellt.) 


Abb. 2 


~ 


Laut der angeschriebenen Bahngleichungen ist mit den am Anfang des 
Abschnitts III eingefiihrten Bezeichnungen ay = as = 0. Es sei aber der 
Kiirze halber auch noch das beliebig wahlbare ws = na = 0. Die Uhren- 
punkte M und N seien synchronisiert ; es soll MN | berechnet werden. 
Zu diesem Zwecke ist auch hier die Synchronbedingung (3,1) heranzuziehen, 


in der die Punkte M und N durch zwei Signale mit den Punkten S und T zu 
verbinden sind : 


5: checcah CyPh Oe cee D 2 
SMN — 9MN = tun — TMN - (6,1) 
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Zuerst sei die linke Seite erértert. Auf Grund der Berechnung syy = ’s — 
— [Ls = Vp sei angenommen, dass der Uhrenpunkt N ebenfalls ein kinemati- 
sches Signal zwischen den Punkten B und F ist, dessen Eigenlaufzeit folgen- 
dermassen ausgedriickt werden kann : 


Yar =r — Ya = [wegen (4,3)] ae, wie. 
also al 
h SMN = %F =%pr + ¥p = —— J 1 — v2/e? + vz. (6,2) 
ken 
Ebenfalls 
ie MAD oe Gt ee 
oun = ON —OmM=Or — Oa = [wegen (4,3)] ue (6,3) 


Nun sei zur rechten Seite der Glachung (6, 1) itbergegangen, wo tun = 
=utT— Vp = pr — Vg. Hier ist jedoch wegen pa = 0: . 


ee 


‘ . ‘ . . . . AD a : 
lr = er — Ma = [wegen (4,3)] aoe : Vi ee, 
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Auf Grund dieser Beziehung sowie unter Beriicksichtigung der Gleichun- 
gen (6,2) und (6,3) lasst sich nunmehr das gesuchte | MN | wie folgt be- 


rechnen : 


2 


Ii 


c 72 


C2 


|MN/ 


yp 


| AD? | 4 | AD? I <S a 


(SN — oun) goo 


ist, so ist zugleich : 
|MN} = 8’, (6.7)f 


was eben bewiesen werden sollte. Eine sich in Transversalrichtung gleichfér-; 
mig fortbewegende Entfernung »kontrahiert« sich also nicht. | 

Auf Grund der Formel (6,7) ist.es nunmehr méglich, den Zusammenhang! 
zwischen den Raum-Zeit-Koordinaten des ruhenden bzw. bewegten Systems: 
eines sich ausserhalb der x-Achse abspielenden Ereignisses anzugeben. Hierzu 
ist nur die Gleichung (5,6) auf bekannte Weise durch die Gleichungen 


y = 75 iB (6,8) 


zu erginzen (spezielle Lorentz-Transformation). 

In der vorliegenden Arbeit ist es also gelungen, neue einfache Eigen- 
schaften der natiirlichen Uhren festzustellen, die eine neue, elementare Inter- 
pretation der Lorentz-Transformation zulassen. 

Herrn G. Marx sei fiir sein an dieser Arbeit bekundetes anspornendes 
Interesse der Dank des Verfassers ausgesprochen. 
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O KHHEMATHYECKOMN HHTEPMPETALWM HHEPLIMOHHOM CHCTEMbI 
T. MATPAK 


Pestme 


JlaeTcA KMHEMaTHYUeCKAA HHTePNpeTaynA MHEPIWOHHO CHCTeMbI, KOTOpaA nmpowse 
ObIKHOBEHHOFO AHHAMHYECKOTO TONKOBaHHA [1]. B sTOi HHTepnpeTaunu «OcTaBneHHax TOUKA» 
elllaeT TaK HasbiBaeMy!0 TeosesuyecKy!o yacoBywW TouKy (II, 1), KOTOpy10 MO)KHO ompe- 
e€MTb Oe3 KOOpAnHAaT. Ha OCHOBe 9TOTO OAHOBPeMeHHO JaeTCA TpOHCXOKMeHHe KOHTHHYyMa 
HEPUMOHHOM CHCTeMbI (KOHTHHYYM MHHKOBCKOPO), TOKO UCXOAA U3 NOHATHA ECTECTBEHHBIX 
COB, TIpH¥eM C TMOMOINbHO SIEMeHTAaPHO MaTeMaTHKH, CTpeMACh AOCTHTHYTh reomMeTpuye- 
10 TOUHOCTA (III—IV). 

‘ TakuM oOpa30M, coBepmieHHO mpeHeOperaerca n nOHATHE TBepOrO M3MepnTebHOTO: 
POKHA, KOTOPOe NO TEOPHH OTHOCHTEIbHOCTH OKa3aIOCb HeEpeamusupyeMbiM. Janee mpeHe- 
eraeTCA NOHATHE CBETOBOMO CHTHAaa, Vy Oe KHHEMATHKE H3-3a eFO ONTHYECKOL pu pol, [2], 
AOTPA Ha TO, YTO B NpeAbIyunx padorax [3], [4] nonb30Banucb sTUMu TOHATHUAMH. Kpome 
0 10Ka3aHO, YTO Ha OCHOBE HOBO HHTeplMpeTayHu UHEPUMOHHON CHCTeMbI MpeodpasoBanHne 
Ca BO3MO3KHO BBIBeCTH TIPOCTbIM OOpasom. (V—VI.) 
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-NEUERE BEITRAGE ZUR PHYSIK DER KRISTALLE* 


Von 


Z. GYULAI 


INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT FUR BAUINDUSTRIE 
UND VERKEHRSWESEN, BUDAPEST 


(Eingegangen : 22. VII. 1955) 


Als Beitrag zur Physik des Kristallwachstums werden folgende Versuche beschrieben : 

Bei Wachstum von Kristallen aus einer Fixiersalzlésung (Na,S,0;) wurden Filmauf- 
mahmen gemacht, an Hand deren sich die Kosselschen Regeln des Kristallwachstums gut ver- 
folgen lassen. An Nadelkristallen, die eine plastische Deformation (Verbiegung) erlitten hatten, 
war bei einer héheren Temperatur ein Geradewerden (Rekristallisation) zu beobachten. Eben- 
falls plastisch verbogene NaCl-Nadelkristalle zeigen an den gebogenen Teilen eine gréssere 
Léslichkeit. Beim Zusammentreffen von Fixiersalzlésung und Alkohol kann unter dem Mikroskop 
eine intensive Drehbewegung wahrgenommen werden. Diese Erscheinung lasst sich so deuten, 
dass in der Fixiersalzlésung ein gewisser, teilweise vorgeordneter schichtenférmiger Zustand 
entsteht, in dem sich die Schichten auf Wirkung des Alkohols infolge Kapillarwirkung aufein- 
ander gleitend verschieben. Das zwischen zwei Schichten befindliche Material wird durch das 
Gleiten der Schichten in Rotation gebracht. Bei der Rekristallisation kénnen auch Phosphore 
entstehen. Gibt man z. B. zu einem NaCl-Grundmaterial TICI als Aktivator hinzu, so phospho- 
resziert die nach hohem Druck gewonnene Pastille bei Bestrahlung mit ultraviolettem Licht. 
Erfolgt das Pressen der NaCl-Pastillen bei einer héheren Temperatur C, so diffundieren 
aus dem Material der Stahlpresse Elektronen in die Pastillen und verursachen im NaCl eine 
Gelbfarbung, d. h. die Entstehung von F-Zentren. Das Maximum der hierbei ermittelten Absorp- 
tionskurve stimmt mit dem Maximum der Absorptionskurve des mit Réntgenstrahlen behandel- 
ten NaCl-Kristalls iiberein. 


In der vorliegenden Arbeit soll iiber mehrere Erscheinungen berichtet 
werden, die mit dem Bild der Ubergangsgrenzschicht gedeutet werden kénnen. 
Da diese Erscheinungen unmittelbar an das Grundproblem des Kristallwachs- 
tums ankniipfen, wurde ein Film aufgenommen, der die einzelnen Phasen fest- 
halt, aus denen sich das Kristallwachstum zusammensetzt. Es waren Kossel [10] 
und Stranski, die zuerst theoretisch die Regel aufstellten, dass das Wachstum 
eines Ionenkristalls an den Spitzen beginnt und dass sich das Material von hier 
ausgehend an den Kanten und Flachen absetzt. Die Theorie spricht fiir einzelne 
[onenreihen, wahrend sich unter wirklichen Verhaltnissen Schichten von 0,001 
mm und sogar noch mehr in einem einzigen Akt ausbilden. Der Untersechied 
zwischen den theoretischen und realen Verhaltnissen soll nun durch die Deutung 
iberbriickt werden, dass sich an der Oberflache des wachsenden Kristalls eine 
Ubergangsschicht [1] (teilweise vorgeordnete Schicht) ausbildet, die sich dann 
yon einer Spitze ausgehend abschnittsweise, in grésseren Rauminhalten 
in sehr kurzer Zeit) umordnet. Obwohl die urspriinglichen Beobach- 


* Antrittsvorlesung, gehalten am 3. Juni 1955 in der III. Klasse der Ungarischen Akademie 
ler Wissenschaften anlasslich der Wahl zum ordentlichen Mitglied. 
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Abb. 1. Ausschnitt aus einem Film iiber das Wachstum des Na,S,0,-Kristalls. Das Vorwat 
schreiten der wachsenden Schicht an der Kante des Kristalls. Mittlere Geschwindigkeit © 
mm/sec. 
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tungen an NaCl- und KCl-Kristallen erfolgten [4], ist das Natriumthiosulfat 
(Na,S,0,, Fixiersalz) weit besser fiir die Beobachtung geeignet, weil bei diesem 
die Wachstumsschichten sehr dick sind. Diese sprunghafte Umordnung ist nun 
auf dem Film beim Na,S,O, zu sehen, wo an jedem einzelnen Kristallindividuum 
die Spitzen wachsen (in Abb. 1 von links nach rechts). Gemiss dem Kosselschen 
Prinzip schliesst sich der erste Teil (in Wirklichkeit nicht ein Ion, sondern ein 


Sschematisch 


Abb. 2. Ausschnitt aus einem Film iiber das Wachstum des Na,S,0; -Kristalls. Das Vorwarts- 
Be citon einer grossen Spitze und die Entstehung von mehreren selbstandigen Schichten nach- 
‘mander an der rechten Kante und ihr Weiterwachsen bis zur bereits vorhandenen Kante 


srosserer Rauminhalt) an die Spitze an, und wenn dies vollendet ist, dann setzt 
ich von der Spitze ausgehend die ganze Substanz lings der Kante an. Dies 
vird in Abb. 1 veranschaulicht, die Ausschnitte eines Filmes zeigt. Die einzelnen 
3ildelemente folgten 1/64 sec aufeinander, so dass sich fiir das Fortschreiten 
les Wachstums bei diesen 22 Bildelementen eine Geschwindigkeit von ~ 2,5 
am/sec ergibt. Abb. 2 veranschaulicht das Wachstum einer Kristallspitze, 
leichfalls in Form von Ausschnitten eines Filmes, doch nur jedes vierte Bild. 
Jie auf der Glasplatte mit a und 6 bezeichneten Flecken dienen als Fixpunkte. 
is ist ersichtlich, dass die grosse Spitze im Vergleich zum rechten runden Fleck 
ortschreitet. An der rechten Seite des Kristalls sind die sich nacheinander 
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ausbildenden Schichten zu sehen. Auch das Wachstum dieser Schichten lasst 
sich im Vergleich zu den beiden fixen Flecken gut beobachten. In jedem solchen 
Fall ist die parallele Reihe von schrigen Linien an der Masse des fertigen Kristalls 
erkenntlich, die die Linien des Wachstums sozusagen festhalten. 

Bei solchen dickeren Schichten kann man auch manchmal beobachten, | 
dass das Fortschreiten an einer Kante ebenfalls in kleinen Spriingen vor sich | 
geht. Dies wurde so zu deuten versucht, dass sich die teilweise vorgeordnete | 
Substanz in den einzelnen klemen Rauminhalten sprunghaft plétalich um- | 
ordnet und dass sich hierzu sprunghaft immer wieder neue Rauminhalte zu-| 
ordnen. Dies ist schematisch in Abb. 3 dargestellt. 

Diese Erscheinung ist noch besser zu sehen, wenn man sie im Mikroskop } 
zwischen gekreuzten Nicols beobachtet, in welchem Fall auch die Oberflachen- + 
ausbildung dieser Erscheinung wahrgenommen werden kann ; hierbei zeigen | 


Abb. 3. Die sprunghafte Ausbildung der gewachsenen Schicht (schematisch). Der schraffierte Teil 
stellt die teilweise vorgeordnete Ubergangsschicht dar. Diese Grenzschicht baut sich in kleineren 
Spriingen lings der Kante an den Kristall an. 


namlich die plitzlichen Farbanderungen die sprunghafte Ausbildung einzelner 
grisserer Flachenelemente an. 

Im nachstehenden soll nun mehr oder minder diese Erscheinung — di 
Umwandlung der teilweise vorgeordneten Grenzschicht — die Grundlage fi 
die Deutungsversuche bilden. 

1. Plastische Deformation. Im vergangenen Jahr wurde in einer Abhandlun; 
des Verfassers [3], [4] daritber berichtet, dass ein plastisch gebogener Nadel 
kristall teils eine Gleiterscheinung zeigt und teils bei Erwarmung an der defor 
mierten Stelle in wenigen Minuten wieder gerade wird. Als Fortsetzung diese 
Versuche seien nun in Abb. 4 zwei photographische Aufnahmen der Struktu 
eines Nadelkristalls nach der plastischen Deformation vorgefihrt. . 

Der gebogene Kristall zeigt an seinem ausseren Teil (d) und seinem innere 
Teil (i) eine ganz andere Struktur. Am Teil d weist der Kristallrand Risse au 
ebenso wie ein faseriger Holzstab bei starker Biegung. Der Innenteil wird b 
der Biegung zusammengedriickt und nimmt infolgedessen eine wellenférm 
gehiufte Form an, wobei diese wellenférmige Biegung manchmal eine gros 


RegelmAssigkeit zeigt. Auf dem Bilde a) sind grobe, auf dem Bilde b) few 


_— 


NEUERE BEITRAGE ZUR PHYSIK DER KRISTALLE 429 


Aufbiegungen an der gedriickten Seite zu sehen. An der gezogenen (ausseren) 
Seite sind, wenngleich verschwommen, die Einrissstellen sichtbar, die in der 
SI 1zze ¢) schematisch dargestellt sind. Am Innenteil zeigt die Aufnahme auch 
ee schichtenférmige Struktur, wodurch zum Ausdruck kommt, dass im Kristall 
jauch eine gewisse Langsschichtung vorhanden ist. Das Vorhandensein dieser 
Schichtenstruktur ist nich rr . 

t tiberraschend, wenn man daran denkt, dass der 
‘Kristall nach dem oben geschilderten Wachstumsmechanismus _tatsdchlich 


schematisch 


© 


4bb. 4. a) und b) Mikroskopisches Bild eines plastisch verbogenen Nadelkristalls. Der gezogene 
Teil weist Risse, der gedriickte Teil Zusammendriickungen und Aufstiilpungen auf. c) Dasselbe 
schematisch dargestellt. 


schichtenférmig wachst. Dass dies in Wirklichkeit der Fall ist, wurde bereits 
n einer friiheren Arbeit [4] nachgewiesen. Solange also ein nadelférmiger Ein- 
istall unversehrt ist, sieht man nur die Sdule, sobald man aber den Kristall 
deformiert, tritt die verborgene Struktur in irgendeiner Form zutage. 

2. Rekristallisation. Weiter oben wurde erwahnt, dass der deformierte 
Kristall, wenn er in seiner Kriimmung erwarmt wird, wieder gerade wird [2 ]. 
Dieses Geradewerden lasst sich als Rekristallisation auffassen, die darin besteht, 
dass die von ihren normalen Platzen verdrangten Jonen infolge der grésseren 
Warmebewegung wieder ihre normalen Platze besetzen. Natirlich ist es der 
regelmassige Kristallteil, an den sich die benachbarten deformierten. Stellen 
allmahlich anfiigen.In den neueren Versuchen wurde untersucht, ob die nadel- 
férmigen Kristalle wieder gerade werden — d. h. ob die obenerwahnte Rekristal- 
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, die Temperatur gleichmassig ist, wenn man also die} 


lisation eintritt —, wen! 
gekrimmten Teile nicht starker erwarmt. 
Zu diesem Zweck wurde ein kleiner Ofen konstruiert, in dem eine gleich- } 


missige Temperatur eingestellt werden konnte. Die Temperatur wurde mit|| 


einem Thermoelement gemessen und dabei der Kristall beobachtet. Der kleine} 


zylindrische Ofen war von zwei Offnungen durchbrochen, so dass der auf eime} 


Glimmerplatte gelegte krumme Kristall gut sichtbar war. Der Kristall wurde} 
durchleuchtet und mit Hilfe eines Spiegels und einer Linse auf einen Schirm} 
projiziert. Die Offnungen des Ofens waren mit Glimmerscheiben bedeckt. Das} 
Bild des Kristalls auf dem Schirm wurde auf ein Blatt Papier tbertragen. Dieses? 
Verfahren wurde von Zeit zu Zeit wiederholt. Auf diese Weise konnte auf dem} 
Papier der ganze Vorgang des Geradewerdens festgehalten werden. Dies ist in} 
den einzelnen Bildern der Abb. 5 zu sehen. Diese Beobachtungen ergaben, dass 
die Kristalle auch bei einer gleichmassigen Temperatur gerade werden bzw. 
rekristallisieren. Dieses Ergebnis entspricht denn auch der Erwartung, da jai 
der Unterschied in der Stabilitat des mechanischen Zustandes zwischen de 
unversehrten und den deformierten Kristallteilen bei jeglicher Temperatur vor- 
handen ist. Die Ionen des Kristalls nehmen, wenn sie eine genigend intensive 
Warmebewegung aufweisen, allmahlich immer stabilere Stellen ein, wobei es 
ganz natiirlich ist, dass es die Kristallteile mit der regelmassigsten Struktur 
die an den unregelmissigeren Stellen befindlichen Toner 


sind, an die sich 


anfiigen. 
Laut der Beobachtungen erfolgt das Geradewerden zwischen 350 unc 


600° C, u. zw. schneller bei héheren Temperaturen. Zur Bestimmung der Ge 
schwindigkeit wird der Drehungswinkel der gekriimmten Teile genommen, de 
sich aus den auf den Papierblattern aufgenommenen Bildern gut messen lasst 
Es ist bezeichnend, dass bei den hier angewandten Temperaturen nie ein voll 
standiges Geradewerden erzielt werden konnte wie bei der fritheren, nich 
gleichmassigen Erwarmung, wo die Erwirmung durch die Ausstrahlung eine 
gliihenden Drahtes bewerkstelligt wurde. Allerdings war es damals nicht mégliel 
die Temperatur zu messen. Bei den jetzigen Versuchen war insofern eine unve! 
meidliche Feblerquelle vorhanden, als der auf der Glimmerplatte liegend 
gekriimmte Kristall ebendeshalb mit der Platte in Beriihrung stand und da 
aus dieser Berahrung unbedingt Hindernisse infolge der Reibung stammte 
die angesichts der Dicke des Nadelkristalls von nur einigen tausendstel Mil 
metern sehr betrichtlich waren. Leider musste man sich mit diesen Reibung 
schwierigkeiten abfinden, weil bisher kein Klebstoff gefunden werden konnt 
mit dem man die Kristalle so an das Ende eines Drahtes hatte befestigen kénne 
dass der Klebstoff den hohen Temperaturen standgehalten hatte. Ubrigens | 
die Manipulation mit solchen diinnen Kristallen auch sonst tiberaus schwier 

Trotz dieser Schwierigkeiten gelang es aber festzustellen, dass die gekriim 
ten Nadelkristalle in betrachtlicher Weise wieder gerade werden, u. zw. % 
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erwahnt bei héheren Temperaturen mit grisserer Geschwindickeit 
auch aus den Angaben der Abb. 5 hervorgeht. saul 

3. Léslichkeit. Es sind aus der Literatur mehrere Fille bekannt, wo sich 
das physikalische Verhalten der plastisch deformierten Kristalle verdnderte. 
In dem nachstehend beschriebenen Versuch wurde die Léslichkeit der plastisch 
deformierten Kristalle untersucht und dabei festgestellt, dass sich die defor- 


wie dies 


7720 
“702 


Abb. 5. Das zeitliche Geradewerden (Rekristallisation) von plastisch verbogenen Nadelkristallen 
bei verschiedenen gleichmassigen Temperaturen 


mierten Teile besser lésen als die unversehrten. Zur Ausfiihrung dieses Ver- 


suches muss eine Lésung von einer Konzentration bereitet werden, bei der die 
Lésung des Kristalls bereits langsam stattfindet. Wenn diese richtige Konzen- 
tration gefunden wird, kann man unter dem Mikroskop gut beobachten, 
dass die deformierten Teile diinner werden, wie dies auch aus den Mikroauf- 
nahmen der Abb. 6 ersichtlich ist. In Abb. 6 sind die Bilder von zwei Kristallen 
in verschiedenen Stadien der Auflésung zu sehen. Sowohl am Kristall a als auch 
am Kristall b lasst sich erkennen, dass der Kristall an seinen Kriimmungsstellen 
rascher als an seinen geraden Abschnitten diinner wird. Schliesslich lést sich 
der Kristall in der Kriimmung villig auf und zerfallt infolgedessen in mehrere 


Teile : 
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Diese gréssere Léslichkeit des deformierten Kristalls findet seine Er- 
klarung darin, dass sich an den deformierten Stellen freie Spitzen bilden und 
dass die Auflésung gemass dem Kosselschen Prinzip an den Spitzen beginnt. 
In Abb. 4 sind die Spitzen am dusseren Teil mit dem Mikroskop sichtbar gemacht, 
doch unterliegt es keinem Zweifel, dass sich auch im inneren Teil an den Stellen 


Abb. 6. Lésung_und Geradewerden von _plastisch deformierten NaCl-Nadelkristallen 


der starken Ausbiegungen viele Spitzen bilden. Uber eine ahnliche Erscheinung 
berichtet Smekal[8] bei der Verfarbung von diinnen deformierten Steinsalz- 
kristallen. Er stellt fest, dass die deformierten Teile bei Radiumbestrahlung 
eine intensivere Verfarbung zeigen (Abb. 7). Dash[9] fand ebenfalls, dass die 
deformierten Teile von Silikonkristallen hinsichtlich ihrer elektrischen Leitung 
ein anderes Verhalten aufweisen. Die Abb. 7 veranschaulicht also in gleicher 
Weise alle diese drei Veraénderungen. 

Bei diesen Untersuchungen wurde die weitere Beobachtung gemacht, 
dass wenn der sich auflésende Kristall genitigend diinn geworden war, der ge- 
bogene Teil auf einmal sich gerade zu richten begann. Diese Phase dauert nur 

eine ganz kurze Zeit, nur wenige Sekunden, wonach sich der ganz diinn ge- 
wordene Kristall vollstindig auflést. Auch diese Phase ist aus den Bildern dex 
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bb. 6 ersichtlich, da sich mit dem blossen Auge feststellen lasst, dass sich 
ie Aste beider Kristalle gegen Ende des Auflésungsprozesses etwas voneinander 
atfernen. Manchmal ist diese Geraderichtung ganz geringfiigig. Diese Er- 
cheinung ist ohne weiteres verstandlich, denn sie weist darauf hin, dass ein 
sunner Teil an der Mittellinie des gebogenen Nadelkristalls bloss eine elastische 
)eformation erleidet. Natiirlich wird dieser Kristallteil, wenn man die oberen,, 
jeformierten Teile von ihm entfernt, elastisch wieder einer geraden Lage zu- 
itreben. 

An diese Beobachtung wird man vielleicht die allgemeine Bemerkung 
iniipfen kénnen, dass diese Erscheinung im allgemeinen bei jeder plastischen 
Jeformation zu finden ist. Wenn also ein grésserer Probekérper eine beliebige: 


bb. 7. Schematische Darstellung eines plastisch deformierten Kristalls. Der schraffierte Teil’ 
jst sich rascher auf, verfarbt sich nach Smekal rascher und verdndert nach Dash seinen Lei- 
tungstypus. 


lastische Deformation erleidet, iiben in ihm diejenigen Teile, die nur eine ela- 
ische Deformation erfahren haben, eine Kraftwirkung auf den ganzen Kérper 
us. In gewissen Fallen kann diese Kraft eine Rolle im Verhalten des Kérpers. 
ielen. 

6. Kapillarrotation. Im nachstehenden soll eine Erscheinung geschildert 
erden, die auf den ersten Blick in keinem Zusammenhang mit dem Kristall-. 
yachstum steht. Diese Erscheinung, die »Kapillardrehung« oder »Kapillar- 
tation« genannt werden kénnte, lasst sich auf die folgende Weise hervor- 
en: ein Tropfen einer Lésung von konzentriertem Na,S,0, (Fixiersalz,, 
atriumthiosulfat) wird auf einen Objekttrager gebracht, wo er dann eine 0,1 
is 0,5 mm dicke Schicht bildet. Die Beobachtung im Mikroskop wird 
ichts Besonderes ergeben. Trépfelt man jedoch einen Tropfen Alkohol so auf’ 
en Objekttrager, dass der Alkohol mit dem Fixiersalz in Berthrung kommt, 
o ist unter dem Mikroskop eine intensive Strémung zu sehen. Die Erklaérung 
diese intensive Bewegung ist, dass der Alkohol der Fixiersalzlésung Wasser 
tzieht, dass die Oberflachenspannung der Fixiersalzlésung an der Berithrungs- 
telle zunimmt und dass sich der Tropfen der Fixiersalzlésung zusammenzieht, 
leichsam als ob er sich vom Alkohol entfernen wollte. Diese Erscheinung ist. 
uch bei zahlreichen anderen Flissigkeiten bekannt, doch wird man in der 
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gegenwart 


Staubkérner befinden. Die Anzahl dieser Drehungen je Sekunde kann 5 bi 


icen Kombination beobachten kénnen, dass an einzelnen Stellen dif 

C . °oa 
Fixiersalztropfens eine intensive Drehbewegung auftritt. Besonders a af 
diese lebhafte Drehbewegung wahrzunehmen, wenn sich in der Lésung fei 


| 
| 
| 
| 
| 
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Abb. 8. Die Drehung eines grésseren Staubkornes bzw. grésserer Staubkérner bei der Kapill: 

rotation. Der langliche Kérper ist in dem nichsten, nach 1/64 sec aufgenommenen Bild etw 

verdreht. Die in den zwei unteren Aufnahmereihen vorgefiihrte Rotation wird durch die schen 
tischen Zeichnungen veranschaulicht. . 


10 oder noch mehr betragen. Es ist haufig zu beobachten, dass ganze Flach 
diese Drehung ausfiihren, also ob man einen Teppich um einen seiner Rand 
wickeln wiirde. Diese Erscheinung ist ttberaus eindrucksvoll und weist vieler 
Formen auf. Besonders interessant ist es, wenn ein feines Haar — eine in ¢ 
Luft schwebende kleine Faser — in die Lésung gerat, wodurch zum Ausdru 
kommt, dass die Drehungsachse der Glasoberfliche nahezu parallel ist. I 
Erklarung fiir diese Erscheinung diirfte darin zu suchen sein, dass sich im Trop! 


Ss gs : 
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ler Fixiersalzlé6sung parallel zur Oberflache des Glases eine schichtenférmige 
struktur ausbildet. Wenn man nun den Rand dieser Struktur mit einem Tropfen 
Alkohol aufreisst, dann verschieben sich die einzelnen Schichten gegeneinander. 
Verschieben sich zwei diinne Schichten aufeinander, so muss zwischen diesen 
eiden Schichten eine wirbelartige Drehung entstehen. Diese Erscheinung lasst 
sich zur subjektiven Beobachtung leicht hervorrufen, doch wurde auch ein Film 
aufgenommen, auf dem die Drehung in den einzelnen Augenblicken gut zu 
sehen ist. Um ein plastischeres Bild der Drehung zu erhalten, wurde der Lésung 
absichtlich feiner Staub beigemischt. 

In Abb. 8 werden einige Bilder dieses Filmes gezeigt, aus denen hervor- 
zeht, wie sich die Langsachse eines grésseren Staubkornes dreht bzw. wie mehrere 
Staubkérner eine gemeinsame Drehung ausfiihren. 

_ Wodurch lasst sich nun diese schichtenférmige Struktur des Tropfens der 
Fixiersalzlésung erklaren? Die Erklarung kniipft an das Bild der Ubergangs- 
schicht an. Wenn man namlich das Fixiersalz aus einer gesattigten oder unter- 
kihlten Lésung kristallisiert, wird man in den meisten Fallen flache Kristalle 
cewinnen, die mit einer Spitze wachsen, wie dies auch in den Filmaufnahmen 
der Abb. 1 ersichtlich war. Diese flachen Kristalle zeigen, dass solchen flachen 
Strukturen im Aufbau der Na,S,0;- und H,O-Molekiile eine Bedeutung zu- 
kommt, was so zu verstehen ist, dass sich die Molekiile des Kristalls in der Rich- 
tung dieser flachen Platten leichter ordnen bzw. durch gréssere Krafte an- 
einander gebunden sind. Ein solcher Fall ist beim Glimmer bekannt. Man hat 
sich nun vorzustellen, dass sich in der unterkihlten oder gesattigten Lésung 
ein teilweise vorgeordneter Zustand in solche ebene Richtungen schon in der 
fliissigen Phase ausbildet und dass aus einer solchen Schicht ein grésseres zu- 
sammenhingendes Gebilde entsteht. Eine solche Schicht besitzt offenbar auch 
eine gewisse Dicke, doch lasst sich auf Grund der Beobachtungen aussagen, 
dass die Ausbreitung in der Richtung der Dicke viel geringer ist als in die zwei 
anderen Richtungen. Man kann fast sagen, dass die teilweise vorgeordnete Schicht 
eine entsprechende Anzahl von Na,S,0,- und H,O-Molekiilen teilweise ordnet 
und die iberfliissigen Wassermolekiile ausstisst. Auf diese Weise bildet sich im 
Tropfen der Fixiersalzlésung gleichsam automatisch eine schichtenférmige 
Struktur aus. Fiir die Ausbildung solcher grésserer Schichten in einer Flissig- 
keit gibt es zahlreiche Beispiele, so wurde z. B. mit Réntgenuntersuchungen 
festgestellt, dass auch im reinen Wasser mehrere H,O-Molekiile iibergangs- 
weise eine Tetraederstruktur annehmen, was gleichfalls als eine zeitweise Kristall- 
struktur im Wasser aufgefasst werden kann. Wenn man dies iiberlegt, dann 
bereitet es auf Grund des oben gegebenen Bildes keinerlei Schwierigkeit, dass 
sich in der Lésung des Fixiersalzes, im flachen Flissigkeitstropfen, eine schichten- 
férmige Struktur ausbildet. , 

- Die Entstehung der Drehbewegung in einer so dichten Fliissigkeit wie 
in der gesittigten Na,S,0,-Lésung liesse sich allerdings wegen des grossen 
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inneren Reibungskoeffizienten nur schwer verstehen. Erklart man jedoch da 
Zustandekommen der Drehung durch das Gleiten zweier aufeinander befindliche 
Schichten, so fallt eben diese Schwierigkeit fort, und die Drehung erhalt ei 
mechanische Deutung. 

Letztlich wird also die Erscheinung der Kapillarrotation eben zur Annahm 
verwendet, dass sich in der gesattigten Na,S,0,-Lésung einzelne schichten 
férmige, teilweise vorgeordnete Zustande ausbilden, die friiher in der Gren 
schicht zwischen dem Kristall und seiner Lésung nachgewiesen wurden [1 

7. Die Ubergangsgrenzschicht bei der Rekristallisation der festen Phase 
Rekristallisationsphosphore. Es wurden bereits mehrmals Bilder veréffentlich 
[5], [9], aus denen hervorgeht, dass feiner NaCl-Staub unter grésseren Driicke? 
(2000 bis 10 000 kg/cm?) dichte Pastillen bildet und dass sich hierbei sehr viel 
anfangliche kleine Kristalle zu einem grésseren Korn (Einkristall) vereiner 
Dieser Prozess kann nur stattfinden, wenn sich die Ionen der auf verschiedem 
Weise orientierten anfanglichen NaCl-Kérnchen in die durch den neuen Ker 
gegebene Richtung umorientieren. Auch hier muss eine Ubergangsschicl} 
zwischen dem neuen Kristall und den neben ihm befindlichen Kristalliten vor 
handen sein, in der die alte Ordnung aufhért und sich ein neuer Zustand vox 
bereitet, von dem dann der Umordnungsprozess zum neuen Kristall ausgeh) 
Die Annahme, dass ein solcher Prozess tatsachlich stattfindet, diirfte aug 
folgenden Versuch bewiesen werden kénnen. 

Die gestellte Aufgabe bestand darin, durch Rekristallisation Na(Cl- Phos 
phore herzustellen. Vermischt man namlich den Aktivator (TICI) mit dem Aus 
gangsmaterial (NaCl), so muss sich dieses bei der Rekristallisation in die neue: 
Kristallite der Pastille eimbauen, wobei die Pastille phosphoreszieren mus: 
Das als Aktivator benutzte TlCl-wurde in Form einer 0,3%igen Lésung der 
pulverformigen Ausgangsmaterial hinzugefiigt, in einem Achatmérser verriebe 
und im Exsikkator getrocknet. Das TICI kristallisiert offenkundig an der Oben 
flache der Kristallite des Ausgangsmaterials. Das so vorbereitete Materiz 
wurde unter Driicken von 2000 bis 10 000 kg/cm? gepresst. Ausserlich erhiel 
man die tblichen Pastillen, doch bestand das Neue hierbei darin, dass die s 
hergestellten Pastillen bei Bestrahlung mit ultraviolettem Licht tatsachlie 
phosphoreszierten. Die Tatsache der auftretenden Phosphoreszenz beweis 
dass das TICI, das sich in gesonderten kleinen Kristallbléckchen auf den Kérner 
des NaCl befunden hatte, sich nach der Rekristallisation in das Gitter der ne 
entstandenen Einkristalle einbaute. Bei diesem Versuche wurde auch jedesm: 
nachgeprift, dass die vorbereitete Mischung (NaCl + TICl) vor dem Presse 
nicht phosphoreszierte. 

Die hier besprochene Resende wurde von allen Seiten kontrolliert 
es wurden namlich aus dem gleichen Ausgangsmaterial ohne Zugabe von TI 
und dann wieder mit Zugabe von TIC] in verschiedenen Konzentratione 
Pastillen gepresst Die so erzeugten Pastillen wurden bei gleicher Bestrahlungsze 
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mit der Gesamtsstrahlung einer Quecksilberdampflampe erregt, wobei die 
fe phoreszenz auf eine auf die Pastillen gelegte photographische Platte wie 
beim Kontaktverfahren aufgenommen wurde. Eine solche Kontaktaufnahme 
wird in Abb. 9 gezeigt. In Abb. 9 spiegeln die Schwérzungsflecken bei glei- 
chen Erregungs und Expositionsverhaltnissen die Lichtsumme der einzelnen 
Pastillen wieder. Wie ersichtlich phosphoresziert das reine Ausgangsmaterial 
iiberhaupt nicht (schematisch kreisférmig punktiert). Dagegen phosphoreszie- 
ren samiliche aktivierten Pastillen, u. zw. mit verschiedener Intensitat bei ver- 
schiedenen Konzentrationen des Aktivators, wie dies aus den einzelnen Schwiar- 
zungsflecken hervorgeht. 


Abb. 9. Kontaktabdruck der Lichtemission von NaCl-Rekristallisationsphosphoren, die mit 
Thallium von verschieden starker Konzentration aktiviert wurden. Erregung mit Ultraviolett- 
bestrahlung. An der leeren Stelle (oben links) befand sich das nicht aktivierte Ausgangsmaterial. 


Das Grundmaterial dieser Versuchsreihe war natiirliches Steinsalz aus 
Wielicka. Dies muss naimlich betont werden, da es sehr schwierig ist, ein 
Ausgangsmaterial zu finden, das anfanglich tberhaupt nicht phosphoresziert. 
So zeigt z. B. das von der Chinoin-Fabrik bezogene pro anal.-Material — 
obwohl es das reinste uns zur Verfiigung stehende kiinstliche Material war —. 
eine kleine anfangliche Phosphoreszenz. Das vom Laboratorium Vas bezogene 
pro anal.-Material phosphoreszierte ziemlich stark und war daher ganz un- 
brauchbar. Dieses Material war jedoch auch insofern nicht rein, da es 
bereits an sich einen rosa Grundton aufwies. In grésseren Mengen stand 
natiirliches Steinsalz aus Désakna zur Verfiigung, das nach entsprechender Auf- 
lésung, Filtration und Rekristallisierung sehr rein ist, das jedoch nach 
Pressen zu Pastillen eine ziemlich starke Phosphoreszenz aufweist. Aus diesem 
Grunde konnte zu diesen Versuchen nur natiirliches Steinsalz aus Wielicka 
genommen werden, von dem leider nur sehr wenig zur Verfiigung stand. 
Die in Abb. 9 gezeigten Bilder beweisen eindeutig, dass sich der Aktivator 
durch die Rekristallisation in das Kristallgitter einbaut. 


. 
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Zu dieser Versuchsreihe gehért auch die Feststellung, dass die Phospha 
reszenzintensitat der Pastillen von der Presstemperatur und von de 
Warmebehandlung der fertigen Pastillen abhingt. So weist z. B. ein 
bei Zimmertemperatur hergestellte Pastille eine gewisse Lichtintensitét aut 
die sich aber nach der Warmebehandlung auf ungefahr das Fiinffache des Aus 
gangswertes erhéht. Die Richtigkeit des hier gewahlte Ausgangspunktes konnt} 
also vollauf bestatigt werden, denn es wurde eine durch Rekristallisation ey 
folgte Herstellung der Hilschschen Alkalihalogenphosphore verwirklich) 
Auf diese Weise wird man erwarten diirfen, dass die Phosphoreszenz auch iib 
den inneren Mechanismus der entstandenen Kristallite gewisse Aufschliiss 
geben wird. 

Man kann sich den Einbau des Aktivators in das Grundmaterial gemas 
dem Schema in Abb. 10 vorstellen, wo 1, 2 und 3 die anfanglichen NaCl-Kr? 
stallite darstellen, die sich im neuen grossen Kristallit umordnen. An den Ran 
dern von 1, 2 und 3 bezeichnen die kleinen schwarzen Punkte die kleinen Krist) 
alle des Aktivators. Das ganze Material befindet sich unter Druck. Zwische} 
den Kristalliten 1, 2 und 3 und dem neuen Kristall befindet sich die dure: 
gekreuzte Schraffierung angedeutete Ubergangsschicht, wo sich das Gittex 
system des Aktivators und der alten Kristallite auflést, sich diese Bestandteill 
miteinander vermengen und schliesslich an den neuen Kristallit anordner 
Wie aus der Abbildung hervorgeht, kommt der Ubergangsschicht bei der Kr: 
stallisation in der festen Phase eine ebensolche Rolle zu wie bei der Kristall1 
sation aus einer Lésung. | 

Die hier geschilderte sog. Rekristallisationsmethode zur Herstellung vol 
Phosphoren lasst sich offenbar auch bei anderen Phosphoren verwirkliche: 
und diirfte gegebenenfalls auch einen praktischen Wert haben. Vorderhand sé 
nur hervorgehoben, dass diese Methode neue Anhaltspunkte zur Erforschun 
des Kristallisationsmechanismus und der inneren Struktur der Phosphore liefert 

Diese Erscheinung diirfte zweifellos auch in der Natur sehr oft auftreten 
wobei es offenkundig ist, dass auch dies einer jener zahlreichen Prozesse is' 
die in der Natur die Entstehung der vielerlei Eigenschaften- besitzenden Kr 
stalle hervorrufen. 

8. Elektronendiffusion. Im Laufe der Rekristallisationsversuche wurd 
eine weitere interessante Erscheinung wahrgenommen. Bei gewissen héhere 
Temperaturen wurden namlich Pastillen gewonnen, die eine Farbung aufwieser 
Das geitbte Auge erkannte sofort, dass es sich hierbei um die additive Verfai 
bung von NaCl-Kristallen handelte. Schon friiher waren haufig blasse Fai 
bungen aufgetreten, da aber die Pastillen vom durchsichtigen Zustand b 
zum reinen Weiss in den verschiedensten Abstufungen opalisieren, konnte i 
vielen Fallen nicht an eine Verfarbung gedacht werden, wahrend im gege1 
wartigen Fall die gelblichbraune Verfarbung so charakteristisch auftrat, da: 
kein Zweifel méglich war. 
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Um iiber die Beschaffenheit der Verfarbung Auskunft zu erhalten, wurden 
n den einzelnen Pastillen Lichtabsorptionsmessungen durchgefiihrt. Einige 
lieser Absorptionskurven sind in Abb. 11 dargestellt. 


Aktivator 


1,2,3 alte Kristallite 


Neuer 
Kristallit 


Ubergangsschicht 


Abb. 10. Schematisches Bild der Rekristallisation und der Entstehung von Phosphoren. 
Die Rolle der Ubergangsschicht 


| 
/: Mit Réntgen bestrahites NaCi 
If: NaCl der-firma Chinoin 
WW: NaCl des Labor. Vas 
I'V:NaCl aus Désakna 
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b. 11. Absorptionsspektrum der unter Druck durch Elektronendiffusion verfarbten Pastillen 
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Zum Vergleich wurde zuerst das Absorptionsspektrum eines mit Réntgei 
strahlen behandelten NaCl-Kristalls aufgetragen (Kurve I), das die aus df 
Literatur bekannte, fiir das NaCl kennzeichnende stabile Kurve ergibt. D! 
Kurven II, II und IV stellen die an Pastillen verschiedener Herkunft gemessene 
Werte dar. Die Maxima der Kurven liegen in dem entsprechenden charakt| 
ristischen Spektrumbereich von 4 = 450—480 m Wellenlange, was fir di 
F-Zentrum kennzeichnend ist. Die Kurven sind auch links und rechts vo‘ 
Maximum ziemlich hoch. Der iiberwiegende Teil davon geht auf Kosten df 
Lichtzerstreuung, weil die Pastillen niemals vollstandig durchsichtig sin\ 
Auch die durchsichtigen Pastillen werden nach langerer oder kiirzerer Z 
tribe, was bereits eine alte Beobachtung ist. Jedoch ragen auch bei starkj 
Lichtzerstreuung die Absorptionsmaxima der F-Zentren an den 2—3 mi 
dicken Pastillen gut hervor. Diese Messungen stellen das grobe Ergebnis dai 
Die Verfarbung der Pastillen ist nicht gleichmassig, sondern es gibt hellere um 
ungleichmassig gefarbte Teile. Doch ist dies auch bei der additiven Verfarburp 
der Einkristalle der Fall, obwohl es sich dort um unversehrte Kristalle handel 
Auf Grund der Kurven der Abb. 11 weist also die Natur der Verfarbung ei 
deutig auf die Gegenwart von F-Zentren und deren Kolloide. hin. 

Die Erklarung fiir diese Erscheinung kann nur sein, dass bei dieser Ter 
peratur Elektronen aus dem Metall in den Kristall diffundierten. Dem stel 
kein grundsatzliches Hindernis entgegen, weil bei der Temperatur von ungeta) 
600° C auch das Metall der Presse — das im gegenwartigen Fall Stahl war - 
Elektronen abgibt. Es handelt sich also darum, dass ahnlich wie bei der add 
tiven Verfarbung, wo der Kristall in geschmolzenes metallisches Natriu’ 
oder Kalium getaucht wurde [12 ] und wo das metallische Na oder K die Elektr 
nen lieferte, jetzt der Stahl der Pressform die Elektronen bereitstellt. Bei de 
Pastillen ist es auffallend, dass die Diffusion in den Kristall rasch erfolgt. B 
denkt man aber, dass bei den Pastillen viele Kristallflachen vorhanden sin 
so wird auch dies verstandlich. 

In der Abb. 11 sind neben dem Maximum des F-Zentrums noch ein); 
andere selbstandige Absorptionsmaxima zu sehen. Diese Maxima kénnen zw: 
nach der Korrektion des zerstreuten Lichtes eine geringfiigige Verschiebu 
erleiden, doch ist an ihrer Realitaét nicht zu zweifeln. 

Der Umstand, dass neben dem Maximum der F-Zentren auch ande 
Maxima auftreten, stimmt mit den Messungen von Tarjdén an Na(Cl-Kristalle 
die mit Kolloiden verfarbt wurden, iiberein [7 ]. 

Uber die Erscheinung selbst wird naichstens Morlin ausfihrlich berichte 
hier sei nur auf ihre grundsitzliche Bedeutung hingewiesen. Die additive Ve 
farbung der Alkalihalogenkristalle wurde zuerst von Siedentopf im Jahre 19 
ausgefiihrt, wobei er die Kristalle im Dampf von Na oder K verfarbte. L 
Kristalle nahmen meistens allerlei Farben von rosa bis violett an, und die 
Farben traten gleichzeitig in demselben Kristall in Erscheinung. Der Verfas: 
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verfarbte im Jahre 1926 Kristalle in fliissigem metallischem Na oder K ganz 
infach in einer Reagenzréhre. Manchmal konnte hierbei eine ziemlich gute 
gelbliche Farbe erzielt werden. Spater farbte Hilsch auf elektrischem Wege 
lurch Diffusion aus einer negativen Spitze und jetzt war aus den im vorstehenden 
yeschriebenen Versuchen ersichtlich, dass sich die Kristalle, wenn der Kontakt 
pwischen dem Metall und dem Kristall sehr intensiv ist — bei einem Druck 
yon 2000 bis 10000 kg/em? —, in jedem beliebigen Metall verfarben. Dieser 
Verfarbungsversuch wurde namlich auch mit metallischem Silber und Kupfer 
vusgefiihrt und hierbei das Innere der Stahlpresse mit einer Folie aus diesen 
Metallen iiberzogen; in jedem einzelnen Fall konnte eine Verfarbung erzielt 
werden. Es ist allerdings zu erwahnen, dass obwohl die verschiedenen Proben 
eweils einen etwas anderen Farbton ergaben — was also anzeigt, dass hier 
10ch Teilprobleme ungelést sind — das Ergebnis dennoch eindeutig war : 
las als Ausgangsmaterial dienende NaCl-Pulver zeigte, von was fiir einem Metall 
ss auch immer umschlossen wurde, bei entsprechendem Druck und entsprechen- 
ler Temperatur eine der additiven analoge Verfirbung. 

Die Grundlage dieser Erscheinung ist, dass Elektronen aus dem Metall 
n den Kristall eindringen. Dies kann in der Natur bei geologischen Formationen 
ganz allgemein auftreten, doch kann dies auch bei technologischen Prozessen 
vorkommen. Die Frage lasst sich kurz so formulieren, dass es sich hier um den 
Richardsonschen Effekt handelt : die Elektronen treten aus dem Metall in ein 
Dielektrikum iiber, wobei die Richardsonsche Austrittsarbeit von der wechsel- 
eitigen Wirkung des Metalles und des Dielektrikums (Dielektrizitatskonstante) 
estimmt wird. Die geologische Bedeutung dieser Erscheinung wird keines- 
wegs durch die Tatsache vermindert, dass der Richardsonsche Effekt bei Zimmer- 
emperatur klein ist. Wesentlich ist indessen, dass der Effekt vorhanden ist 
ind dass die geologischen Zeiten den kleinen Wert des exponentiellen Gliedes 
compensieren. In tieferen Schichten steigt dagegen auch die Temperatur auf 
yetrachtliche Werte an. Die Diffusion der Elektronen in den Kristall kommt 
n zahlreichen Erscheinungen zur Geltung. So kann man jetzt daran denken, 
lass bei Leitungsmessungen die in den Kristall diffundierenden Elektronen die 
inzelnen Fehlerstellen besetzen und so die Leitungswerte verandern. Es wurde 
1amlich vom Verfasser schon friiher beobachtet (nicht veréffentlichte Messun- 
ren), dass sich die Leitungswerte haufig unmotiviert anderten. Schon jetzt 
larf man die Behauptung aufstellen, dass bei den in unserem Institut im Gange 
yefindlichen Untersuchungen iiber den Leitfahigkeitsmechanismus die Heran- 
jehung der Elektronendiffusion als Erklarung die Deutung vieler Leitungs- 
yhiinomene erméglicht. Uber diese Erfahrungen werden Jeszenszky und Tomka 
in einer anderen Stelle berichten. 
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1. Es wurde auf neue Erscheinungen der plastischen Deformation hinu 
gewiesen. 

2. Die plastisch deformierten Teile der NaCl-Nadelkristalle zeigen ein} 
eréssere Léslichkeit als die nichtdeformierten Teile. | 

3. In den plastisch deformierten Kristallen gibt es Teile, die elastise; 


deformiert sind. Nach der Ablésung der plastisch deformierten Teile werdew 


diese wieder gerade. 
4. An Hand von Filmaufnahmen wurden die sprunghaften Phasen dey 


Kristallwachstums bei Na,S,03-Kristallen vorgefihrt. 

5. In einer Na,S,0,-Liésung wurde eine Rotationserscheinung beobachte# 
die dann auftritt, wenn man die Grenzen des Tropfens mit Alkohol lést, und dey 
die Bezeichnung »Kapillarrotation« gegeben wurde. Eine Erklarung fir dies 
Drehbewegung diirfte die Entstehung von teilweise vorgeordneten Teilen ij 


der Lésung bilden. | 
6. Es wurde Nachweis erbracht, dass sich bei der Rekristallisation vot 
Alkalihalogenkristallen ein dem Kristall beigemischter Aktivator in die Kr; 


stallite der Pastille einbaut und dass dadurch die sog. Rekristallisationsphosphon 


entstehen. / 
| 


7. Die Eigenschaften der Rekristallisationsphosphore andern sich je nac' 
den angewandten Temperaturen. Auch infolge der Wirkung der Warmebe 
handlung treten in ihnen betrachtliche Veranderungen auf. : 
_ 8. Wahrend des Pressens diffundieren aus dem Metall Elektronen in di 
Pastillen und rufen fallweise eine so starke Verfarbung der Pastillen hervo: 
dass das fir das F-Zentrum charakteristische Maximum gemessen werde 
kann. Es wurde auf die allgemeine Form dieser Erscheinung und auf ihre B 
deutung in der Geologie hingewiesen. 
Bei den hier geschilderten Untersuchungen leisteten F. Féathy, S. Csdsz4 
Z. Morlin und B. Jeszenszky wertvolle Hilfe ; es sei ihnen auch an dieser Stel 
der beste Dank ausgesprochen. Die mechanischen Konstruktionsarbeiten d 
Filmaufnahmeapparates wurde von Mechaniker A. Kertész, die photographische 
Arbeiten von Frau K. Cseh-Szombathy durchgefihrt. 
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K ®H3HKE KPHCTAJIJIOB 
3. bIOJIAH 


Pesrme 


K usuke pocTa KpHCTasOB ONNCHIBAIOTCA CefyIOUHe. ONBITHI. 

Ha KHHOMJI€HKY CHHMAJICA POCT KPHCTaIJIOB U3 pacTBOpa cONM 3aKpenuTensA (Na,S,0,), 
IPH TIOMOIMM YErO MOOKHO XOPOWO HaOnWOAaTb NpaBuNoO pocta KpuctTann0B Koccens. Ha nrosb- 
[aTbIX KPHCTaax, WpeTepmeBuINX MWIaTHYHy!O AepopMawuto (u3ru60) pu BLICOKMX TemMepa- 
ypax HaOs10faeTcA BbIIpemmeHHe (peKpucTasnusayuAa). Mronbuatpre Kpuctannpt NaCl, 
IpeTepneBluine TakoKe NacTHUHbIM usru0, Ha USOrHYTOM YaCTH NOKasbIBaloT OOee HHTCHCHB- 
iyio pacTBopuMocTs. Iipu cOMpHKOCHOBeHHU pacTBOpa cOnM 3akpenuTeNA uM ciMpTa nog 
AMKPOCKONOM HaO01OMaeTCA HHTCHCHBHOe BpallleHne. ITO ABIeHHe OOBACHAeTCA cTeAyIOUNUM 
\Opa3s0M : B pacTBOpe COM 3aKPeNUTeEIA BOSHUKAET HEKOTOPOE NOTyyNOpAOUeHHOe, CHOeHHOe 
OCTOAHME ; 9TH COM MOA BOSMeHCTBHEM CNMPTa CKONb3AT Apyr 0 Apyra BcnescTBue KanMI- 
IAPHBIX SEKTOB HU 9TO CKObIKEHHE CNOeB BHISbIBAeT BPalleHue. PekpuctamMsayHel MO>KHO 
jOOHTECA MONyYeHHA TakKoKe ochopecumpylowux BewecTB. Tak, HalpuMep, Ao0aBIAA K 
icXOMHOMy BeulecTBy (NaCl) TIC], (B KayecTBe aKTMBaTOpa) MpH NMpw0%KeHuN OONbUOrO 
aBICHHA MOOKHO MOUNT TaOseTKy, KOTOPaA HocHhopecuupyeT MOA BOsAeMCTBUeM yJIbTpa- 
puOmeTOBLIX yyel. Ecnu mpeccoBaHue TaOneTKH TpousBOAMTCA Upu Temnepatype 600°C, 
‘Ora SICKTPOHbI Mepexofat B TaOmeTKy NaCl u3 BeulecTBa crambHOro mpecca u OHM OOpa- 
yor F—yentppi B NaCl. MakcuMyM kpuBoi mornomeHuaA coBnayaeT C MaKCHMyMOM 
(PHBOH NormoweHua Kpuctan10B NaCl, OOnyyeHHbIX PeHTTeHOBCKUMN JTy4aMH. 
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A Vencontre des substances minérales cristallines a émission luminescente visible, celles 
a émission infrarouge ne sont pratiquement étudiées que depuis seulement quelques années. 
Actuellement, les recherches sur ces derniéres se poursuivent dans deux directions principales. 

D’une part, Lachkarev et ses collaborateurs, qui ont signalé en 1946 la luminescence 
mfrarouge du protoxyde de cuivre, en ont précisé plus récemment les propriétés, Or c’est préci- 
sément sur Cu,O que Gross et ses collaborateurs ont apporté en 1951 la preuve expérimentale de 
Pexistence de l’exciton, systéme quasi-hydrogénoide constitué par un électron lé a un trou 
positif. Un schéma est ici proposé, quireprésente et précise le mécanisme excitonique de |’émis- 
sion luminescente et de la photoconductivité de Cu,0, mécanisme qui explique lanomalie du 
temps de relaxation. 

J’ai d’autre part étudié l’émission rouge et infrarouge du sulfure de cadmium activé a 
Vargent (celle-ci étant considérée depuis longtemps comme probable) ainsi que |’émission infra- 
rouge du sulfure de cadmium activé au cuivre. Dans ce dernier, en variant la concentration du 
euivre, deux sortes de centres luminogénes ont été mises en évidence. I] semble en étre de méme 
pour le séléniure de cadmium et pour les sulfures mixtes de cadmium et de mercure, activés au 
euivre, d’aprés les courbes publiées par Garlick et Dumbleton. 

La comparaison des trois sortes de centres luminogénes correspondants (argent et cuivre) 
dans le sulfure de zinc et le sulfure de cadmium montre que l’écart énergétique entre la bande 
de valence et le niveau d’un centre donné est caractéristique de la nature de ce dernier. Ce résul- 
tat semble permettre de rejeter définitivement, dans ce cas, la théorie de Vatome luminogéne 
interstitiel. 


Introduction 


Les substances minérales cristallines 4 émission luminescente se manifes- 
tant dans la région visible du spectre ont fait lobjet, depuis longtemps, de trés 
nombreux et trés importants travaux. Par contre, celles dont Vémission a lieu 
dans la région infrarouge du spectre, n’ont été pratiquement pas étudiées, 
jusque voici seulement quelques années. Les raisons en sont sans doute que les 
diverses applications pratiques des premiéres incitérent les chercheurs a se 
préoccuper surtout de celles-ci. Leurs propriétés, par exemple l’intensité de 
la lumiére émise, la couleur de l’émission étaient accessibles a l’ceil et mesu- 
rables A ’aide de moyens techniques relativement simples. 

Avant 1946, la possibilité d’une émission luminescente infrarouge ne se 
trouva guére qu’évoquée, d’une maniére d’ailleurs assez peu précise. Pauli [1] 
en 1911 I’a indiquée a propos du sulfure de strontium et du sulfure de calcium, 
un et autre additionnés de nickel. En 1923, A. Guntz [2], qui le premier a 
udié la luminescence des sulfures mixtes de zinc et de cadmium, a signalé 
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que sur certains échantillons de sulfure de cadmium pur caleinés avec adhe 
d’argent, une faible fluorescence A la limite du rouge était observée, et qu il étail 
probable qu’elle s’étende assez loin dans la région infrarouge du epee Quatey 
ans plus tard, J. T. Randall [3] puis K. Kamm [4] refirent ue Vopinion di 
Guntz, qui fut un peu mieux précisée, par extrapolation des résultats dans |} 
visible (comme il sera dit plus loin), l'année suivante par S. Rotschild [5]. 
Les perfectionnements de la technique de détection de Vinfrarouge, aus} 
bien que le développement de certains problémes concernant Vabsorption lumi} 
neuse, la photoconductivité et la luminescence elle-méme, incitérent a entrey 
prendre une étude plus approfondie et plus systématique des cristaux a émissiow 


} 
infrarouge. 


Cette étude se développe actuellement dans deux directions principales 
d’une part sur le protoxyde de cuivre et d’autre part sur le sulfure de cadmiurt 
diversement activé et les sulfures mixtes de cadmium et de mercure. L’unk 
comme l’autre apportent une contribution intéressante ala Chimie Physiqus 
de l’état cristallin. C’est pourquoi, dans Vexposé qui suit, j’évoquerai d’aboré 
brigvement les travaux récents de Lachkarev et ses collaborateurs sur loxydl 
cuivreux, avant de résumer mes recherches sur le sulfure de cadmium. 


Luminescence infrarouge du protoxyde de cuivre 


C’est en 1946 que la luminescence infrarouge du protoxyde de culvr 
cristallisé, obtenu par la méthode habituelle dans un four oxydant, a été signalé 
pour la premiére fois par V. E. Lachkarev et K. M. Kossonogova [6]. Ces auteur 
indiquaient déja qu’excité par de la lumiére visible dans Vintervalle 5400—560 
angstroms, Cu,O fournissait une émission dans la région des longeurs d’ond 
supérieures & 0,9—1 micron et qu’a la température ordinaire, le rendemen 
quantique de cette émission était en moyenne de 10% ; augmentation d 
rendement avec un abaissement de température était trés importante. Plu 
récemment, Jou. I. Karkhanine et V. E. Lachkarev [7] ont pu préciser qu 
Vémission est composée d’une bande étroite, son maximum étant situé a 0,9 
micron lorsqu’on opére 4 20 degrés, et se déplacant jusqu’a 0,93 micron lorsqu’o 
refroidit jusqu’a —180 degrés. La courbe de répartition énergétique spectrale ¢ 
cette luminescence qu’ils donnent est en bon accord avec celle publiée indépe: 
damment, par G. F. J. Garlick et M. J. Dumbleton [8]. 

Le protoxyde de cuivre est ’un des semi-conducteurs qui a fait Pobj 
des plus nombreuses recherches, notamment de la part de A. F. Ioffe et de s 
éléves. Sa conductibilité 4 Vobscurité, qui croit avec l’excés stoechiométriqt 
d’oxygéne, est principalement due aux déplacements des trous positifs. | 
luminescence de tels semi-conducteurs n’avait pas encore été observée. 
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De plus, c’est précisément dans le protoxyde de cuivre que E. F. Gross 
et ses collaborateurs ont apporté la preuve expérimentale de l’existence de Pex- 
citon, dont la conception initiale est due a Ia. I. Frenkel, il y a une vingtaine 
d’années et a été précisée ensuite par Mott puis Wanier. Lorsque, par absorption 
fondamentale, un électron du cristal regoit une énergie qui extrait de la bande 
de valence, il apparait une hétérogénéité particuliére du champ intracristallin 
qui se présente comme une charge positive fictive : c’est ce qu’on appelle un trou 
positif. Un électron voisin peut venir le combler, mais il laisse alors derriére 
lui la méme hétérogénéité, si bien que tout revient 4 unréel déplacement du trou 
positif. 

Si l’énergie recue par!’électron est suffisante, l’électron et le trou se meuvent 
librement, indépendamment l’un de lautre, dans le réseau cristallin: ce 
sont les deux porteurs de charge qui contribuent, chacun pour sa part, a la 
conductibilité du solide. Mais si cette énergie est moindre, l’électron et le trou 
sont susceptibles de rester en interaction, en raison de leurs charges opposées. 
Ils seront alors en mouvement l’un par rapport a l’autre, sur des orbites définies 
correspondant a des états énergétiques quantifiés. C’est ce qui constituerait l’ex- 
citon, systéme quasi-hydrogénoide susceptible de se déplacer dans le réseau 
cristallin. 

En 1952, la preuve expérimentale de Vexistence de l’exciton a été fournie 
par E. F. Gross et N. A. Karriev [9] par l'étude, a Vaide d’un spectographe 
trés dispersif, de la région limite d’absorption du protoxyde de cuivre. A la 
température ordinaire, cette limite leur est alors apparue constituée de trois 
parties distinctes : un premier palier limité a 6.341 angstroms, un second plus 
incliné limité a 6.284. angstroms et enfin une courbe A forte inclinaison, arrondie, 
atteignant a 6.040 angstroms Vabsorption maxima. Par refroidissement, toute 
cette limite se déplace vers les courtes longeurs d’onde, découvrant 4 —196° 
toute une série de raies étroites d’absorption, analogues a un spectre atomique. 
Sept raies, convergeant vers la limite du spectre continu ont ainsi été observées 
par Gross et Karriev. Leurs écarts de fréquences vérifient une loi de série d’atome 
quasi-hydrogénoide : 

B 


Av, = -— 
719 


avec k égal 1, 2, 3, 4, 5, 6 et 7 et B égal a 785 cm. 

Ce phénoméne, confirmé par des auteurs japonais [10] et frangais [1] ] est 
considéré comme le spectre optique de Yexciton dans le cristal de protoxyde de 
cuivre. 
=: Une deuxiéme série excitonique y a d’ailleurs été découverte ultérieurement. 
En réalisant par polissage des pellicules de protoxyde de cuivre de plus er plus 
‘minces E. F. Gross et B. P. Zakhartchenia [12] ont. observé un affaissement de 

Vabsorption, aprés la premiére série des raies de l’exciton. Une pellicule de 20 


H 


‘ 
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microns d’épaisseur, re -froidie ala température de V’azote liquide, leur adévoilé un¢ 


deuxiéme série de raies d’absorption, a car actére également quasi- -hydrogénoide 


AY =a 
avec k’ égal 2, 3, 4 et 5 et B’ égal a 1.246 cm 

Ces deux sortes d’excitons caractérisent peut étre une subdivision de la 
bande de valence en deux sous-bandes distinctes, d’ow l’existence possible dq 
plusieurs espéces de trous dans une méme bande. 

En France, Nikitine et ses collaborateurs [13] ont refait ces expériences 
d’absorption du protoxyde de cuivre en lames trés minces. Ils ont proposé 
d’envisager trois séries de raies , Pune dans le jaune (la plus facilement obser/ 
vable), autre dans l’orangé pec raie de la série jaune de Gross, aberranta 
par rapport a la formule (1)) et la troisiéme dans le vert (observable seulement 
en lames trés minces). Pour eux seule la derniére serait la série fondamentale} 
les autres étant composées de raies satellites de vibration. Cette maniére de voix 
avait été aussi envisagée par Gross. | 

Les récentes acquisitions expérimentales concernant l’exciton dans i 
cristaux de protoxyde de cuivre, de sulfure de cadmium [14] et diodure de 
plomb et de l’iodure mercurique [15] sont maintenant trés nombreuses. Je si 
bornerai a signaler ici que E. F. Gross, B. P. Zakhartchenia et N. M. Reinov on ; 
observé, d’une part [16] qu’a la température de l’hélium liquide, les termes 2 
3 et 4 de la premiére série (jaune) se dissocient en triplets et que, d’autre part 
[17 ],4—196° C un trés bel effet Stark se manifeste pour des champs de quelques 
milliers de volts par cm. Les triplets se retrouvent alors progressivement, avec 
naturellement un décalage da a la différence de température. Par contre, effet 
Zeeman est beaucoup plus faible; pour un champ de 28 000 cerstedts, seul le pre- 
mier terme de la série jaune présente un élargissement notable. 

Dés que fut envisagée la conception de l’exciton, susceptible de se formes 
a la limite de l’absorption lumineuse dans un cristal, les théoriciens tentéren' 
d’y avoir recours pour expliquer les phénoménes de luminescence. La Confé 
rence de Luminescence d’Oxford, en 1938, en apporte plusieurs exemples 
Cependant, cette hypothése restait aléatoire, et fut progressivement abandonnée 
jusqu’a ce que les travaux de Gross, mentionnés ci-dessus, lui aient enfin fourn 
une base expérimentale incontestable. Dés lors, Jou. I. Karkhanine et V. E 
Lachkarev, aprés une étude plus approfondie des propriétés de l’émission lumi 
nescente infrarouge du protoxyde de cuivre,ne manquérent pas d’envisager w 

mécanisme excitonique a la base de cette émission [7]. Ils s ’appuient sur le 
trois séries de faits suivants : : :; 
1°: En premier lieu, le rendement quantique de luminescence ne dépen 

pas de la longueur d’onde excitatrice, dans toute la région d’intense absorptio: 
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(0,41 a 0,65 micron). I] augmente d’une facgon continue par refroidissement 
de l’échantillon, sa valeur absolue étant toujours grande et n’étant pas inféri- 
eure a 50% a basse température. La luminescence serait donc liée a Pabsorption 
de la lumiére dans le réseau, conduisant comme nous I’avons vu a la formation 
d’excitons. 
2°: Le rendement de luminescence de différents échantillons est d’autant 
plus grand que la conductibilité est grande. Les atomes d’oxygéne stoechio- 
métriquement excédentaires, ou, ce qui revient au méme, les lacunes cuivre 
correspondantes, jouent donc de toute évidence, un réle prépondérant. 

3°: Dans le protoxyde de cuivre, le mouvement des photoélectrons 
peut étre dirigé a l’aide de champs électriques relativement petits. Des électrodes 
semi-transparentes déposées sur une pellicule‘de Cu,O permettent d’extraire 
90°% des photoélectrons avec un champ de 200 volts par cm. [18]. Comme dans 
ces conditions, avec des champs atteignant 1000 volts par cm., aucune variation 
(a 0,59 prés) de Vintensité dela luminescence infrarouge n’est observée, on est 
tenté de conclure que le transfert de énergie, du réseau jusqu’aux défauts 
de réseau n’est pas attribuable aux photoélectrons, mais est le fait des excitons 
eux-mémes. 

: Karkhanine et Lachkarev n’ont pas manqué de faire remarquer que l’ex- 
plication par un mécanisme excitonique de la luminescence infrarouge du 
protoxyde de cuivre doit étre comparé a celui qui a été proposé par V. P. Jouze 
et S. M. Rivkine en ce qui concerne sa conductivité [19]. Ces auteurs ont en effet 
observé, en 1950, qu’a la limite d’absorption de Cu,O, vers 0,63 micron, la photo- 
conductibilité est encore trés grande. Comme cet effet présente de plus un ca- 
ractére d’addition non-stcechiométrique, la théorie classique permettrait d’en- 
visager que ce sont les électrons amenés par effet thermique sur des niveaux 
accepteurs de lacunes cuivre du réseau qu’un photon absorbé porterait dans 
la bande de conductibilité. Pourtant, a 0,63 micron, Vabsorption elle-méme 
est beaucoup trop grande pour étre attribuable a des défauts de réseau, dont 
la concentration reste malgré tout relativement petite: c’est un phénoméne 

i intéresse tout Je réseau lui-méme, avec formation d’excitons. C’est a partir 
e ceux-ci que les photoélectrons apparaitraient, par phénoméne secondaire 
au niveau de certaines lacunes cuivre. . 

Le schéma de la figure 1 me parait représenter et préciser le mécanisme 
xcitonique de la luminescence et de la photoconductivité du protoxyde de 
cuivre. Par absorption d’un photon de lumiére excitatrice dans le réseau fon- 
damental, un exciton apparait. L’état énergétique de l’électron de Vexciton 
n moment de la formation de celui-ci, est sur l’un des niveaux. discrets qui 
résultent des expériences de Gross. Dans l’hypothése de l’existence d’une sub- 
ivision de la bande de valence, l’état énergétique du trou correspondrait a 
n des points de l'une des deux sous-bandes de valence. Sur la figure 1, a et 
-seraient des excitons formés dans la série verte, b et d des excitons formés 
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dans la série jaune. L’exciton diffuse ensuite dans le réseau. Le niveau fc 
gétique de son électron se situerait alors 4 0,14 eV au dessous oe la ban e di 
conductibilité, alors que celui du trou qui lui est lié correspondrait rapidemen 
au niveau supérieur de la bande de valence (excitons e, f, g a h de la figure 1| 
Dans son déplacement, l’exciton peut se trouver en présence d’une lacune cums 
Si le niveau accepteur correspondant a cette lacune comporte un flees | 
la collision de exciton avec celui-ci aurait pour effet de faire passer un de 
électrons dans la bande de conductibilité alors que l’autre comblerait le tro} 
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Fig. 1. Mécanisme excitonique de la luminescence et de la photoconductivité de Cu,O 


de la bande de valence : c’est ce qui est représenté en a dans la figure 1. Par contr 
si a l’instant considéré ce niveau accepteur est vide d’électron, l’exciton pourra 
s’y annihiler. Il y aurait alors émission d’un quantum de lumiére infrarou; 
(présenté en f dans la figure 1), dont la valeur moyenne de 1,29 eV nous préci: 
la position du niveau accepteur de la lacune cuivre. Le reste de l’énergie sera 
transmise au réseau, sous forme de phonon [20]. : 

Le passage des électrons, de la bande de valence jusqu’aux niveaux acce 
teurs des lacunes est évidemment lié 4 un effet thermique ; on sait qu’en rég 
générale, aux basses températures, il y a trés peu d’électrons sur les niveat 
accepteurs : ce serait pourquoi le rendement quantique de luminescence seri 
grand alors.que Veffet photoconducteur serait faible. A partir d’une certai 
valeur, l’élévation de température modifie considérablement le rapport 4d 
nombres des niveaux accepteurs porteurs d’électrons ou vides: ce serait pot 
quoi leffet photoconducteur augmenterait tandis que le rendement de lun 
nescence diminuerait progressivement. : 
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Cette représentation a de plus l’avantage de rendre compte de l’anomalie, 
observée par N. A. Tolstoi et N. N. Tkatchouk [21], de la variation avec la tem- 
pérature du temps de relaxation de |’émission luminescente, qui est de 2 - 1078 
sec. ala température de l’azote liquide et croit a partir de —120° C pour atteindre 
vers zéro degré la valeur de 6-10 “% sec. alors que c’est 4 une variation inverse 
accompagnant la diminution du rendement de luminescence, que lon aurait 
da s’attendre. Pour expliquer ce comportement dans le cadre de la théorie 
classique des bandes, c’est a dire en considérant les électrons de conductivité 
responsables de cette luminescence, Tolstoi et Tkatchouk envisagent que la vie 
moyenne d’un électron dans la bande de conductibilité soit analogue 4 celle, 
connue, de la mobilité des trous positifs. Cette hypothése semble beaucoup 
plus fondée en ce qui concerne la mobilité des excitons, dans le schéma de la 
figure 1, que pour celle des électrons libres. 


Luminescence infrarouge du sulfure de cadmium et de ses homologues 


Comme il est dit ci-dessus, la seconde direction dans laquelle se devéloppe 
actuellement |’étude des cristalloluminophores a émission infrarouge se rapporte as 
sulfure de cadmium et A ses homologues: séléniure de cadmium et sulfureu 
mixtes de cadmium et de mercure. 

Le sulfure de cadmium pur, dont il sera donc maintenant question, est 
également un semi-conducteur typique, mais d’une catégorie autre que le 
protoxyde de cuivre. Comme dans le sulfure de zinc, auquel il s’apparente du 
reste beaucoup, les défauts de réseau sonf produits, non par un excés stoechio- 
métrique de l’un des constituants, comme dans Cu,0, mais par des éléments 
étrangers, inclus dans le réseau a l'état de traces et par cela plus facilement 
détectables et dosables, par exemple par microdosage radiochimique [22 ]. 

Cette différence fondamentale entre les défauts de réseau de ces deux 
catégories de cristalloluminophores 4 émission infrarouge n’exclut cependant 
pas, a priori, la possibilité d’une certaine analogie dans le mécanisme de la 
luminescence, c’est 4 dire, pour préciser, dans Véventualité d’un transfert ex- 
citonique de l’énergie, du réseau fondamental oii elle est absorbée, jusqu’aux 
défauts de réseau (atomes d’impuretés) oi elle est restituée en émission lumines- 
cente. Les raies du spectre d’absorption dans le cristal de sulfure de cadmium 
4 la température de I’hélium liquide, étudiées récemment par E. F. Gross et 
M. A. Iakobson [14] sont en effet une indication de la formation des excitons 
dans un tel cristal. 

——s-:Dés 1923, A. Guntz [2] a montré que les solutions solides sulfure de zinc- 
sulfure de cadmium, activés soit au cuivre, soit a argent, présentent une bande 
@’émission photoluminescente qui se déplace progressivement vers les grandes 
longueurs d’onde, 4 mesure que la teneur en cadmium augmente. La faible 
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émission rouge sombre de certains échantillons de sulfure de cadmium pui 


activé amena cet auteur a estimer qu’une lummescence se manifestant dans 
la région infra-rouge du spectre était probable. En 1938, S. Rotschild [5] précisa 
un peu cette idée. I] disposait de toute une série de sulfures mixtes zinc-cadmium i 
de compositions différentes, les uns activés a l’argent, les autres au cuivre} 
L’émission photoluminescente de chacun d’eux était analysée spectrogra} 
phiquement, avec des temps de pose décroissants, jusqu’a ce qu'il obtienn¢ 
seulement sur la plaque photographique une légere indication, que l’auteut 
appelait le «centre de gravité de la bande» et qui correspondait en gros, au poini 
de plus fort noircissement. Malgré le choix, qui semble avoir été assez judicieux 
des plaques photographiques, cette technique restait assez approximative! 
Mais la généralisation de la représentation des propriétés luminescentes d’un¢ 
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Fig. 2. «Centre de gravité de bande» de l’émission des sulfures mixtes zinc-cadmium 


substance par la courbe de répartition énergétique spectrale n’est venue qu 
plus tard. Les produits activés a l’argent ont été étudié jusqu’a 70°% de cadmium 
Par extrapolation des courbes de S. Rotschild (figure 2), il est apparent que, pou 
le sulfure de cadmium pur activé a l’argent, le maximum doit se trouver a 
voisinage de 0,80 micron. Recevant le spectre d’émission de ce produit su 
une plaque sensible a l’infrarouge, cet auteur s’est borné a vérifier qu'il s’éten 
assez loin dans cette région. : | - 

Les produits examinés par S. Rotschild étaient préparés par la méthod 
classique d’action de l’hydrogéne sur une solution aqueuse mixte de sels de zin 
et de cadmium trés purifiés; ils étaient probablement calcinés au dessus d 
1000 degrés. Effectivement, obtenu dans ces conditions, le sulfure de cadmiui 
pur, activé a l’argent, ne présente qu'une trés faible émission rouge, a la limite d 
spectre visible. Par contre, en le préparant par calcination a basse températut 
(optimum 600 degrés) du disulfure qui précipite par action des ions cadmium s1 
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es ions thiosulfurique en solution aqueuse trés concentrée [23 ], j’ai observé par 
tivation a l’argent une trés belle et vive fluorescence rouge [24]. La figure 
, représente les courbes de répartition énergétique spectrale d’une série d’échan- 
illons de sulfure de cadmium obtenu dans ces conditions, additionné de 5 - 10 5 
Vargent et calciné 4 diverses températures. Ces courbes sont les résultats d’une 
‘tude de photométrie photographique de Vémission; cette méthode, assez 
astidieuse, ne m’a d’ailleurs pas donné des renseignements d’une trés grande 
récision, principalement en ce qui concerne la région des plus grandes longueurs 
Vonde pour laquelle une étude plus récente [25] m’a montré que l’émission 


“étend plus loin, jusqu’a vers 1 micron, et que la courbe y a une allure plus 
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Fig. 3. Répartition énergétique spectrale d’échantillons de CdS(Ag) 


a 


gaussienne (voir figure 5). Cependant, le faisceau des courbes de la figure 3 
met tout a fait en evidence l’influence de la température de calcination de 
Péchantillon et tout spécialement, l’influence néfaste d’une température trop 
élevée. Comme A I’échauffement, les cristaux restent hexagonaux et sont seule- 
ment plus gros et mieux formés, cette influence peut surprendre puisque I’é- 
mission doit étre essentiellement attribuée 4 Vimpureté argent. De récents 
travaux de diffusion du radioargent 110 dans le sulfure de cadmium, effectués 
par Mme. M. Bancie-Grillot (34) ont montré que, contrairement a ce a quoi on 
pouvait s’attendre, la quantité d’argent qui pénétre effectivement au sein 
du réseau cristallin ne subit. pas de variations notables entre 600 et 1.000 
degrés, La diminution de rendement de luminescence avec augmentation de 
a température de calcination doit donc étre recherchée dans l’association de 
ffet des atomes d’argent inclus avec celui d’autres défauts de réseau. 
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Malgré la trés belle fluorescence rouge de ce sulfure tered acted 
a Vargent, cette substance est déja un cristalloluminophore a ee infra 
be de la figure 3 le montre bien. Et le fait est encoré 
la répartition énergetique 


rouge. Le faisceau de cour 
plus apparent, par comparaison dans la figure 4 de 
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Fig. 4. Courbes comparées de la répartition énergétique spectrale d’un CdS(Ag) et de sa visibilit 
par l’ceil moyen | 
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Fig. 5. Emission d’un CdS(Cu) comparée a un CdS(Ag) 


spectrale du CdS(Ag) 600°, corrigée par rapport a la figure 3 en tenant compt 
des plus récentes mesures dans l’infrarouge [25] avec la courbe de visibilit 
spectrale de ce produit par l’ceil moyen. L’émission dans le domaine infraroug 
représente comme on le voit plus des trois quarts de l’énergie. . 

Le sulfure de cadmium pur, activé au cuivre, est également un trés bo 
luminophore 4 émission infrarouge. Des traces de ordre de 10 ° de cuiv: 
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olorent en brun les microcristaux, ce qui correspond 4 une queue d’absorption, 
lone a un phénoméne électronique.* En l’excitant en lumiére de Wood, on peut 
server, a l’aide d’une cellule au sulfure de plomb, une intense émission infra- 
ouge. La répartition énergétique de cette émission, mesurée a l’aide d’un 
pectrographe spécialement aménagé montre qu’elle se compose d’une bande 
ui s’étend de 0,8 micron 4 1,40 micron, avec maximum 4a 1,02 micron. En 
omparant, dans la figure 5, les surfaces comprises entre l’axe des abscisses et 
hacune des courbes: Tune correspondant a ce CdS(Cu) et l'autre au meilleur 
idS(Ag), surfaces qui donnent une mesure de l’énergie globale émise, on voit 
ue les rendements quantiques de ces deux luminophores sont du méme ordre 
le grandeur. 


Energie (unités arbitraires) 
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Fig. 6. Influence de la concentration du cuivre luminogene sur Vémission de CdS(Cu) 
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Du coté des plus courtes longueurs d’onde, cette courbe de répartition. 
snergétique spectrale du CdS(Cu) s’éloigne un peu d’une répartition de Gauss: 
im maximum secondaire, vers 0,85 micron peut étre envisagé. Celui-ci a. pu 
stre confirmé au cours de recherches ultérieures, en activant une série d’échan- 
illons de sulfure de cadmium pur avec des quantités progressivement croissantes— 
le cuivre [24]. Dans nos conditions opératoires, le maximum a 1,02 micron 
ne se retrouvait que pour les teneurs de cuivre relativement faibles (courbes 1 
st 2 de la figure 6). Par contre, pour des teneurs de 5-10 * et plus, l’émission 
a lieu principalement dans le proche infrarouge, le maximum étant situé a 


* On a pensé, a une gertaine période [2] que la greenockite admettait deux variétés 
allotropiques, toutes deux hexagonales, mais l’une jaune et Vautre rouge. L’influence d’infimes. 
,dditions d’impuretés montre qu’en fait un grand nombre de teintes sont possibles. 
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0,82 micron. La premiere bande n’est alors plus que pressentie par la forme nov 


gaussienne de la courbe, du cété des grandes longueurs he (sours 4 et | 
de la figure 6). Enfin, les deux maxima apparaissent simultanément, d’une facon 
trés nette et avec des intensités comparables, pour des teneurs moyennes df 
cuivre (courbe 3 de la figure 6). 
La plupart des luminophores sont des substances , soit plus ou morn} 
mal définies chimiquement (luminophores aux sulfures alcalinoterreux pa 
exemple), soit tout au moins assez difficilement directement comparables entr 
elles. Font naturellement exception toute la série des halogénures alcalins, don} 
l'étude comparée a apporté beaucoup de précisions a la connaissance des cristaw 
4 liaisons ioniques. L’intérét principal d’une étude approfondie du sulfure di 


cadmium réside dans le fait de sa trés étroite analogie chimique et cristallograj 
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Fig. 7. Courbes comparées d’un CdS(Cu) et d’un ZnS(Cu) ot les deux sortes de centres 
luminogénes -cuivre sont trés apparentes. 


phique avec le sulfure de zinc, sous forme wurtzite, les liaisons entre atome 
n’étant pas ici purement ioniques. 

Cette analogie se répercute en effet dans le domaine de la luminescent 
puisque, notamment, le cuivre constitue dans le sulfure de cadmium comm 
dans le sulfure de zinc deux sortes de centres luminogénes, pouvant coexist 
dans le cristal. Dans ce dernier en effet, les deux sortes de centres cuivre, l’u 
a émission verte avec persistance, l’autre a émission bleue sans persistan 
notable, sont bien connus depuis longtemps. La comparaison de la courbe 
de la figure 6 avec celle de répartition énergétique déterminée par Madar 
Grillot [27] sur un sulfure de zinc post-activé 4 basse température, et ot | 
deux sortes de centres luminogénes cuivre existent en proportion du mén 
ordre, conduisant 4 des maxima bien distincts, est 4 ce propos trés démo 
strative (voir figure 7). _ | 

_ Dans ZnS(Cu), S. Rotschild [28] a montré que l’a€croissement de la conce 
tration du luminogéne favorise la formation des centres d’émission de pl 
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courte longueur d’onde (bleue), ce qui a été confirmé par divers auteurs. 


Plusieurs 
representations en ont été déduites. Sans contester cette év 


idence expérimentale, 
nous avons été conduits, Mme. Grillot et moi-méme, a la suite de nos expériences 


[29] a considérer que l’effet observé de la concentration n’est pas la cause 
premiére du phénoméne, mais le résultat de la fixation, en proportion plus 
ou moins grande, d’atomes d’oxygéne au voisinage des atomes de luminogéne 
[30]. En considérant le centre A émission bleue comme formé par un atome de 
cuivre qui s’est substitué 4 un atome de zinc du réseau et le centre A émission 
vert comme produit par la substitution d’un atome de soufre voisin de cet atome 
de cuivre par un atome d’oxygéne, la plupart des phénoménes décrits A propos 
de ces deux sortes de centres, pour des luminophores dont on donne avec 
quelque détail le mode de préparation semblent pouvoir trouver une explication 
simple [31]. En ce qui concerne le sulfure de cadmium, il ne nous semble pas 
encore certain qu’un effet analogue en soit cause. Ce n’est cependant probable- 
ment pas non plus un effet direct de la concentration. Les valeurs consignées 
dans la figure 6 ne sont données qu’A titre de premiére indication car il nous 
est arrivé que, dans des échantillons de méme teneur en cuivre, calcinés dans 
les mémes conditions apparentes et a la méme température, l’importance relative 
des deux sortes de centres soit assez différente. 

L’allure générale de la répartition énergétique spectrale de Il’émission du 
luminophore CdS(Cu) 4 maximum pour 1,02 micron a été confirmée depuis 
par G. F. J. Garlick et M. J. Dumbleton [8], A +17° C et A —183° C. Bien 
qu'il ne le fassent pas remarquer, l’existence des deux sortes de centres cuivre 
apparait bien sur leurs courbes, surtout sur celle 4 basse température (les trans- 
ferts d’énergie d’un centre a l’autre étant alors moins importants). Dans la méme 
publication, ils donnent également les courbes d’émission du séléniure de cad- 
mium activé au cuivre ainsi que des solutions solides sulfure de cadmium- 
sulfure de mercure, également activés au cuivre, de compositions variables 
allant jusqu’a SHg(Cu) dont le maximum est aux environs de 2,1] micron. Dans 
toutes leurs courbes, on retrouve une légére indication d’un maximum secondaire 
de plus courte longueur d’onde ; l’existence de deux sortes de centres luminogénes 
cuivre apparait donc étre un phénoméne qui s’observe dans toute cette série de 
luminophores analogues et qui laisse supposer une constitution similaire. 

Examinons la disposition des niveaux énergétiques des centres luminogénes 
connus argent et cuivre, dans le sulfure de cadmium et dans le sulfure de zinc, 
dans sa forme wurtzite. L’écart entre bande de valence et bande de conducti- 
bilité est fourni par la limite d’absorption fondamentale de chaque réseau : 
il est de 3,70 eV pour ZnS (limite d’absorption : 3.350 angstroms) et de 2,43 eV 
pour CdS (limite d’absorption: 5.100 angstroms). D’autre part, plom la 
méthode classique, la longueur d’onde du maximum d’émission d’un lumino- 
phore monoactivé permet de calculer l’écart énergétique entre la bande de 
conductibilité et le niveau discret caractéristique du centre luminogéne. Ces 
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valeurs pour les différents centres : argent, cuivre n° I (émission de plus grand( 
longueur d’onde) et cuivre n° 2 (émission de plus courte longueur d’onde); 
dans le sulfure de zinc et le sulfure de cadmium, sont consignées dans la figure &f 
A premiére vue, la comparaison de ces écarts énergétiques ne présente rien di 
bien particulier. Par contre, si on en déduit l’écart énergétique entre une sorte} 
donnée de centre et la bande de valence, il apparait clairement que, dan} 


les trois cas, sa valeur est a peu prés conservée lorsqu’on passe du sulfur 
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Fig. 8. Schéma de la position des niveaux énergétiques des divers centres luminogénes dat 
ZnS et CdS 


de zine au sulfure de cadmium: pour Ag: 0,91 eV dans ZnS et 0,76 eV dar 
CdS; pour Cu n°l: 1,33 eV dans ZnS et 1,21 eV dans CdS; pour Cu n*® 2 
0,91 eV. dans ZnS et 0,92 eV dans CdS. 

Ce fait ne nous semble pas fortuit. I] nous parait indiquer que latom 
luminogéne (argent ou cuivre) se trouve fortement lié aux atomes de souf: 
voisins (dont les électrons d’ionisation définissent la bande de valence) alo. 
qu’il serait peu lié a l’'atome métallique constituant du réseau (zinc ou cadmium 
Considérons par exemple un centre cuivre n° 2 qui, dans la théorie a laquel 
il est fait ci-dessus allusion [31], est considéré, dans le sulfure de zinc, comn 
formé par Vinsertion d’un atome de cuivre simplement substitué 4 un aton 
de zinc du réseau. Cela rejoint Vinterprétation proposée plus tard par F. . 
Williams [32] envisageant que dans ZnS(Cu) le cuivre soit au centre d’ 
tétraédre dont les quatre sommets seraient occupés par des atomes de souft 
ce qui revient 4 dire la méme chose étant donnée la structure hexagonale de 
wurtzite (figure 9a). Dans cette représentation, la liaison cuivre — soufre de 
alors étre prépondérante, par rapport a la liaison du cuivre avec les atom 
de zinc du réseau, plus éloignés et masqués derriére un écran d’atomes de souf 
Par contre, si l’'atome de cuivre était en position interstitielle, le centre — 
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étraédre serait occupé par un atome de zinc (figure 9b) proche de l’atome de 
uivre et qui devrait done exercer une grande influence sur son énergie. Le fait 
ue l’écart énergétique entre la bande de valence et le niveau du centre ne soit 
as beaucoup modifié lorsqu’on passe du sulfure de zinc au sulfure de cadmium 
arait bien en faveur de la premiére représentation, avec l’atome activateur 
ubstitutionnel. C’est Vargument par lequel, dans un récent ouvrage [33 | 
Mf. et D. Curie font remarquer que notre résultat permet de rejeter définitive- 
nent, au moins dans ce cas, la théorie de l’atome luminogéne en position inter- 
titielle. 

Si, pour une sorte donnée de centres luminogénes, les valeurs trouvées 
e Pécart entre niveau du centre et bande de valence sont voisines, elles ne 


So 


ig. 9. a — atome de Cu substitutionnel dans ZnS ; b — atome de Cu interstitiel dans ZnS 


mnt cependant pas identiques. La cause de ces différences, nettement supé- 
eures aux erreurs expérimentales possibles, peut étre due a divers facteurs. 
ar exemple, les quatre suivants : f 
__ 1°: Ilya une certaine imprécision sur la position de la bande de conduc- 
bilité et la découverte expérimentale de l’exciton remet méme en question 
calcul de la largeur de la bande interdite. Pour le sulfure de cadmium, la 
mite d’absorption n’est pas nette et E. F. Gross [14], comme il est déja dit 
lus haut, y a observé des raies fines d’exciton. I] peut en étre de méme ul- 
rieurement dans le sulfure de zinc de sorte qu’on soit amené 4a xelever de 
uelques centiémes d’électron-volt, c’est a dire jusqu’a la limite d’une série 
mvergente -excitonique, le niveau inférieur de la bande de conductibilité. 
2 relévement, lié 4 une propriété du réseau fondamental, ne serait pas néces- 
irement le méme pour les deux luminophores. 

2°: On fait maintenant aussi appel pour expliquer l’émission lumi- 
sscente a la formation préalable d’un centre excité par fixation du photo- 
ectron sur des orbites lointaines du centre luminogéne. Les niveaux corres- 
yndant A ces centres activés, qui sont peut étre des niveaux du genre exciton, 
nt a quelques centiémes d’électrons-volts au dessous de la bande de conducti- 
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pilité, distance qui n’est pas nécessairement la méme pour les diverses sorte) 
de centres, dans le sulfure de zinc ou dans le sulfure de cadmium. 

3°: La plus grande différence constatée semble étre pour le luminogeni 
argent. Mais on peut se demander si l’on a bien pris deux centres argent di 
méme nature. De récentes mesures, dont le détail sera publié prochainement, sui 
le CdS(Ag) calciné a 900 ou 1000 degrés montrent, non seulement que lev 


; : ’ sets ae 
luminescence est beaucoup plus faible, mais que le maximum d’émission e¢ 


déplacé 4 7800 angstroms, ce qui correspond a une nouvelle sorte de centi 


luminogéne argent. L’écart énergétique entre le niveau de ce centre et la bana 
de valence reviendrait alors 4 0,84 eV ce qui réduit déja notablement la diff! 
rence [39]. 

4°: Ily aenfina considérer V’influence du champ intracristallin du résea 
sur les niveaux électroniques des activateurs. On sait que la nature des liaison 
existant entre les atomes du réseau de base, soit entre eux soit avec ’activateul 
joue un réle certain. Malgré la grande analogie du sulfure de cadmium et q 
sulfure de zinc, il faut bien s’attendre A ce que de faibles écarts marque! 


aussi l’influence de la nature du milieu de base. 
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KPHCTAJIJI“NUECKHE MHHEPAJIbHbIE BELIECTBA 
C MH®PAKPACHDBIM JIFOMHHECLUMPYIOLUMM H3JIYYUEHHEM 


E. TPHHO 
Pestiome 


HeopraHuyeckne KpHCTabl Jaouywe JIOMMHeECHeHMIO B HHpakpacnoli oodnactTu 
Ne€KTpa CTasIM MpeAMeTOM UCCNeLOBAHUA WeMCTBUTEbHO TOKO HECKONbKO eT TOMY Ha3ad. 
> HACTOAUIee BPeMA, MO 3STOMY NOBOAY, NpousBo_ATCA uccMeOBaHUA B AByX TaBHbIxX 
anpaBiieHu Ax. 

C ogHoH croponni, JlamkapeBbim u ero coTpyAHuKamu ewe B 1946 roxy Opina oOna- 
yxeHa WVHPpakpacHaA JOMHHECICHUMA 3AKHCH MeAM, UM HeaBHO yCTAHOBeHbI HeKOTOpbIe 
e cBolicTBa. Ipocc u ero coTpyaHukKu B 1951 rofy (Ha TOM 9Ke Cu,O) NoKa3anM Ha onbITe 
yIleCTBOBaHHe 3KCHTOHA, BOAO pOAONOMOOHy10 CHCTeEMY COCTOAILY10 U3 IIEKTPOHA ABM)KYWeroca 
OKPyr NMONOKUTEIbHOK AbIPKH. B HacToAMeH padoTe aBTOp Npefaraer cxemy, KoTOpaA 
OKa3bIBaeT IKCHTOHMYeCKHH MeXaHu3M JIIOMMHECHeHTHOrO cBeyeHuA HM POTONpOBOAMMOCTH 
u,O, uv OOACHACT AHOPMANHOCTbh BpeMeHH pesakcauMn. 

C Apyroi cTOponbl, aBTop ero paOoTbl u3syyaeT KpacHoe u UHPpakpacHoe u3Iy- 
eHHe CyIbuswa KaqMUA AKTUBUPOBAHHOrO cepeOpoM, u MH@pakpacHoe u3iyuenne cyibpusa 
aiMuA, AKTHBUPOBaHHOrO Mefbio. MeHAA KOHWeEHTpalnio-Megbu B SCd(Cu) on OOHapyKuT 
ylecTBOBaHue AByX BuAOB WeHTpOB cBeyeHuA. T1OBHAMMOMY TaKHe )Ke pe3yJIbTAaTbI a1oT 
eCd u S[Cd—Hg], aktuBupoOBaHHble MeJbIO, 0 YEM MOOKHO CYAMTb NO KpHBbIM Tapsuka u. 
lyMOsIeTOHa. 

CpaBHeHue 9THX TPeX COPTOB COOTBETCTBYIOINMX WEHTPOB CBeyeHuA (cepeOpa u Mefn) 
cynb@use WuHKa WB Cybpuse KaqMuA MOKaSbIBAeT HAM, YTO JHEPreTHYeCKAaA Pa3sHOCTb 
KAY MONOCOH BaNeHTHOCTH H ypOBHeEM aHHOTO WeHTpa XapakTepuH3yeT NpupopAy eToro 
eHTpa. ITOT pe3sybTaT HaM pa3pewlaeT OKOHYATENbHO OTOPOCHTb B eTOM CJIyYae TeOpHIO 
@KMYPelleTOYHOO JIKOMHHOTeHHOTO aTOMa. 
oe 


DIE RELATIVISTISCHE BEWEGUNG 
DES MASSENPUNKTES BEI EINER ALLGEMEINEN 
KRAFTANNAHME 


Von 
G. SZAMOSI 


INSTITUT FUR PHYSIK DER ROLAND-EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen: 13. VIII. 1955) 


Die vorliegende Arbeit erértert die kinematischen Eigenschaften der relativistischen 
Bewegung unter Annahme einer allgemeinen Kraft. Hierbei wird die Viererarbeit der wirken- 
Jen Kraft als von Null verschieden betrachtet. Nach einer ausfiihrlichen Besprechung der in 
sinem konservativen Feld stattfindenden Bewegung wird der Nachweis erbracht, dass im dusse- 
en Anziehungsfeld unter ziemlich allgemeinen Bedingungen aus relativistischen Griinden 
stets eine Abstossung auftritt. Schliesslich wird ein Reziprozitiatssatz fiir die kinematischen 
Higenschaften abgeleitet. 


Im nachstehenden soll der raumlich-zeitliche Verlauf der relativistischen 
Bewegung eines Massenpunktes unter Annahme einer allgemeinen Kraft unter- 
sucht werden. Die hierbei angestellten Uberlegungen sollen bei den angegebenen 
Bedingungen von ganz allgemeiner und zugleich auch von ganz elementarer 
Natur sein. : 

Die Zusammenfassung der im folgenden beschriebenen elementaren Tat- 
sachen lasst sich damit begriinden, dass der raumlich-zeitliche Verlauf der 
relativistischen Bewegung bis in die allerletzte Zeit nur an Hand der im 
slektromagnetischen Feld bewegten elektrischen Punktladung untersucht 
wurde. Die Ergebnisse, zu denen man hierbei gelangen kann, sind aber keines- 
wegs allgemein, weil die Viererarbeit der wirkenden Kraft im erwahnten Fall Null 
betrigt, woraus folgt, dass die Ruhmasse konstant ist. Aus dem konstanten 
Charakter der Ruhmasse ergibt sich dann, dass z. B. die Geschwindigkeit des 
bewegten Massenpunktes niemals die Lichtgeschwindigkeit erreichen karin, 
dass die wirkende Kraft immer in einer einzigen Richtung beschleunigt, dass 
sich die Bewegungsgleichungen auch hinsichtlich ihrer Form stets wesentlich 
von den Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik unterscheiden usf. 
Alle diese Folgen werden an zahlreichen Stellen, in Monographien ebenso 
wie in fliichtigen Beschreibungen, gewohnlich als allgemein charakteristische 
Kigenschaften der relativistischen Mechanik erwahnt. Dies ist aber, wie gezeigt 
werden soll, keineswegs der Fall, und die erwahnten Erscheinungen sind eher 
ausnahmsweise auftretende als allgemeine Eigenschaften der relativistischen 
Bewegung. = 

Erst in der letzten Zeit wurde der raumlich-zeitliche Verlauf der relati- 
vistischen Bewegung fiir jene Falle untersucht, wo die Viererarbeit von Null 


a. 
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die eingehende riumlich-zeitliche Unter-j 
n skalaren Kraftfeld bewegtery 
Kraftfeld ausgedehnt werden\ 


verschieden ist [1]. Diese Ergebnisse, 
suchung der Bewegung eines in einem aussere 
Punktteilchens, sollen jetzt auf ein beliebiges 

Diese Verallgemeinerung hat einen bestimmten physikalischen Sinn, da ja die) 
folgenden Darlegungen fiir praktisch wichtige Probleme Giltigkeit besiczen\| 
wie z. B. fiir die Bewegung des magnetischen Dipols [2], fiir die relativistische| 
Hydrodynamik [2] oder — wie gezeigt werden soll — fur einige klassische| 
Eigenschaften der sich im Feld der Kernkrafte bewegenden Nukleonen. 


I 


Den Ausgangspunkt fir die nachstehenden Darlegungen bilden die Be} 


wegungsgleichungen der relativistischen Mechanik, deren invariante Form 
: 


IDG = tees (lal 
dt | 


d ) ) 

lautet, wo py = My den relativistischen Impuls und K, die Minkowskisch« 
Tt 

Kraft bedeuten. Es werden die Symbole 4%, %9, %3, %4 = ict benutzt ; M, be: 


zeichnet die Ruhmasse, t die Eigenzeit. Véllig gleichwertig der invarianter 
Gleichung (la) ist die nicht invariante Gleichung 


Sa (1b 
dt 


wo t die Koordinatenzeit und F, = (//1 — f? K,) die Newtonsche Kraft sind 
Neben den Bewegungsgleichungen besteht die kinematische Nebenbedingun: 
dx, dx, = —c? (dt), ferner die aus der Kigenschaft des Vierervektors p, fol 


gende Identitat Ps = —E, wo E die Energie ist. 
c 


Im folgenden sei angenommen, dass die Viererarbeit im untersuchte 
Feld von Null verschieden ist. In diesem Falle ist es wohlbekannt, dass aut 
die Ruhmasse nicht konstant ist, sondern dass 

Q 
My =m + a ( 
c 
gilt, wo (siehe z. B. [3]) 
P(t) 


Q(t) = —J K, dx, . ( 
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Die die Ruhmasse verandernde Grésse Q kann jetzt von beliebigen Variablen 
abhangen, wobei auch nicht ausgeschlossen werden soll, dass zwischen diesen 
Variablen Zusammenhinge bestehen. Es ist ferner einleuchtend, dass Q nicht nur 
von den momentanen Daten des bewegten Teilchens abhangen wird, dass es. 
also nicht unbedingt eine Zustandsfunktion ist. Aus diesem Grunde ist weder die 
Gl. (4) noch die Gl. (9) ein wirkliches Energieintegral. Aus dem Vergleich der 
Gln. (2) und (1) geht sofort hervor, dass die Energie im Falle einer beliebigen 
Kraft durch folgende Gleichung ausgedriickt werden kann : 


eM c?, (4) 


Diese Form der Energie ist ganz allgemein und hangt-nicht davon ab, ob die: 
untersuchte Frage als Ein- oder Mehrteilchenproblem betrachtet wird, da ja 
fiir K, noch keinerlei Bedingung aufgestellt wurde. 

Der anschauliche Sinn der die Ruhmasse verandernden Grésse Q ergibt sich 


iibrigens aus der Gl. (3) wie folgt: 


1 
0 { yw <(A~ Edt, (3a) 


wo A die Dreierarbeit der Newtonschen Krafte bezeichnet. Das Verschwinden 
dE dA 


der Viererarbeit bedeutet ja eben, dass —~ = ~—— ist, im allgemeinen ist es. 


dt dt 
aber gerade die Differenz dieser beiden Gréssen, die im wesentlichen die Massen-» 
veranderung hervorruft. 

Es sei nun die Bewegung ausfihrlich fiir den physikalisch interessan- 
ten Fall besprochen, wo K,=0 ist, also fiir den Fall der Giltigkeit des Ener-- 
gieprinzips. 

In diesem Fall wird man sofort einen einfachen Zusammenhang zwischen 
der massenvermehrenden Grosse Q und der Dreierarbeit der Newtonschen 
eriite finden. Aus der Gl. (3a) erhalt man bei Heranziehung der Gl. (4) 


A = 


palate |. : (3) 


2 
2m c 


Es ist ersichtlich, dass wenn Q stets grésser als Null ist, A eine monotone Funk- 
tion von Q sein wird. Im Falle Q <0 hat Aein Maximum im Punkte Q= —m,c* 


2)? 
m 
[Anas =+ ( = b : Orsts eetzl dass 0 diesen Wert im gegebenen ausseren 


Feld annehmen kann. 
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hmen unsere Bewegungsgleichungen unter Be} 


Im vorliegenden Fall ne 
ricksichtigung der Gl. (4) folgende Form an: | 


(Pas 1,723). (64 


dt 


wo M konstant ist, so dass die Bewegungsgleichung eine vollig klassische Forni 
aufweist. Auf eine solche Form kann z. B. die Bewegungsgleichung der in 
elektromagnetischen Feld bewegten Punktladung niemals gebracht werden! 

In diesem Zusammenhang sei bemerkt, dass manim Falle von F = cons¢ 
(diese Kraftannahme liefert im Falle der im elektromagnetischen Feld bewegtex 
Punktladung die bekannte Hyperbelbewegung) auf Grund von Gl. (6) eini 
gréssere Geschwindigkeit als die des Lichtes erhalt. (Kin quantenmechanisel 
interessantes Beispiel, das zu einem ahnlichen Ergebnis fiihrt, wurde bereit| 
friiher von Marx [2] diskutiert.) | 

Wegen der Bedingung E = const besteht mit Riicksicht auf die Gl. (4 
zwischen den Newtonschen und den Minkowskischen Kraften die Identitai 


| 
Bes Mogg, Aus der Form der die genaue Bewegungsgleichung darstellende: 
M : 


| 


Gl. (6) kénnen die folgenden Schliisse gezogen werden. Wenn sich die Minkow 
skische Kraft im gegebenen Raum monoton verandert, dann 

1. veriindert sich F'; ebenfalls monoton, wenn M, nicht sein Vorzeiche: 
wechselt (d. h. wenn iiberall Q > —miye?) ; 

2. wechselt F; sein Vorzeichen, wenn Q < — mc sein kann. 

Anschaulich gesprochen- wird man also sagen kénnen, dass z. B. de 
Vorzeichenwechsel der Newtonschen Kraft in einem beliebig singulaéren an 
ziehenden Kraftfeld immer eintritt, wahrend dieser Vorzeichenwechsel de 
Kraft in einem ahnlichen Abstossungsfeld nicht stattfindet.* Wenn sich K 
nicht monoton verandert, dann ist die Lage wieder eine andere. In der Nord 
strémschen Gravitationstheorie [4] ist z. B. Ki = My. In diesem Fall 

i 

wechselt die Newtonsche Kraft offenbar nicht ihr Vorzeichen. 7 

Die kinematischen Eigenschaften der Bewegung im gewahlten K 
ordinatensystem sind praktisch alle aus der Gl. (4) abzulesen. Im Punkt 
Q = —m,c? erreicht die Geschwindigkeit des Teilchens die Lichtgeschwindigke 


* Im nachstehenden soll noch gezeigt werden, dass sich Q in einem Feld vom »Ker 
kraftetyp« wahrscheinlich von Null unterscheidet. Dies ist insofern von Bedeutung, als es vo 
Gesichtspunkt einer eingehenden Erlauterung des Verlaufes z. B. der Kernreaktionen se 
wichtig ist zu wissen, ob der Absolutwert des Potentials in zuasammengesetzten Atomkern 
die Ruhenergie der Nukleonen iibertrifft oder nicht. 
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und im Punkte Q = —2my,c? die Anfangsgeschwindigkeit, die durch die Gleichung 
: s : ; 
oa ee (myc? + Qit=o))? Hie a 


bestimmt wird. Es ist auch leicht den Punkt anzugeben, wo die Geschwindigkeit 
des Teilchens Null betragt und von wo anes jede Phase seiner Bewegung nach 
riickwarts wiederholt. 

Die letzte Behauptung wird genau durch den folgenden Reziprozitatssatz 
zum Ausdruck gebracht, der stets bei abnehmendem Q gilt, wenn die Bedingung 
Q < — mc? irgendwo erfillt wird. Nimmt man an, dass P, und P, zwei Punkte 
des Raumes sind, die durch den Zusammenhang 


Q (Pi) + Q (P,) = — 2m (8) 


miteinander verbunden werden, so stimmen in P, und Py alle charakteristi- 
schen kinematischen Angaben der Bewegung miteinander tiberein. Die Rich- 
tigkeit dieses Satzes lasst sich auf Grund der obigen Ausfiihrungen leicht be- 
statigen. Bringt man die Geschwindigkeit aus Gl. (4) auf eine der Gl. (7) ent- 
sprechende Form, so sieht man sofort, dass in den beiden durch die Gl. (8) 
miteinander verkniipften Punkten die Absolutwerte der Geschwindigkeiten 
miteinander iibereinstimmen. Fiir den Absolutwert der Beschleunigung ergibt 
sich dasselbe aus der Gl. (6), waihrend sich dies fiir die von den Newtonschen 
Kraften geleistete Arbeit ohne weiteres aus der Ubereinstimmung der Ge- 
schwindigkeiten und aus der Gl. (6) nachweisen lasst. 

Mit Hilfe des Reziprozitatssatzes steht der charakteristische Verlauf 
der behandelten Bewegungsarten anschaulich vor uns. Das Teilchen beschleu- 
nigt sich infolge der Wirkung der Anziehungskraft allmahlich bis zur Licht- 
geschwindigkeit, um sich dann wieder bis zur Anfangsgeschwindigkeit zu 
verlangsamen. Inzwischen betragt die gesamte Arbeit der Newtonschen Krafte 
Null. Ebenfalls Null ist naturgemass auch die Arbeit zwischen den die Bedin- 
gung der Gl. (8) befriedigenden, sonst aber beliebigen Punkten P, und P3. 
Die vollstandige Bewegung kann also in zwei Teile zerlegt werden, die gleich- - 
‘sam Spiegelbilder voneinander sind. | 

Es mutet jedenfalls iiberraschend an, dass diese ziemlich allgemeinen 
und einfachen Eigenschaften der relativistischen Bewegung bisher noch nicht 
ausfihrlicher untersucht wurden. 

Die Erérterung der zwischen den dynamischen Gréssen bestehenden 
Zusammenhiange lasst sich noch durch folgende Bemerkung erganzen. Aus 

der Gl. (6) folgt, dass in einem konservativen Feld 


7 


= Me == A = W = const, ’ (9) 


) 


ys 


ail 
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wo W eine Energiekonstante von vdllig klassischer Natur ist. E und W sind | 
natiirlich voneinander nicht unabhingig. Es ist leicht einzusehen, dass zwischen 


E und W die Beziehung 


besteht. Wenn speziell W = 0, dann E = myc’. 


Iil 


Im folgenden seien einige Bemerkungen zur quantentheoretischen For-_ 
mulierung dieses Kapitels der relativistischen Mechanik gemacht. Da von der} 
Bedingung (4) nunmehr abgesehen wird, sind die nachstehenden Ausfihrungen | 
ganz allgemein giiltig. Die Viererimpulse befriedigen die Gleichung 

1S A Bee lm. a 4 c 
c 


von wo man nach formellem Wurzelziehen zur Diracschen Gleichung 
.( Q) wis 
Yv Py —t|my + —SIe == 0 
c 


gelangt. In dieser bedeuten die y, die Diracschen Matrizen. Hieraus ist un- 
mittelbar ersichtlich, dass jene Felder, die bisher als Méglichkeiten von Kern- 
kraftfeldern theoretisch in Frage kamen, mit Ausnahme des Vektormesonen- 
feldes (die Viererarbeit ist dort Null) einfache quantentheoretische Verall- 
gemeinerungen der im vorstehenden untersuchten klassischen Bewegung sind. 
Die Ausdriicke fiir Q lassen sich in den einzelnen Feldern leicht angeben, wenn 
man sich der Einfachheit halher auf kugelsymmetrische und statische Falle 


e-ar 
beschrankt. 0 = — g” 


ener 


Q = — 87 0h03° 
T 


im skalaren Feld mit Skalarkoppelung, Q = 


im pseudoskalaren Feld mit einer. Pseudoskalarkoppelung, 
fe Re eR oy es eee 
Q & 02 02 Vu Vv 8x, Ox, : 
usw. (Die Bezeichungen sind iiberall die wtblichen.) 

Die massenvermehrende Grésse Q gelangt also nicht nur aus Invarianz- 
griinden neben die Ruhmasse m,, sondern deshalb, weil sich die wirkliche Masse 
der Nukleonen im Feld der Kernkrafte andert. Dies ist eine klassische Folge der 


in demselben Feld mit Vektorkoppelung 


\ 
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Relativitatstheorie, so dass dies z. B., auch bei der kinetischen Energie der 


Nukleonen beriicksichtigt werden muss. 

Die Minkowskische Arbeit Q spielt also in der Quantenmechanik eine 
ahnliche Rolle wie das Potential. Aus der Gl. (9) erhalt man z. B. leicht den 
Ausdruck 


d (Pi) —— <a 8Q\. 


dt Bas. * 


wo die Klammern < > die Erwartungswerte bezeichnen. 
An dieser Stelle sei Herrn Prof. K. F. Novobdtzky und meinem Kollegen 
G. Marx fiir seine wertvollen Bemerkungen gedankt. 
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PEJIATUBUCTCKOE T.BMKEHHE MATEPHAJIBHOM TOUKH 
MPH OBWEM CHJIE 


r. CAMOLUIM 


Pe3wme 


PasOupalorca KHHeMAaTHYeCKHe CBO/CTBA PeATMBUCTCKOFO ABWOKCHHA Tip oomeit 
cue. He mpegnomaraetca, uto ueTbipexmepHaa padota feticrByomei cuibl paBHa HOJI. 
Tlogpo6Ho paccmaTpuBaeTcaA ABWKEHHE, MPOMCXOAALICe B KOHCepBaTHBHOM Tose. Mo>KHO 
TOKa3aTb, YTO BO BHELUHEM M01e NIPUTAKEHMA, IPH HOBOBHO oOuluxX yCIOBUAX, BCera BOSHH- 
KaeT OTTAIKMBaHMe H3-3a PCIATHBUCTCKUX MpHYMH. MOKHO BbIBeCTH HeEKOTOpy!0 TeOpHto 
“OOpaTHbIX BeNMYMH WIA KMHeEMATHYeCKMX CBOHCTB. 
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THE RADIOFREQUENCY MASS SPECTROMETER 
AS AN ANALOGUE TO THE OPTICAL GRATING 


By 
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(Presented by L. Janossy. — Received 12. TX. 1955.) 


| 

The rf spectrometer of the Bennett type is, according to the theory outlined, a strict 
analogue to a nonequidistant optical grating, and, due to this fact, its problems may be treated 
by applying the corresponding optical considerations and formulae. The complication caused 
by the varying grating constant is overcome with the aid of a simple mechanism, which gives 
complete graphical information about the energy gain function, making thus possible the proper 
choice of Bennett’s empirically chosen combination for the numbers of cycles. Redhead’s analyzer 
[2] is a simple special equidistant spectrometer, its formulae may, of course, be easily derived 
from the formulae of the optical grating. It may be seen, however, that a Bennett type analyzer 
with properly spaced stages exhibits much better resolutions, than a Redhead type with the 
same number of stages (Fig. 8). 


The principle of the velocity selection rf mass spectrometer is due to 
W. H. Bennett [1]. The ion beam to be analysed is allowed to pass a rf field 
between three parallel grids (Fig. 1), where the ions suffer an energy change E. 


SS eee 

jon et 
SOULE. smieiaas meas eee tino ag 
~---$+4--> 

Fig. 1 


he value and sign of this change depends upon the time spent by the ions 
n the field, as related to the rf period, and is, accordingly, a function of the 
ion velocity v, the rf frequency f and, besides, the entrance phase © (the phase 
f the rf field at which the ions enter). For any given ion velocity there exists 
optimum frequency fo, at which E is a positive maximum (Eyax) if, at the 
ame time, the entrance phase is optimum too. These optimum conditions 
may be expressed in the following way : the ions should spend only a definite 
fraction of the whole rf period in the field and should enter at such a phase 
hat they pass the middle grid at the instant of the sign change of the belbe 
By an appropriate retarding potential the ions with correct velocity, i. e. with 
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maximum energy gain may be selected (the others being rejected) and detecte¢ 
electrically on the collector. The velocity selection accomplished in this way 
is a mass spectrometric selection too, if an equipotential ion source is used 
With monoenergetic ions the correct velocity, corresponding to some fo fre} 
quency, equally means a selected mass and the ion currents obtained at th 
different frequencies fy give the lines of the mass spectrum. 

A mass analyzer of this type deserves attention not only because of it 
simple construction, but also for the advantage of using ion beams of wid 
cross-section not limited by slits. Unfortunately, however, the wide ion beam! 
cannot be utilised in length as well, because Emax and nearly Emax, will bs 
gained only by a fraction of the ions even with the correct velocity (mass) 
namely by those with nearly the correct phase. As a result of this in each n 
period only ions entering in a certain phase interval 2d@ < 2c will be detected 
the phase of which is still not so wrong as to keep their energy gain below th} 
retarding potential; at the same time ions with velocity (mass) not muck 
different from the optimum at a given frequency and with sufficiently correci 
phase may also pass the retarding field. Consequently, when the mass spec 
trum is swept by varying the frequency, every sort (mass) of ion will appeai 
in a definite frequency interval around its optimum frequency fy giving spectra 
lines of finite width. | 

In order to ensure at the collector as great an ion current intensity a! 


possible, and, at the same time, to retain the desired resolution, the retard 
ing potential U, is to be chosen in accordance with the formula 


Emax 


e 


= Ue Z U emin) . 


Umin) may be determined using the diagram of energy gain yersus frequenc 
(Fig. 2). The intensity obtainable in this way may be increased, just as in tk 
case of the conventional magnetic instruments, by sacrificing in resolvin 
power (i. e. by decreasing U,). On the other hand, however, the loss in resoh 
tion may be compensated in a relatively easy way, namely, by using mo 
stages. This compensation is not due to the mere increase of the energy gait 
as a matter of fact, in a multistage analyzer E is not simply multiplied t 
the number of stages, at least not at every frequency, because the same 10) 
enter the different stages, in general, at different phases. 

The problem of the multistage rf spectrometer is solved only for tl 
special case of stages following each other without spacing between ther 
(Redhead [2]). Bennett himself tried to obtain better resolution varying | 
trial and error the spacing between the successive stages. We considered 
therefore necessary to solve the problem theoretically for such a general case to 
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_ The rather complicated relations we cleared up with the aid of an analogy 
between the rf mass spectrometer and the optical grating, completing in this 
ay the well-known analogy of the prism spectroscope and the sector field 
magnetic mass spectrometer. 


a 


ee ae 


A single rf stage of length 2s produces an energy gain EO 


—_ a = 
ro ee < xs eit sine 2 bea pet é eye if J 
a: Bit a2) con bs Ayes a hme (1) 
= eo E@) = _A—— cos (0 + 4) | RM Es 


¥r5t 


eg 


a 
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that is, in turn, a periodic function of the frequency f with the ion velocity v 


as parameter, exhibiting «minima» at frequencies 


fake (iat) : (3) 


and monotonously decreasing maxima between these. The first maximum we 
have at A) = 2,3312,1. e. at the «optimum frequency» . 


paste Qe Ue _ sisstg Uz, (4 
20 my, Ss \M s /M | 


where we used the symbol U, for the accelerating voltage, M for the mass 
number and m, for the mass of an ion with mass number 1. All quantities ar 
to be taken in MKS units. 

Similar formulae describe the light distribution produced by a sing! Bt 
slit in the case of Fraunhofer diffraction. The light vector may be written | 


: cos O . . (1 


with A =const and 4 = 2ns oe s being the width of the slit, the wave length. 


a. the diffraction angle. E @) is again a cosine function of the time, i. e. the 


phase © with the amplitude 
; ae in ‘ ; c, 4 
¥ . ; "i . e ce 
Li tas > as > $8) iP sin 7 s — ~~ ’ * - 
oa ’ ae é 7 J . EW) ae 8 ne as i} ’ uw ; Youd a ii 
eS uA : h a , : ~ ) _ , 3 = or ts i ay -— Thh. i> he t Bi i - a 2. vy ’ iB ’ 
2S . a i Qa : pet, eae 
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| It is worth while to notice the close analogy between the quantities 


requency and diffraction angle, by varying of which the scanning of the spec- 


rum is accomplished, further between velocity and wave length, by which 
he components of the ion and light beam resp. are characterized and the 
pectral lines (maxima) located. This is the starting point of the analogy, that 


| 


. Fig. 3 


opeared to be very useful in understanding and designing multistage rf spectro- 
ters. The difference in the location of the first maximum (Fig. 3) is not 
gnificant, because the missing zero-order maximum would be of no use in 
ass spectroscopy too. 

The resolution of a single slit, or a single rf stage may be increased in 
le same way, namely by using more slits, or more rf stages. The energy gained 
the successive stages are to be summed vectorially just as the hight vec- 
rs originating from the different slits. The phase difference of the light vec- 
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tors from two slits, the distance of which be S, is given by the formula 


Jf 


gp = 2nS—. (5¢ 

A j 
: 5 
Taking this into account, we have the resultant amplitude < 
sin — 7 

E® =2A cone 

vee 

2: 


with a new set of minima at 


p= (k+5]2 ie e=(rts\- 3 (k=0,1,2..) @ 


which split the maxima of a single slit in several more narrow maxima cor 
ponding to the phase differences and angles 4 


gp=k-2x and are (k= 0, 1522.) — = 
8 


respectively. GS ; a 
Similar formulae are valid for the two-stage rf spectrometer. The re 
tant «energy gain amplitude» is ‘ tt . yey 
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‘ ] 
iorresponding to (7a) is satisfied, if there is a time delay bl ae 3 etc. rf peri- 


= 


ds between entering the two stages, i. e. the ions enter the second stage in 
xxactly the opposite phase to the one in which they entered the first stage. On 
he other hand we get maximum energy gain if the ions enter the two stages 
n the same phase, i. e. if the condition 


| gp = k-2a, fle f=k (k=1, 2, 3...) (8) 


v 
S S 


5 satisfied. Fig. 4 illustrates E{) (f) for a two stage rf spectrometer. 
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Fig. 4 


In the case of n equidistant stages we may use the formulae of the opti- 
al grating [3]; the energy gain amplitude is, accordingly, 
sin? Fe s a sin na NS) a 


v v 


ns: snes | ‘ 


EG) = A 


v 


sth maxima at the same frequencies as in the case of two stages. These maxima 
however, much more narrow, their width being the smaller the greater 


| 
| 
| 
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nis. The greatest maximum («principal peak») we get near fo, resp. exactl! 


at fo, if S is chosen in accordance with the equation : 


S. =k, and: ky nage (k, integer). (1c 
0 Ay 
For scanning the mass spectrum the principal peak, i. e. the ky-order speq 


trum will be used, because in this case the side peaks (spectra of other order 


Fig. 5 


~ 


may be eliminated by applying a sufficiently high retarding field ; otherwi 
the spectra of different order, corresponding to different values of k, mig 
overlap just as in the case of the optical grating. 

ky is Bennett’s number of cycles: the rf field executes just ky integ) 
number of cycles while the optimum velocity ions travel from stage to stat 
Its value, i. e. the distance S is to be chosen (within condition (10)) so as 
obtain maximum resolution, or, better, maximum possible intensity for 
desired resolution. : 
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According to the optical Rayleigh criterium [4] the distance of spectral 
lines to be resolved must be at least (Fig. 5) 
df =— (11) 
nS 
Consequently, increasing the «grating constant» S the resolution increases. 
‘On the other hand with great values of S (i. e. with great ko) the distance of 
the side peaks 


Jp == foe oe (with p integer) (12) 


/ 
(for the pth side peak) would diminish and consequently the height of the side 
peaks would increase making a higher retarding potential necessary. This, in 
turn, would decrease the — average — ion current density at the collector. 


100 dO 
The latter is only ——— per cent of the total current of the given sort of ion 
La 


Fig. 6 


(«current efficiency»), where 2 d@ is the phase interval transmitted by the re- 
tarding field. As may easily be shown: 


A 
e 2 
d © = arccos ue “DEE LE (13) 
ee eter 
2 


| Accordingly, the ion current corresponding to the top of the spectrum line is 


p00, arccos ae = per cent. (14) 


The resolution might be, of course, almost unlimitedly improved by 


increasing the number of stages. In this way, however, the rf analyzer would 
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loose the advantage of being relatively short, and, besides, the great number}| 


of grids would decrease the intensity, because of ion absorption on the grids.| 


‘Fig. 7 


The solution of the problem is given by an analyzer with non-equidistan 
stages. We may use relatively great ky (i. e. S) for two stages, if the side maxim 
are suppressed by the third stage. The distance S’ of the latter is, therefor 
to be chosen so as to ensure maximum energy gain for the ions of the princip: 
peak and suppress the ions of the side peaks. 
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With the different «grating constants» 
S=kj— and S=ki— (ky tk!) (15) 
ve get the phase differences 
p= k, 2a ; and gp s=ihe, Qa J (16) 


yetween the Ist and the 2nd, and the 2nd and the 3rd stage resp. For f= fy 


Kt 


(principal peak) we have p = g’ = 0 (mod. 27) (namely an integral multiple 


of 2m) while for f = fo + Pee (pth side peak) p = 0 (mod 2m), but p =p a Qa 
0 


and that is not zero (mod In) up to p= kp, if ky and ky, are. relative prime 
numbers. Thus for the principal peak the energy gain will be maximum in all 
of the three stages, while the side peaks, up to the k, th will be more or less 
suppressed by the wrong entrance phase to the third stage. 

t To obtain optimum elimination of the side peaks a combination of the 


integral numbers ko, ky as good as possible is to be found. To solve this pro- 


i 
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blem by a strict analytical examination of the energy gain functions of thd 
analyzer with different possible combinations of ky and ko) would be very 
tedious. Therefore, applying the analogy found, we have constructed a rathe# 
simple mechanism, with the aid of which the resulting energy gain amplitudd 
may be graphically obtained for any frequency, i. e. for any phase difference? 
between the stages. The three energy gain amplitudes are represented by 
three arms, one fixed and two rotating around the endpoint of the preced} 
ing arm in such manner as to make angles with each other at any instant equaj 
to the corresponding phase differences (Fig. 6). According to equation (16} 
the phase differences grow proportionally with frequency, their ratio being 
constant, namely k,/ko. In the mechanical model the angles grow linearl{ 
with the time and to ensure their ratio to be ky/ky only the ratio of the angula} 
velocities of the arms is to be chosen properly. This may easily be reache¢ 
by applying a corresponding transmission between the two rotations (Fig. 7) 
The resultant energy gain is given by the vector closing the open polygon forme 
by the three arms and if we measure its length at appropriate angles (frequent 
cies) it is possible to determine the height of the side peaks and the width a 
the principal peak. Using these data for comparison we may select the bes 
ko/ko combination for any particular problem. | 

To demonstrate the difference in resolving power between the Redhead 
and a properly designed Bennett-type analyzer the spectra of Fig. 8 ar 
included. 
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PAQHMOYACTOTHbIA MACC-CTIEKTPOMETP KAK AHAJIOP ONTHYECKON 
PEWETKU 
VM. KOPHHIEC 


~ 


Pe3srwme 


PagwouacToTHblii cneKTpoMeTp Tuma BeHuetTTa COrMiacHO HH)KeOMMCaHHOH TeOps 
ABNACTCA TOUHBIM aHaJIOFOM He-9KBHAMCTAHTHOM OMTHUeCKOM pelleTKH, MOSTOMy MODKE 
IIPHMCHHTb COOTBETCTBYIONIHe OITHUeCKHe COOOparxKeHHA MIpH paccMOTpeHHN STOM MmpoomeM 
BosHukalouiMe OCIOKCHHA M3-3a TepeMeHHOrO NapaMeTpa pelleTKH MO)KHO yCTPaHHTb C T 
MOUbIO MpOcToro MexaHH3Ma, alollero NOTHYy!0 rpadwyeckylo HHMOpMalnio 0 PyHKUHH I 
ObiTouHOH o9Heprun. Takum .06pa30M, MO)KHO Mpov3BecTH MpaBuJIbHbI BEIOOp coueTaH 
IWMKIMYeCKOrO HOMepa, BbIOpaHHOro BeHHeTTOM 9MnMpHuecKH. AHanusaTop Peaxena ABIACT 
TIPOCTbIM CIelMMaIbHbIM 9KBHAMCTAHTHDIM CIEKTPOMeTPOM ; AeHCTBUTEIbHbIe WIA 9TOFO cIy4 
OpMyJIbI erKO BLIBecTH M3 POpMyA ONTHYeCKO peuieTKH. Bce »Ke BUAHO, YTO paspemlarolll 
CuJla aHasIM3aTOpa Tuna BeHHeTTAa (C COOTBETCTBYIOLMMH MapamMeTpamn) ropa3AO BbILMe aHal 
3aTopa Tuma Peqxeqa c aHaOrM4HbIM 4MCIOM CTyMeHel. 


UBER DIE VERTEILUNG DER ELEKTRONENDICHTE 
IN DEM MIT DER KINETISCHEN 
ENERGIEKORREKTION ERWEITERTEN 
STATISTISCHEN ATOMMODELL 


Von 


P. GOMBAS 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 28. IX. 1955.) 


: Es wird die mit der kinetischen Energiekorrektion erweiterte statistische Grundgleichung 


fiir die Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X auf numerischem Wege exakt gelést und der Verlauf 
der Elektronendichte berechnet. Die neue Dichte bleibt am Ort des Kernes konstant und fallt 

|in grosser Entfernung vom Kern exponentiell auf Null ab. Beides ist in bester Ubereinstimmung 

/mit den wellenmechanischen Resultaten und bedeutet eine wesentliche Verbesserung im Ver- 

haltnis zum Thomas-Fermischen und Thomas-Fermi-Diracschen Dichterverlauf, die beide am 
Ort des Kernes singular werden und von denen der erste in grosser Entfernung vom Kern viel 
zu langsam gegen Null geht und der zweite bei einem endlichen Dichtewert unstetig auf Null 
abfallt. Der mit unserer Korrektion berechnete Dichteverlauf ist auch im Verhaltnis zu dem 
mit der urspriinglichen Weizsackerschen Korrektion berechneten verbessert, wie dies am Beispiel 
des Ar-Atoms gezeigt wird. 


§ 1. Einleitung 


In zwei vorangehenden Arbeiten! wurde gezeigt, dass man bei der Energie- 
berechnung des statistischen Atoms durch die einfache Addition des Fermischen 
und des Weizsickerschen kinetischen Energieanteils einen Fehler begeht, 
indem man einen Energieanteil, namlich die radiale kinetische Selbstenergie’, 
doppelt zahlt. Wie in den zitierten Arbeiten weiterhin gezeigt wurde, hat man 
zur Behebung dieses Fehlers die Fermische Energie in einen azimutalen und 
in einen radialen Anteil zu zerlegen und vom letzteren die radiale kinetische 
Selbstenergie in Abzug zu bringen. In I und II wurde angenommen, dass im 
Mittel der azimutale und radiale Anteil der Fermischen kinetischen Energie 
eines freien Elektronengases und dementsprechend auch der azimutale und 
radiale Anteil der kinetischen Selbstenergie gleich gross seien. Dies ist jedoch 
bei einem freien Elektronengas, d. h. bei einer kugelsymmetrischen Verteilung 
der Bildpunkte der Elektronen im Impulsraum unrichtig, tatsdchlich ist nam- 
‘dich der azimutale Anteil der Fermischen kinetischen Energie doppelt so gross 
wie der radiale.* 

Dies ist sofort zu sehen, wenn man den Impuls eines Elektrons in drei 

gu einander senkrechte Komponenten px, Py und p, zerlegt, und zwar s0, 


1 P. Gombds, Acta Phys. Hung. 3, 105, 1953 ; im folgenden als I zitiert ; 3, 127, 1955 


im folgenden als II zitiert. : ts 
; 2 Diese Benennung wurde ausschliesslich der Kiirze halber eingefiihrt und ist in I aus- 


fihrlich erklart. 
3 Hierauf hat mich freundlicherweise Herr Kollege W. Macke hingewiesen. 


Ae 
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dass die z-Komponente in Richtung des Ortsvektors falle ; es ist dann p, = p; | 
die radiale Impulskomponente, wahrend px und p, die azimutalen Komponen- | 
ten darstellen. Da bei einer kugelsymmetrischen Impulsraumverteilung keine | 
Impulsrichtung ausgezeichnet ist, folgt dass im Mittel De. Py und p* gleich | 
gross sind, d. h. dass im Mittel der azimutale Anteil der kinetischen Energie | 
pet py) /(2m) doppelt so gross ist wie der radiale Anteil p;/(2m). 

Mit Riicksicht darauf, dass in I und II der azimutale und radiale Anteil | 
der Fermischen kinetischen Energie als gleich gross angenommen wurden, d.h. | 
beide Anteile mit je der Halfte der gesamten Fermischen kinetischen Energie | 
gleichgesetzt wurden, kann man die in I und II vorgenommene falsche Energie- | 
aufteilung richtigstellen, wenn man den azimutalen Anteil der Fermischen | 
kinetischen Energie durchweg mit dem Faktor 4/3 und den radialen Anteil| 
dieser Energie mit dem Faktor 2/3 multipliziert. Ansonsten bleiben die For- } 
meln und Feststellungen der Arbeiten I und II unverandert. Wie sich die Kor- | 
rektion auf die fiir die Energie der Atome in IIT gewonnenen Resultate aus- | 
wirkt, wurde in einer anderen Arbeit* untersucht, die an einer anderen Stelle { 
eca zur gleichen Zeit erscheint. Hier sei nur kurz erwahnt, dass sich fiir die 
Energie der Atome Werte ergeben, die mit den empirischen, halbempirischen | 
und wellenmechanischen ausgezeichnet iibereinstimmen, die grdésste Abwei- | 
chung betragt weniger als 2,5%. | 

Unser Ziel ist hier die mit der in I entwickelten kinetischen Energigt 
korrektion erweiterte  statistische Grundgleichung naher zu untersuchen | 
und insbesondere die Lésung dieser Gleichung, d. h. die Dichteverteilung | 
der Elektronen fiir einige Atome festzustellen. Wahrend die Energie der | 
Atome auf Grund des Ritzschen Verfahrens mit einem entsprechenden 
Ansatz schon meistens in erster Naherung mit einer Genauigkeit von einigen 
Prozenten ermittelt werden kann, geben fir die Dichteverteilung — besonders 
in den dusseren Gebieten der Atome — im allgemeinen erst die héheren Nahe- 
rungen eine geniigend genaue Lésung. Da die Bestimmung der héheren Nihe- 
rungen zu sehr weitliufigen Rechnungen fihrt, ist es zweckmassiger die Grund- 
gleichung auf numerischem Wege exakt zu lésen. 


§ 2. Lésung der erweiterten statistischen Grundgleichung 


Die Grundgleichung des erweiterten statistischen Atommodells lautet 
folgendermassen® 


4 P. Gombds, Ann. d. Phys. im Erscheinen. i 

5 Man vgl. hierzu P.Gombds, Acta Phys. Hung. 3, 127, 1953, Gleichung (34). Die dort ange: 
gebene Gleichung unterscheidet sich von der nachstehenden Gleichung (1) dadurch, dass — zu 
Richtigstellung des weiter oben erwahnten Fehlers — auf der linken Seite von (1) das zweite, au: 
es Sey Sir Oren i tor tik oper Sener Energie resultierende Glied mit dem Faktor 
3 und das te aus dem radialen Anteil der Fermischen kineti i ulti . 
Glied mit dem Faktor 2/3 multipliziert ist. se iad we 
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Veer AQ merce 2 4 aa . . 
ty Ay — a x yrs — aah (p,r) + 5 zaps + (VV —V,)ep=0. (1) 


Hier bezeichnet r die Entfernung vom Kern, V das vom Kern und den Elek- 
tronen herriihrende Potential und V, eine Konstante, auf deren Bestimmung 
wir weiter unten zu sprechen kommen; y hingt mit der Elektronendichte 0 
durch die Beziehung 


y — oll? (2) 


zusammen; die Konstanten ~,, ~) und xq haben folgende Bedeutung 


3 


1 1/3 
3 3 4 PG 


~w == Spee e* ay oT ~o — > (327)2/8 e2 ay ; Xa = ——— 


20 4 | 


wo e die positive Elementarladung und a, den ersten Bohrschen Wasserstoff- 

radius bezeichnet. Die aus dem radialen Anteil der Fermischen kinetischen 

Energie resultierende Funktion f(y,r) ist folgendermassen definiert 

: 

Bis ct ei 1 

me far r<—r<ra ist f(y-r) re ag, hae se —— + %y—, | 
r Ta 


| (4) 
fir O<r<r;, sowie fir rlra ist F@.7) =; | 


‘hier bedeutet r; die kleinere und r, die gréssere der beiden reellen positiven 
Wurzeln der Gleichung 


1 
Pa = “9 Pe ? (5) 
2 1 /3)\13 . fio’ 
=? Px = — a hot? der Betragdes maximalen Impulses und Po = 5~ 
2\2 EARS 8 


‘ist, weiterhin h die Plancksche Konstante bezeichnet. x, und x, sind die 


folgenden Konstanten 


lb sas a 5 lee 
pig SS | v4 ; 65 0° 
aa Aa) tee > 12.22 \3 


Wie aus den Ausfiihrungen von I folgt, verhiilt sich die Funktion f(y, r) 
und ihre Ableitung nach r bei den Grenzradien r; und rq stetig, was hinsicht- 
lich der Lésung der Gleichung wesentlich ist. 

’ Fir y besteht die Nebenbedingung 


( ydv=N, | (6) 


as. - 
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wo N die Anzahl der Elektronen und dv das Volumenelement bezeichnet ;; 
die Integration ist auf den ganzen Raum auszudehnen. Diese Bedingung dient! 
zugleich als Bestimmungsgleichung fiir die Konstante Kg: 

Das elektrostatische Potential V in (1) kann man in zwei Anteile zer 
legen und zwar in den vom Kern herriihrenden Potentialanteil Ze/r und in den 


von den Elektronen resultierenden Potentialanteil 


Yee e{- ee) ae’, (7) 


[fer 


wo t und t’ Ortsvektoren bezeichnen. V, und auch das Gesamtpotential 


ya44. (8) 

A 

genigt der Poissonschen Gleichung | 
AV =4Aney?. (9) 


Da wir uns im folgenden nur auf kugelsymmetrische Verteilungen be-| 
schrinken, ist es zweckmissig die folgenden Bezeichnungen einzufihren 


y=ryp und U rv. (10), 


Mit diesen lassen sich die Gleichungen (1) und (9) folgendermassen schreiben. 


20 (1 2 y 4 1 1 
eae eae Teh, Bune wey 9 Os bee. yale tae Fay eed as 
Anyy 5 0F AB srs [Zr] + Pte! fan a a) Vey =a 
(11) 
Prey eee (12) 


Tr 


wo y” und U” die zweite Ableitung von y, bzw. von U nach r bezeichnet. Die 


Bedingungsgleichung (6) kann man mit der neuen Variable y folgendermassen 
schreiben 


Ag ‘ y? dr = N. (13) 
0 


Das Gleichungssystem (11), (12) ist mit der Nebenbedingung (13) sowie mit 
den weiteren Bedingungen, dass y im ganzen Raum endlich und stetig bleibe 
weiterhin am Ort des Kernes und im Unendlichen verschwinde, zu lésen. Durch 
diese Bedingungen ist y eindeutig festgelegt. | 
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Die Integration des Gleichungssystems haben wir fiir die neutralen Atome 
le, Ar, Kr und X durchgefithrt und zwar auf numerischem Wege, da keines 
er analytischer Verfahren — in Anbetracht der Kompliziertheit des Glei- 
hungssystems — mit Erfolg hatte angewendet werden kénnen. Wir sind bei 
er numerischen Integration zunichst in der Weise vorgegangen, dass wir 
ait der Integration vom Kern, d. h. vom Punkt r = 0 begonnen haben. Hier- 
urch konnten wir jedoch mit unseren rechnerischen Hilfsmitteln den Verlauf 
on y in grosser Entfernung vom Kern nicht mit geniigender Genauigkeit fest- 
tellen, da dieser in ganz ausserordentlich hohem Masse vom Wert y’(0) ab- 
ngt, worauf wir weiter unten noch ausfihrlicher zu sprechen kommen. Wir 
chlugen deshalb folgenden Weg ein, der verhaltnismassig rasch zum Ziel fihrt. 
Vir begannen mit der Integration bei sehr grossen Werten von r(r 12a) 
md gingen von dort in Richtung fallender r-Werte bis zum Punkt r = 0 vor. 
Yies gestaltet sich im einzelnen folgendermassen. 

Um mit der numerischen Integration von einem weit aussen gelegenen 
>unkt nach innen beginnen zu kénnen, miissen wir in grosser Entfernung 
-om Kern im Besitz entsprechender Anfangswerte von y und U sein. Zu diesen 
‘elangt man folgendermassen. In sehr grosser Entfernung vom Kern kann 
nan statt (11) die asymptotische Gleichung zugrunde legen, die folgender- 


nassen lautet 


Axyy” —V ey = 0, (14) 


la alle iibrigen Glieder in (11) in bedeutend hoéherer Ordnung verschwinden. 
ils die beiden Glieder in (14). Die Lésung von (14) ist 


Ya=a Cane (15) 
oO 
bea 7 2 
Fee pean (16) 
Ay 


st und a eine Konstante bezeichnet, tiber die wir noch verfigen kénnen. Die 
Lésung von (11) geht fiir ein bestimmtes Atom asymptotisch in (15) ther, 
Robei die Konstanten a und y durch die Forderung des Verschwindens von 
+ bei r= 0 und durch die Nebenbedingung (6) bestimmt werden. Eine Abschat- 
tung von 7 zeigt, dass fir die Atome Ne bis X die Liésung der Grundgleichung 
11) far r > 12 ay praktisch durch (15) dargestellt wird, was nach Ermittelung 
ler exakten Lésung nachtraglich verifiziert wird. Wir kénnen also in grosser 
Entfernung vom Kern yq als Lésung der Grundgleichung (11) betrachten. 
| Wir benétigen nun noch den Ausdruck von U in grosser Entfernung 
fom Kern, den wir mit Hilfe von (15) einfach herleiten kénnen. Mit Riick- 
cht auf einen elementaren Satz der Elektrostatik ergibt sich 
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s si ee i) 
U = Ze — 42e y? (r’) dr’ — 4aer y? (r’) = Oins (1) 


rT 


0 lie 


wo das erste Glied auf der rechten Seite vom Potential des Kernes und did 
beiden letzteren vom Potential der Elektronenwolke herrithren. Mit Riich 


sicht darauf, dass 


r oO 


Ane | y? (r’) dr’ = Axe ( | 


0 0 r 


2» Q 
8 


ist, ergibt sich 


: 1 
U =(Z— N)e-+ 4ze J y? (r’) dr’ — 4aer | y? (r’) — dr’, (1', 
: r 
In diesem Ausdruck sind die Integrale nur mehr auf das Gebiet von einem voi 
gegebenen r-Wert bis r= co auszudehnen. Wenn der vorgegebene r-We' 


im Giiltigkeitsbereich von y liegt, so kann man fir y die asymptotische Lésun 


Ya setzen und erhalt 
2y 


wo der Index a von U, andeuten soll, dass U, im selben Bereich wie ya Gulti 
keit hat. 

Mit den Ausdriicken fiir y, und U, kann man nun die Integration d 
Gleichungssystems (11), (12) von einem im Giiltigkeitsbereich dieser Ausdriic 
liegenden ry-Wert an in Richtung fallender r-Werte auf numerischem We 
fortsetzen, wenn man fiir die Konstanten a und y numerische Werte einset: 
Man hat nun durch Probieren diejenigen Werte der Konstanten a und / 
bestimmen, fiir die erstens die Integrationskurve y(r) durch den Origo, d. 
durch den Punkt r= 0, y = 0 geht und zweitens y die Bedingung (13) « 

- fillt. Durch diese,beiden Bedingungen sind die beiden Konstanten eindeu 
festgelegt. Durch y ist mit Riicksicht auf den Zusammenhang (16) .auch + 
Konstante V, bestimmt. Wie sich zeigt, kann man so y mit verhiltnismas 
geringer Mithe im ganzen Raum mit grosser Genauigkeit bestimmen. Hinsic 
lich der Genauigkeit mit der die beiden Bedingungen in unseren Fallen fir 
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\tome Ne, Ar, Kr und X erfiillt wurden, sei erwahnt, dass in allen vier Fal- 
en im r, y-Diagramm die y-Kurve die r-Achse zwischen r = 0 und r= +0,001 ay 
chneidet und das Integral in (13) die Elektronenzahlen fiir Ar, Kr und X 
nit einem kleineren Fehler als 0,259 und fiir Ne mit einem Fehler von 0,4% 


mnahert. 


Fig. 1. Die radiale Elektronendichte D = 4a y? fiir die Atome Ne, Ar, Kr und X mit der von 
~ uns entwickelten kinetischen Energiekorrektion berechnet. r in ag-, D in 1/a)-Einheiten 


Die Lésungen fiir die neutralen Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X sind in 
den Tabellen 1 bis 4 im Anhang dargestellt, die Werte der Parameter a und 
y, sowie die Werte von V, haben wir in der Tabelle 5 im Anhang angegeben. 

In der Figur 1 ist fiir dieselben Atome die radiale Elektronendichte 


D = 427? 0 = 4a? (21) 


dargestellt. Fiir das Ar-Atom, fiir das wellenmechanische Hartree-Focksche 


«self-consistent field»-Berechnungen vorliegen, haben wir in Fig. 2. zum 
Vergleich auch die mit diesem wellenmechanischen Verfahren bestimmte® 


ia 6 D. R. Hartree und W. Hartree, Proc. Roy. Soc. London (A) 166, 450, 1938. 


< 


9 Acta Physica V/4 


hy 


. a 


ee 


_ sehr gut. 
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radiale Dichte eingezeichnet ; in Fig. 3 sind die Elektronendichten in den aus 
seren Gebieten des Ar-Atoms auch in vergrossertem Massstab dargestely 
Wie zu sehen ist, gibt die statistische Verteilung im Inneren des see eine 
guten Mittelwert der wellenmechanischen und approximiert auch in grossey 


| 
] 
| 
] 


a} 4 
Fig. 2. Die radiale Elektronendichte D = 4zy* fiir das Ar-Atom. r in ay-,D in 1/a)-Einheitex 
nit der von uns entwickelten kinetischen Energiekorrektion berechne? 


—_——_-— —— mit der urspriinglichen Weizsickerschen Korrektion berechnet, 
Sg oe nach Hartree-Fock. 


Ce ; 
Fig. 3. Die radiale Elektronendichte D = 4ory? in den dusseren Gebieten des Ar-Atoms.r in @ 
; D in 1/ao-Einheiten. 
mit der von uns entwickelten kinetischen Energiekorrektion berechn 


mit der urspriinglichen Weizsickerschen Korrektion berechnet, 
Se nach Hartree-Fock. 


rteilu 


Entfernung vom Kern die Hartree-Focksche «self-consistent field»-Ve 
Se 


Zur Orientierung haben wir die Dichteverteilung im Falle des Ar-Aton 
auch fiir das statistische Modell mit der urspriinglichen Weizsackerschen K: 
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rektion, d. h. ohne der von uns durchgefiihrten kinetischen Energiekorrektion 
berechnet. Da in diesem Fall das aus dem radialen Anteil der Fermischen 


9 ys Be 
* . . . . — » y 
kinetischen Energie resultierende Glied — rf in Gleichung (11) in den 

y : 


10 red 
Ausdruck 9 xy ils Pik ibergeht, hat mandann statt (11) die folgende Grund- 
r 


gleichung 


pays —— = UE ey Vg ey. 0 ee (22) 


zu der noch die Gleichung (12) hinzukommt. Fir y bestehen dieselben Neben- 
bedingungen wie im Fall des Gleichungssystems (11), (12). Wir haben die Lésung 
der Gleichung (22) auf die weiter oben geschilderte Weise fiir das neutrale 
Ar-Atom bestimmt und in der Tabelle 6 im Anhang dargestellt. Die Para- 
meter a und y und die Konstante V, haben die in der Tabelle 7 im Anhang 
angegebenen Werte. 

Die radiale Elektronendichte D ist in den Figuren 2 und 3 dargestellt. 
Wie man sieht, verlauft diese im Inneren des Atoms unterhalb und im 
Ausseren des Atoms oberhalb der mit unserer Korrektion bestimmten Dich- 
teverteilung. Im Verhaltnis zur Verteilung des «self-consistent field» verlauft 
sie im Inneren des Atoms etwas zu tief und in grosser Entfernung vom Kern 
zu hoch, gibt also einen weniger guten Mittelwert als unsere Verteilung. 


TABELLE 1 
Betrag der diamagnetischen Suszeptibilitat fiir Ar in 10—* cm*-Einheiten 


Mit der urspriinglichen Weizsacker- | Mit der Verteilung des «self-consistent 


Hier berechnet | schen Verteilung berechnet field» berechnet Empirisch 


em 


| 
| 
18,2 | 23,8 20.6450 | 19,5 


Dies geht auch aus einem Vergleich der Werte fiir die diamagnetischen 
Suszeptibilitaten hervor, die far Ar zusammen mit dem von D. R. Hartree 
und W. Hartree auf Grund der Verteilung des «self-consistent field» berech- 
neten’? und dem empirischen Wert® in der obenstehenden T abelle 1 angegeben 
sind. Wie zu sehen ist, stimmt die mit unserer Verteilung berechnete Suszep- 
tibilitat mit der empirischen sehr gut iiberein, wahrend die mit der urspriing- 
Jichen Weizsiickerschen Verteilung berechnete um 22% grésser ist als die empi- 


rische. 


7 D. R. Hartree und W. Hartree, Proc. Roy. Soc. London (A) 166, 450, 1938. 
8 K. E. Mann, ZS. f. Phys. 98, 548, 1936. 


~ ate 
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§ 3. Das sukzessive Niherungsverfahren 


Zur Lésung des Gleichungssystems (11), (12) haben wir ausser dem in 
§ 2 geschilderten Verfahren auch ein anderes Verfahren und zwar ein sukzes- 
sives Naherungsverfahren angewendet, mit dem wir uns hier noch kurz be- 
fassen wollen. Hierzu schreiben wir die Grundgleichung in folgender Form 


heyy” + (e+ Pely = Ue (23) 
wo 
Peis 20 % |" =“ onlay Pee ss ese, x\" (24) 
r Qe \r Sy ees 3e |r 
und 
e=—Ve (25) | 


gesetzt wurde. Fir U setzen wir in (24) die Lésung der Poissonschen Gleichung | 
(12) ein, die — vorausgesetzt, dass y kugelsymmetrisch ist — durch den Aus- 
druck (17) dargestellt wird, in welchem die unbekannte Funktion y in den Integ: | 
randen zweier Integrale eingeht. Hierdurch reduziert sich das Differential- | 
gleichungssystem (11), (12) auf die eine Gleichung (23), die allerdings jetzt 
eine Integrodifferentialgleichung darstellt. | 

Die Gleichung (23) ist die Schrédinger-Gleichung eines Elektrons, das | 
sich im modifizierten Potential ® befindet. Dieses enthalt ausser dem elektro-| 
statischen Potential V noch das aus dem Pauli-Prinzip resultierende und in. 
einer friheren Arbeit des Verfassers® hergeleitete Zusatzpotential F’; in einer | 


etwas abgednderten Form, sowie das aus der Austauschwechselwirkung der’ 

4x 2/3 : 

Elektronen resultierende Potential ae be , das nur korrektiv eingeht. Die: 
e\r 


Anderung im Ausdruck des Zusatzpotentials ist eine Folge dessen, dass hier 
yom urspriinglichen Zusatzpotential F; der der radialen kinetischen Selbst- 
energie entsprechende Anteil in Abzug gebracht wurde, da dieser mit dem 
Weizsickerschen, d. h. mit dem Schrédingerschen Anteil identisch und 
schon einmal in der Gleichung (23) enthalten ist. 

Da in das Zusatzpotential die gesamte Elektronendichte des Atoms 
eingeht, bezieht sich die Gleichung (23) auf ein Elektron mit der héchstmég- 
lichen Energie ¢ im Atom. Bei Zugrundelegung des modifizierten Potential: 
zeigt also das Grundproblem der statistischen Theorie des Atoms eine weit 
gehende Analogie mit der Wellenmechanik. Die auf den ersten Blick hin eini 
germassen tiberraschende Tatsache, dass namlich die mittlere Elektronen 
dichte im Atom y? = @ aus derjenigen Schrédinger-Gleichung bestimmt wird 
die sich auf ein Elektron mit der héchstméglichen Energie im Atom bezieht 


® P. Gombés, ZS. £. Phys., 118, 164, 1941 ; man vgl. weiterhin auch P. Go bas, Die stati 
r 5 ih ° > . ‘ io 
tische Theorie des Atoms und ive: Anwendungen, S150 fis Satin ic Wien, 1949. 16 state 
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ist nur eine Folge dessen, dass man in der statistischen Theorie des Atoms 
jedem Elektron dieselbe Eigenfunktion und zwar y = 91? zuordnet und die 
Schridinger-Gleichung fiir ein Elektron mit der héchstméglichen Energie am 
einfachsten angegeben werden kann. 

Die Lésung der Gleichung (23) kann durch ein sukzessives Approximations- 
verfahren geschehen. Hierzu gehen wir von einer Naherungslésung fiir y aus. 
Man kann z. B. fiir y eine erste Naherung (Anfangsverteilung) mit Hilfe des 
Ritzschen Variationsverfahrens ermitteln,!’ mit dieser Naherungslésung das 
Potential ® berechnen und mit diesem Potential durch Lisung der Gleichung 
(23) fiir y eine zweite Naherung ermitteln. Diese Endverteilung wird im all- 
gemeinen mit der Anfangsverteilung (erste Naherung) nicht tbereinstimmen. 
Man kann nun diese Endverteilung als eine neue, verbesserte Anfangsver- 
teilung betrachten, und mit dieser ein neues Potential berechnen. Mit diesem 
neuen Potential lasst sich dann durch Lésen der Gleichung (23) eine neue 
Endverteilung y berechnen, usw. Diese sukzessive Approximation ist solange 
fortzusetzen, bis die Endverteilung mit der Anfangsverteilung des betreffenden 
Schrittes praktisch iibereinstimmt. 

Wir haben die Lésung der Gleichung (23) auf diese Weise fir das neutrale 
Ar-Atom versucht und mit der Integration im Punkt r=0 begonnen. Man 
kann dort y nach Potenzen von r in eine Reihe entwickeln. Wir setzten 


y =71(Ay + Ayrt Agr? + Agr? + Ayr? t+...)- (26) 


Zur Bestimmung der Koeffizienten A; wurde auch das Potential ® im Punkt 
r= 0 in eine Reihe entwickelt. Es ergibt sich 


en es Gh eee eC, Cr: ea), (27) 
r 
wo die Koeffizienten folgende Bedeutung haben } 
me — — Ze, , (28) 
r 4 
C, = Ane? | y% (r’) re dr’ + =" Bis — S eeBe? s (29) 
| a : | | 
c= a PBB ES = tq Bo! By» | (30) 
: ‘ 
27e? 2 80 1/3 40 —2/3 B? —_ uy B18 B < 
gs eget melee {et BE Reena thet Meee 0 2 
| 4 (31) 
“ + ae ta By Be. 
| a ae BO as ee Sie aos Om eee at 


4 10 Man vgl. hierzu die in den Ann. d. Phys. cca gleichzeitig erscheinende Arbeit 
des Verfassers, sowie Acta Phys. Hung. 3, 127, 1953. 
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Hier bezeichnen B,, By, Bs... = die zu:Ag, A,, Ay,..- analogen Entwicklungs- 
koeffizienten der in ® eingehenden Anfangsverteilung y,; es 1st also 


ya t(By 2 Bir By PByp Ba as (32) 


Da die Anfangsverteilung bekannt ist, sind auch die Koeffizienten B; und 
somit auch die Koeffizienten C; als bekannt zu betrachten."4 

Wenn man die Ausdriicke (26) und (27) in die Gleichung (23) einsetzt, 
so erhalt man zur Bestimmung der Koeffizienten A; folgende Rekursions- 
formeln 


8x) Ap= C4: 

SY Pine been eker tae cer by | 
AS oud se Cag ts Cede Cg ee A gs (33) | 
Bing Al = Cede Oy Ape Ce Ag Cy A, ea 


Der Koeffizient A, wird durch die Forderung bestimmt, dass y im Unend- | 
lichen verschwinde ; die Konstante «= —Vge wird durch die Normierungs- 
bedingung (13) festgelegt. 

Fir sehr kleine r-Werte kann man y durch die Reihe (26) darstellen, 
fiir grésseré r-Werte wurde y ausgehend von der Reihendarstellung (26) auf 
numerischem Wege ermittelt. 

Im Inneren des Atoms, cca im Gebiet 0 <r <2), konvergiert das. 
Verfahren rasch, in den dusseren Gebieten des Atoms war es uns jedoch mit 
unseren rechnerischen Hilfsmitteln nicht méglich y mit geniigender Genauig- 
keit festzustellen, denn in diesem Gebiet weist y eine ganz ausserordentlich 
starke Empfindlichkeit hinsichtlich des Wertes der Konstante Ay auf. Des- 
wegen haben wir statt diesem Verfahren das im § 2 geschilderte gewahlt, bei 
welchem man mit der Integration — ausgehend von der asymptotischen Lésung 


— in grosser Entfernung vom Kern beginnt und in Richtung fallender r-Werte 
fortschreitet. 


Durch die mit dem sukzessiven Naherungsverfahren im Inneren des 
Ar-Atoms berechnete Lisung bietet sich eine Kontrollméglichkeit der mit 


dem im § 2 geschilderten Verfahren bestimmten Liésung. Die beiden Lésun- 
gen stimmten ausgezeichnet iiberein. ; 


Seis ery 
11 Dass der Anteil 5 Vs We (2. r \von Pin die Entwicklungskoeffizienten C; nicht eingeht. 


hat seinen Grund darin, dass die Funktion f (2. r } in der unmittelbaren Umgebung des Kernes. 
namlich im Bereich 0 < r < r; identisch Null ist. 
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§ 4. Diskussion 


Abschliessend kénnen wir feststellen, dass die hier bestimmte Dichte- 
erteilung der Elektronen im Verhaltnis zur Thomas-Fermischen und zur 
fhomas-Fermi-Diracschen eine wesentliche Verbesserung aufweist. Erstens ist 
\amlich die hier bestimmte Verteilung im besten Einklang mit den wellen- 
nechanischen Resultaten am Ort des Kernes konstant, wahrend die Thomas- 
*ermische, sowie die Thomas-Fermi-Diraesche Verteilungen dort wie l/r°'” unend- 
ich werden, zweitens fallt die hier bestimmte Verteilung in grosser Entfernung 
vom Kern, ebenfalls im besten Einklang mit den wellenmechanischen Ergebnissen, 
xponentiell auf Null ab, wahrend die Thomas-Fermische Elektronendichte vie 
~u langsam und zwar wie 1/r® gegen Null geht und die Thomas-Fermi-Dirac- 
sche bei einem endlichen Radius von einem fir alle Atome und Ionen gleichen, 
sndlichen Dichtewert unstetig auf Null abfallt. 

Die hier bestimmte Dichteverteilung der Elektronen ist aber auch im 
Verhaltnis zu der mit der urspriinglichen Weizsackerschen Korrektion bestimm- 
ten verbessert, wie dies fiir Ar aus den Figuren 2 und 3 und aus einem Ver- 
gleich der Werte fiir die diamagnetische Suszeptibilitat zu sehen ist. Wie man 
namlich aus den Figuren 2 und 3 sieht, verlauft die mit der urspriinglichen 
Weizsickerschen Korrektion bestimmte Dichteverteilung’im Verhaltnis zur 
Hartree-Fockschen im Inneren -des Ar-Atoms etwas zu tief und in grosser 
Entfernung vom Kern dementsprechend zu hoch. Letzteres kommt sehr 
deutlich in dem merklich zu grossen Wert des Betrages der diamagnetischen 
Suszeptibilitat zum Ausdruck. Die mit unserer Korrektion berechnete Dichte- 
verteilung zeigt einen befriedigenderen Verlauf, insbesondere passt sie sich 
in grosser Entfernung vom Kern sehr gut an den Hartree-Fockschen an, 
dementsprechend sich auch fiir die diamagnetische Suszeptibilitat ein mit der 
Erfahrung sehr gut iitbereinstimmender Wert ergibt. 

Die numerischen Rechnungen wurden von Fri. O. Kunvari, Fri. E. Magori, 
Frau Dr. J. Pozsonyi und Fri. J. Vacz6 durchgefiihrt, wofiir ich ihnen meinen 


Dank ausspreche. ‘ 
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ANHANG 


A. Lésungen der mit der hier entwickelten kinetischen Energiekorrektion erweiterten statistische 
Grundgleichung (11) fiir die Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X. 


TABELLE 1 


Die Funktion y und die radiale Dichteverteilung D = 4sty? fiir Ne. 
r in ao-, ¥ in 1/a)'/?- und D in 1/ay-Einheiten. 


D r | ¥y D 
0 0 0 0,572 0,7431 6,940 
0,001 0,0308 0,0119 |g 0,636 | 0,7154 6,431 
0,002 0,0466 0,0273 0,700 | 0,6882 5,951 
0,003 0,0619 0,0482 0,764 | 0,6618 5,503 
0,004 0,0769 0,0743 0,828 | 0,6363 5,088 
0,005 0,0920 0,1063 0,892 | 0,6118 4,704 
0,006 0,1058 0,1406 0,956 | 0,5884 4,350 
0,007 0,1198 0,1802 1,020 | 0,5660 4,025 
0,008 0,1334 0,2236 1,084 | 0,5445 3,726 
0,009 0,1467 0,2705 1,148 0,5240 3,450 
0,010 0,1598 0,3209 1312.4 0,504.4 3,197 | 
0,012 0,1851 0,4307 1,340 | 0,4677 2,749 
0,014 0,2095 0,5515 1,468 0,4340 2.367 
0,016 0,2328 0,6811 1,596 0,4030 2,041 
0,018 0,2552 0,8185 1,724 0,3744 1,761 | 
0,020 0,2768 0,9625 . 1,852 0,3479 1,521 | 
1,980 0,3234 1,314 
0,024 “ 0,3175 1,266 2,108 0,3006 1,136 | 
0,028 0,3551 1,585 2,236 0,2794 0,9812 . 
0,032 0,3900 1,912 2,364 0,2597 0,8474 
0,036 0,4224 » 9,942 2,492 0,2413 0,7314 
0,040 0,4524 2,572 2,620 0,2241 0,6309 ) 
0,044 0,4803 2,899 2,748 0,2080 0,5438 | 
0,048 0,5062 3,220 2,876 0,1930 0,4682 
0,052 0,5303 3,534 3,004 0,1790 0,4027 
eee Hg82) 3,839 3,132 0,1660 0,3461 
, O73 4,134 3,388 0,1424 0,2548 
0,068 0,6112 4,695 3,644 0,1219 0,1868 
0,076 0,6440 5,211 3,900 0,1042 0,1364 
0,084 0,6726 5,684 4,156 0,08882 0,09914 
0,092 0,6975 6,114 4,412 0,07559 0,07180 
0,100 0,7194 6,503 4,668 0,06421 0,05182 
0,108 0,7385 6,853 4,924 0,05446 0,03728 
: 5,180 0,04613 0,02674 
0,124 >. 0,7698 AAT 5,436 0,03902 0,01913 
0,140 0,7938 7,918 5,692 0,03296 0,01365 
0,156 0,8119 8,284 5,948 — 0,02782 0,00972 
0,172 0,8255 8,562 6,204 0,02346 0,00691 
0,188 0,8353 8,768 6,460 0,01976 0,00491 
0,204. 0,8422 8,913 6,716 0,01664 0,00348 
0,220 0,8466 9,007 6,972 0,01400 0,00246 
0,236 0,8491 9,059 7,228 0,01177 0,00174 
ooh 0,8499 9,077. 7,484 0,00989 0,00123. 
be 0,8493 » 9,065 7,740 0,00831 0,000869 
: 0, 0,8477 9,029 7,996 0,00698 0,000613 
8,252 0,00586 0,000432 — 
pe 0,8416 8,902 8.508 0,00492 0,000304 
Tee ata) 8,719 8,764 0,00413 0,000214 
One ae 8,500 9,020 0,00347 0,000151 
ee Soe 8,257 9,276 0,00291 0,000106 
Ware 4 aug 8,000 9,532 0,00244 0,0000747 
Wiese ; 1,736 9,788 0,00204 0,0000525 


0,7709 7,469 10,044 0,00171 0,0000369 


- 
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TABELLE 2 
Die Funktion y und die radiale Dichterverteilung D = 4ay? fir Ar. 


r in ao-, y in 1/ag!/?- und D in 1/ay-Kinheiten. 


r ¥ | D r ¥ D 
0 0 0,572 0,9830 12,14 
0,0278 0,00971 0,636 | 0,9361 11,01 
0,0650 0,0531 0,700 0,8920 9,999 
0,1011 0,1284 0,764 0,8505 9,090 
0,1359 | 0,2321 0,828 0,8115 8,276 
0,1697 | 0,3619 0,892 0,7749 7,546 
| 0,2024 0,5148 0,956 0,7405 6,890 
0,2340 0,6881 1,020 0,7081 6,301 
0,2646 0,8798 1,084 0,6776 5,770 
0,2943 1,088 1,148 0,6488 5,290 
0,3229 1,310 1,212 0,6216 4,856 
0,3776 1,792 1,340 0,5716 4,106 
0,4289 2,312 1,468 0,5266 3,484 
0,4769 2,858 1,596 0,4858 2,966 
0,5220 - 3,424 1,724 0,4488 2,531 
0,5642 4,000 1,852 0,4150 2,164 
1,980 0,3840 1,853 
0,6412 5,167 2,108 0,3554 1,588 
0,7093 6,322 2,236 0,3291 1,361 
0,7695 7,441 2,364 0,3048 1,167 
0,8228 8,508 2,492 0,2822 1,001 
0,8701 9,514 2,620 0,2613 0,858L 
0,9124 10,46 2,748 0,2419 0,7352 
0,9501 11,34 2,876 0,2238 0,6296 
0,9839 1247 3,004 0,2071 0,5388 
1,014 12,93 3,132 0,1915 0,4607 
1,041 13,63 
3,388 0,1635 0,3359 
1,088 14,87 3,644 0,1393 0,2439 
1,126 15,92 3,900 0,1185 0,1764 
1,157 16,81 4,156 0,1005 0,1270 
1,182 17,55 4,412 0,08517 0,09116 
1,202 18,15 4,668 0,07202 0,06517 
1,218 18,65 4,924 0,06079 0,046.44 
5,180 0,05124 0,03300 
1,242 19,38 5,436 0,04313 0,02338. 
1,256 19,83 5,692 0,03626 0,01653 
1,263.0" 20,06 - 5,948 0,03046 0,01166. 
1,266 20,13 6,204 0,02555 0,00821 
1,264 20,09 6,460 0,02142 0,00577 
1,260 19,95 6,716 0,01795 0,004.05 
1,253 19,74 6,972 0,01502 0,00284. 
1,245 19,48 7,228 0,01257 0,00199 
1,236 19,18 7,484 0,01051 0,00139 
1,225 18,86 71,740 0,00879 0,000970 
1,214 18,51 7,996 0,00734 -0,000677 
8,252 0,00613 0,000473 
1,189 17,77 8,508 - 0,00512 0,000330 
1,163 17,01 8,764 0,00428 | 0,000230 
1,137 16,25 9,020 0,00357 0,000160 . 
tlh 15,50 9,276 0,00298 0,000111 
1,084. 14,77 9,532 0,00249 0,0000776 
1,058 14,07 9,788 0,00207 0,0000540 


1,032 13,39 10,044 0,00173 0,0000376. 


[e"2) 
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TABELLE 3 
Die Funktion y und die radiale Dichteverteilung D = 4cvy? fiir Kr. 


r in dp-, ¥ in, 1/ag!/?-und D in 1/ay-Einheiten. 


0,06024 
0,05055 
0,04236 
0,03546 
0,02965 
0,02477 
0,02068 
0,01725 
0,01438 
0,01198 
0,00998 
0,00830 
0,00691 
0,00575 
0,004.77 
0,00397 
0,00330 
0,00274 
0,00228 
0,00190 


23,06 
20,49 


18,26 


16,32 
14,63 
13,15 
11,85 
10,70 
9,685 
8,786 
7,986 


6,632 
5,041 
4,653 
3,923 
3,319 
2,816 
2,394 
2,037 
1,737 
1,480 
1,263 
1,077 
0,9186 
0,7829 
0,6673 


0,4833 
0,3489 
0,2509 
0,1797 
0,1282 
0,09114 
0,06457 
0,04560 
0,03211 — 
0,02255 
0,01580 
0,01105 * 
0,00771 
0,00537 


0,00374 


0,00260 
0,00180 
0,00125 
0,000866 
0,000599 
0,000416 
0,000287 
0,000199 
0,000137. 
0,0000944 
0,0000653 
0,0000454 
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TABELLE 4 
Die Funktion y und die radiale Dichteverteilung D = 4zy? fiir X. 
r in ap-, ¥ in 1/ap!/?- und D in 1/ay-Einheiten. 
r ¥ D r y D 
| | 
0 0 0 0,572 1,625 33,19 
0,001 0,1145 0,1647 0,636 1,523 29,15 
0,002 0,3057 1,174 0,700 1,430 | 25,70 
0,003 0,4798 2,893 0,764 1,346 | 22,75 
0,004 0,6382 5,118 0,828 1,268 20,21 
0,005 0,7827 7,698 0,892 1,197 18,01 
0,006 0,9145 10,51 0,956 1,132 16,11 
0,007 1,035 | 13,46 1,020 1,072 14,44 
0,008 1,145 | 16,48 1,084 1,017 12,99 
0,009 1,247 19,53 1,148 0,9653 11,71 
0,010 1,339 22,54 1,212 0,9176 10,58 
0,012 1,503 | 28,40 1,340 0,8319 8,696 
0,014 1,643 33,91 1,468 0,7569 1,199 
0,016 1,762 39,03 1,596 0,6908 5,997 
0,018 1,865 43,73 1,724 0,6321 5,021 
0,020 1,955 48,02 1,852 0,5797 4,222 
1,980 0,5325 3,963 
0,024 2,101 55,47 2,108 0,4898 3,014 
0,028 2,214 61,61 2,236 0,4510 2,556 
0,032 2,303 66,66 2,364 0,4156 yrs byt 
0,036 2,374 70,81 2,492 0,3832 1,845 
0,040 2,431 74,23 2,620 0,3534 1,570 
0,044 2,476 77,05 2,748 0,3261 1,336 
0,048 Paoike 19,37 2,876 0,3008 1,137 
0,052 2,543 81,28 3,004 0,2774 0.9673 
0,056 2,568 82,84 3,132 0,2559 0,8227 
0,060 2,587 | 84,11 
3,388 0,2175 0,5942 
0,068 2,615 85,94 3,644. 0,1845 0,4278 
0,076 2,632 87,03 3,900 0,1563 0,3069 
0,084 2,640 87,56 4,156 0,1321 0,2193 
0,092 2,642 87,69 4,412 0,1115 0,1561 
_ 0,100 2,639 87,50 4,668 0,09388 0,1107 
~ 0,108 2,632 87,06 4,924 0,07892 0,07828 
5,180 0,06625 0,05515 
0,124 2,611 85,64 5,436 0,05552 0,03874 
0,140 2,082 83,75 5,692 0,04647 0,02714 
0,156 2,548 81,56 5,948 0,03885 0,01897 
0,172 2,510 79,19 6,204 0,03244 0,01310 
0,188 2,471 76,74 6,460 0,02706 0,00920 
0,204 2,431 74,26 6,716 0,02256 0,00640 
0,220 2,390 71,77 6,972 0,01879 0,004.44. 
0,236 2,349 69,32 7,228 0,01564 0,00307 . 
0,252 2,308 66,91 7,484 0,01301 0,00213 
0,268 2,267 64,56 7,740 0,01082 0,00147 
0,284 2,226 62,27 7,996 0,00899 0,00102 
8,252 0,00747 0,000701 
0,316 2,147 57,94 8,508 0,00621 0,000484 
0,348 2,071 53,90 8,764 0,00517 0,000336 
. 0,380 1,998 90,17 9,020 0,00429 0,000231 
= 0,412 1,928 46,72 9,276 0,00356 0,000159 
; 0,444 1,862 43,55 9,532 0,00296 0,000110 
0,476 1,798 40,63 9,788 0,00245 0,0000756 
0,508 1,738 37,94 10,044- 0,00203 0,0000520 
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kegel Se See 


aan ; | 
TABELLE 5 ; i || 


Die Werte der Parameter_a und y und der Konstante Vo. , 
a in 1/ay1/2-, y in 1/ag- und Vy in e/ay-Einheiten. ’ 


-1,7810 | -0,69135 0,23898 


; Ne 
Ar 2,2010. a s0sT11507 sie 0,25312. 
Kr  2,8108 0,72660 0,26397 
x y 3,220 0,73300 — 0,26886 
i ‘ ie eo ‘a fate : acs - ise 
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Lésung der mit der urspriinglichen Weizsdckerschen kinetischen Energiekorrektion erweiter- 
ten statistischen Grundgleichung (22) fiir Ar. 
TABELLE 6 
> Funktion y und die radiale Dichteverteilung D = 47? fir Ar nach Weizsdcker, r in a 
y in 1/a,!/2- und D in 1/a)-Einheiten. ~ 


r | y . | D r | y D 
| 0 0 0,972 0,9763 11,98 
0,0394 | 0,0195 0,636 | 0,9354 11,00 
0,0709 0,0631 0,700 0,8962 10,09 
0,1012 0,1287 0,764 0,8588 9,269 
0,1305 0,2138 0,828 0,8233 8,518 
0,1587 0,3163 0,892 0,7897 7,836 
0,1859 0,4342 0,956 0,7578 7,216 
0,2122 | 0,5658 1,020 0,7275 6,651 
0,2376 | 0,7095 1,084 0,6989 6,138 
0,2622 | 0,8640 1,148 0,6717 5,670 
0,2860 | 1,028 1,212 0,6460 5,243 
| + 0,3313 1,380 1,340 0,5983 4,498 
| 0,3739 1,756 1,468 0,5952 3,873 
0,4138 2,152 1,596 0,5160 3,346 
| 0,4514 | 2,561 1,724 0,4803 2,899 
0,4869 2,979 1,852 0,4476 Mepsyi ly 
1,980 0,4175 2,190 
| 0,5518 3,826 2,108 0,3898 1,909 
0,6098 4,673 2,236 0,3641 1,666 
0,6618 5,004 2,364 0,3403 1,455 
0,7086 6,310 2,492 0,3182 IL Anes 
0,7508 7,083 2,620 0,2975 1,112 
0,7889 7,822 2,748 0,2782 0,9724 
0,8236 8,523 2.8710 0,2602 0,8505 
0,8550 9,186 3,004 — 04,2433 0,7437 
0,8836 9,812 3,132 0,2274 0,6501 
0,9097 10,40 : 
3,388 0,1987 0,4961 
0,9554 11,47 3,644 0,1734 0,3777 
0,9937 12,41 3,900 0,1511 0,2867 
1,026 13,23" 4,156 0,1314 0,2170 
1,053 13,94 4,412 0,1141 0,1637 
1,076 14,55 4,668 _ 0,09898 0,1231 
1,095 15,08 4,924 0,08570 0,09230 
5,180 0,07410 0,06900 
1,126 15,92 5,436 0,06397 0,05143 
1,147 16,52 5,692 0,05516 0,03824 
1,161 16,93 5,948 0,04751 0,02836 
1,170 17,20 6,204 0,04087 4 0,02099 
1175 17,35 6,460 0,03513 -0,01550 
ies brea : 17,40 6,716 0,03016 0,01143 
1,176 17,38 6,972 0,02588 = |- 0,00841 
1,173 17,30 7,228 0,02218 0,00618 
1,169 17,17 7,484. ~ 0,01901 0,00454 -. 
1,163 17,01 7,740 0,01627 0,00333 
Teton 16,81 7,996 0,01393 0,00244 
8,252 0,01191 0,00178 
1,141 : 16,35 8,508 0,01018 0,00130 
1,122 15,83 8,764 0,00870 0,000952 
1,103 15,28 9,020 0,00744 0,000695 ~ 
1,082 14,72 9.276 0,00635 0,000507 
1,061 14,15 9,532 0,00542 0,000370 
1,040 13,58 9,788 0,00463 0,000269 


1,018 - 13,03 10,044 0,00395 0,000196 
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| TABELLE 7 

Die Werte der Parameter a und y und der Konstante V, fiir die Lésung der Weizsackersch 
Gleichung (22) im Falle des Ar-Atoms. 

a in Lay!/2-, y in 1/ag- und V, in e/ao-Einheiten. 


, | > 


| | 
| 
Ar | 2,1120 | 0,62500 : 
| ; 
} 
¢ 


S 
s 
[1 
‘oO 
on 
w 
w 


O PACNPENEJIEHHH TLOTHOCTH 3JIEKTPOHOB B CTATHCTHYUECKON MOJIE) 
ATOMA, JOMOJIHEHHOM KOPPEKUMEM KMHETHYECKON / | 
SHEPIMM 


nM. rOMBALU 


Peswme ‘ | 


OcHOBHOe CTaTHCTHYeCKOe ypaBHeHHe, AONOTHeHHOe KOppeKUHeii KHHETHYECKOM 3 ich 


Tun, AA aTOMOB OnaropomHEIX ra30B Ne, Ar, Kr u X MO>KHO TOUHO PelIMTb 4NCIeHHO, He 
MOKHO ONpefeIHTb MIOTHOCTh 31€KTPOHOB — Kak dyHKUMIO paccTOAHUA OT apa. He 
IIMOTHOCTb B MeCTe Pacno.OxKeHHA Apa OcTaeTCA KOHCTAHTHOH M Ha OONbIOM paccTos 
OT AIpa SKCMOHEHUMAIbHO yObIBaeT K Hy. OOa pe3syIbTaTa OYCHb XOPOMWIO COrmacy! r ? 


fw 


pesyJbTaTaMM BOJIHOBOM MeXaHHKH M O3HAYaIOT OTHOCHTeIbHO pacmpeweeHHA M110" 
no Tomacy—®epmu u no Tomacy— ®epmu— Jupaky 3Ha4nTeIbHOe HCMIpaBIeHHe, TAK Ki 
OHM Ha MeCTe pacMo10%KeHHA Apa ABIAIOTCA CHHTYAAPHBIMM HW MepBblii U3 HUX Ha 60) 
paccTOAHUN OT Apa OYeHb Me{\MeEHHO CTPEMHTCA K HY, a BTOPOH, NPH KOHEYHOM 3 
_TIMOTHOCTH, He NOCTOAHHO yObIBaeT K Hy.110. IIM0THOCTb, ONpeseneHHad Mpesaraemoii 
Wneli, MOKaSbIBaeT ysIyULIeHHe M OTHOCHTEIbHO BbIYHCIeHHOH OPHTMHAaIbHOH KOp 
Beiiusekepa, Kak 9TO M0Ka3aHO Ha MpuMepe aToma Ar, oui e 


/ 
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UBER DIE GRUPPIERUNG DER ELEKTRONEN 
NACH DER HAUPTQUANTENZAHL 
IN DER STATISTISCHEN THEORIE DES ATOMS 


Von 


P. GOMBAS 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen 2. XII. 1955.) 


Auf Grund der in zwei vorangehenden Arbeiten vom Verfasser vorgenommenen Ein- 
eilung des Impulsraumes durch konzentrische Kugelflachen in Kugelschalen von gleicher 
Micke wird das Paulische Besetzungsverbot durch eine neue Form des Zusatzpotentials ersetzt, 
as mit einem von Slater eingefiihrten vereinfachten Potential in einfacher Beziehung steht. 
fit Hilfe dieser Beziehung lasst sich die mit Kugelflachen vorgenommene Einteilung des 
mpulsraumes verfeinern, wobei man dem empirischen Befund, dass die Besetzung von Zu- 
tanden mit kleiner Nebenquantenzahl gegeniiber von Zustaénden mit grosser Nebenquanten- 
ahl bevorzugt wird, ohne jeder Zusatzhypothese Rechnung tragen kann. 


In einer vorangehenden Arbeit! wurde vom Verfasser in die sta- 
istische Theorie des Atoms eine neue kinetische Energiekorrektion einge- 
tiuhrt, die darauf beruht, dass bei Beriicksichtigung der Weizsackerschen Kor- 
ektion die kinetische Selbstenergie* der freien Elektronen in Abzug zu brin- 
en ist. Diese wurde auf Grund einer Einteilung des Impulsraumes berechnet, 
lie darin besteht, dass wir in der Entfernung r vom Atomkern die Impulskugel 


lurch konzentrische Kugelflachen vom Radius 


h 
Babe ae rail (1) 


n Kugelschalen von der Dicke 


h 
ae (2) 
_ 27r 


inteilen, wo h die Plancksche Konstante bezeichnet. Die ganze Zahl n entspricht 
ler Hauptquantenzahl und es befinden sich vom Zentrum der Impulskugel 
iach aussen hin fortschreitend in den aufeinander folgenden Kugelschalen 
lie Elektronen mit der Hauptquantenzahl n= 1, 2, 3, .... 

Unser Ziel ist zunaichst die mittlere kinetische Energie eines Elektrons 
‘estzustellen und hieraus — ganz 4hnlich wie in zwei vorangehenden Arbei- 


1 P, Gombés,Acta Phys. Hung. 3, 127, 1953. 
2: Niéheres hieriiber findet man ae den Arbeiten P. Gombés, Acta Phys. Hung. 3, 105, 


1953; 3, 127, 1953, sowie in der Arbeit P. Gombés, Ann. d. Phys. im Erscheinen. ; 


= 
a 
4 


‘ ee 
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Abstossungspotential herzuleiten, das daj 
ch tiefer liegenden vollbesetzten Elektronen| 
Da dieses Abstossungspotential immer in de} 
gelangt, in der der radiale Anteil de 


ten? — _ ein nicht-klassisches 
Besetzungsverbot der energetis 
zustande zu ersetzen vermag. 

Schridinger-Gleichung zur Anwendung 
kjinetischen Selbstenergie des Elektrons schon in Betracht gezogen ist, musse} 
wir hier in der zu berechnenden mittleren kinetischen Energie des Elektroni 


den radialen Anteil der Selbstenergie in Abzug bringen. 
Die mittlere kinetische Energie eines Elektrons in der n-ten Kugelschale 


d. h. eines Elektrons mit der Hauptquantenzahl n betragt 
1 | Let 
aid ne a ae | ~ 
2m ey: = 


Die mittlere kinetische Selbstenergie des Elektrons in der n-ten Kugelschal 
wird also* | 


1 


ae 1 | 1 
—— wes = € eee es 
j al? ede 


2m 


Past : ( | 


l | 
Der radiale Anteil dieser Energie betragt° ae us. Man erhilt also fiir die dure) 
den radialen Anteil der kinetischen Selbstenergie reduzierte mittlere kinetisclt 


Energie eines Elektrons in der n-ten Kugelschale 


yan | 


13. oi’ 


1 2 1 Lying 
[pra + Pi la 3 PS Spe 5 


' ; ‘ A 4 
Hier stellt das erste Glied auf der rechten Seite den azimutalen und das zwer 


den durch die Selbstenergie reduzierten radialen Anteil der mittleren kinetische 
Energie des Elektrons in der_n-ten Kugelschale dar. Mit Riicksicht auf ( 
lasst sich wu in folgender Form schreiben 


h2 | 2 12 1 ‘Beewe e! 1? 
a Sa aoa je ee ee 
le rose We peels |e ae 
1 1 ( 
+ — n — 1)?}—, ~ 
= ( "|S 


wo e die positive Elementarladung und ay den ersten Bohrschen Wassersto 
radius bezeichnet. u ist die Mindestenergie, die man dem Elektron zufthr 


3 P, Gombds, ZS. f. Phys. 118, 164, 1941 und Acta Phys. Hung. 1, 285, 1952. 

pak: 4 Man vel. hierzu P. Gombés, Acta Phys. Hung. 3, 105, 1953; 3, 127, 1953, weit 
hin die Arbeit P. Gombdés, Ann. d. Phys.im Erscheinen. 

we Man vgl. hierzu P. Gombés, Ann. d. Phys. im Erscheinen sowie die voranstehel! 

Arbeit des Verfassers im vorliegenden. Heft. ; 
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nuss, um es in der n-ten Kugelschale, d. h. in einem Quantenzustand mit der 
dauptquantenzahl n unterzubringen. 

Dies bedeutet, dass auf das Elektron, falls man es in einem Quanten- 
vastand mit der Hauptquantenzahl n unterbringen will, zufolge des Paulischen 
Besetzungsverbotes der energetisch tiefer liegenden vollbesetzten Quanten- 
sustande das nicht-klassische Abstossungspotential 


1 2 Lye 11 
Pa 60 | | 1)2 
2 [5 a) ta He 


wirkt. Dieses Potential hat eine ganz ahnliche Bedeutung wie die in zwei friihe- 
en Arbeiten® hergeleiteten Zusatzpotentiale F; und G;. Das Potential P gibt 
edoch eine weniger gute Naherung als die Potentiale F; und G,, wie dies auch’ 
n der Abhangigkeit von r zum Ausdruck kommt, als eine natirliche Folge der 
mugrunde gelegten groben Annahmen. 

Energieniveaus von Atomen kénnen gerade so wie im Falle der Zusatz- 
sotentiale F; und G; in der Weise berechnet werden, dass man das elektrostatische 
Potential V des Atoms durch das Zusatzpotential P erganzt, d. h. der Berech- 
nung das modifizierte Potential 


=) iP (7) 


zugrunde legt, wodurch man von der Orthogonalisierung der Eigenfunktion 
auf die energetisch tiefer liegenden Elektronenzustande frei wird. Dies bedeutet, 
dass man im modifizierten Potential ® den energetisch absolut tiefsten Zustand 


. 


des Elektrons zu bestimmen hat. 
Wir wollen nun ® mit dem von Slater’ eingefiihrten Potential ver- 


gleichen, das den von ihm angegebenen vereinfachten Eigenfunktionen zugrunde 
liegt. Dieses hat folgende Gestalt 

roe . #:/ 
(Z yPeguel is n*(n 1) (8) 


@O, = : Ay 2 9 


Tr vs Tr 


wo Z die Ordnungszahl, y eine Abschirmungskonstante und n* eine effektive 
Hauptquantenzahl bezeichnet. Die Werte von n* sind in der Tabelle 1 angege- 
ben, beziiglich y verweisen wir auf die Originalarbeit. Das erste Glied auf der 
echten Seite von (8) ist der elektrostatische Anteil des Potentials, dem in (7) 
BD stepricht, das zweite Glied auf der rechten Seite in (8), das ein Abstossungs- 
oe darstellt, entspricht dem Abstossungspotential P in (7). Da beide auf 


8 P, Gombés, ZS. f. Phys. 118, 164, 1941 und Acta Phys. Hung. 1, 285, 1952. 
_—-7-*J. C. Slater, Phys. Rev. 36, 57, 1930. 


10 Acta Physica V/4 
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dieselbe Weise von r abhangen, 
vergleichen. Hierzu schreiben wir P in derse 


Slatersche Glied, wir schreiben also 


P= ey f 5 
d. h. wir setzen 
2 Li 
n(n’ —1)= n + -—(n— 1)?. (10 
3 2 
Hieraus ergibt sich 
4 3 \1/2 | 
oe : 1 |n? n + | : (11, 
2 3 4 


Wir kénnen nun n’ ebenfalls als eine effektive Hauptquantenzahl betracht 
ten und diese mit der Slaterschen effektiven Hauptquantenzahl n* vergleiche 
Die aus (11) far die verschiedenen Werte der wahren Hauptquantenzahl 4 
berechneten Werte fir n’ sind zusammen mit n* in der Tabelle 1 angegebent 


TABELLE 1 
ET 
| | 
Wahre Hauptquantenzahl | 1 2 3 4 5 64 
Be | 
Effektive Hauptquantenzahl n’...........+---- | 1,15 1,94 2,90 3,88 4,87 5,8! 
Slatersche effektive Hauptquantenzahl n* ...... | 1 2 3 Sei 4,0 4,2 | 


: 

Wie aus einem Vergleich der effektiven Hauptquantenzahlen n’ und n 
zu sehen ist, stimmen diese bis zu n = 4 sehr gut iiberein, fir n > 5ist n’ bedeu 
tend grésser als n*. Letzteres ist auf zwei Ursachen gurickzufiihren. Ersten 
dirfte fiir grosse n, d. h. fiir schwere Atome der elektrostatische Anteil de 
Slaterschen Naherungspotentials ®, — zufolge der mit wachsendem n zuneh 
menden Unbestimmtheit der Abschirmungskonstante y — mit einem Fehle 
behaftet sein, der durch das Abstossungsglied kompensiert wird, was bedeutet 
dass mit wachsendem n eine entsprechende Ungenauigkeit in den Werten vo 
n* auftritt. Zweitens ist der Unterschied zwischen n’ und n* darauf zurick 
zufiihren, dass in unserem Abstossungspotential dem Umstand, dass die Bese 
tzung von Elektronenzustinden mit grosser Hauptquantenzahl und kleine 
Nebenquantenzahl gegeniiber von Zustaénden mit kleiner Hauptquantenzal 
und grosser Nebenquantenzahl bevorzugt wird, nicht Rechnung getragen wir 
wiahrend dies bei Slater durch eine mit wachsendem n steigende Reduktion vo 
n* gegeniiber n beriicksichtigt ist. ; 

Wenn man nun annimmt, dass die Slaterschen n*-Werte richtig sin 
so lasst sich der ganze Gedankengang umdrehen und man kann dann hierve 


- 
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ausgehend auf die Einteilung des Impulsraumes weitere Schlusse ziehen. Fiir 
die Werte n = 1, 2, 3 und 4, fiir die n* mit n’ gut tibereinstimmt, sind die Kugel- 
flachen, mit denen der Impulsraum auf Grund der Slaterschen effektiven 
Hauptquantenzahlen n* eingeteilt werden kann, praktisch dieselben wie die 
eingangs von uns gewahlten, deren Radien durch (1) gegeben sind. Fir n > 4 


: 5 
werden jedoch bei Zugrundelegung der Slaterschen n*-Werte die von uns 


Fig. 7. Zur Einteilung des Impulsraumes. 


yewahlten Kugelflachen abgedndert. Aus dem Anwachsen der Differenz n’—n* 
nit wachsendem n folgt, dass sich die Impulskugelschalen fiir n > 4 mit wach- 
endem n verschmilern. Eine Verschmilerung in Richtung des azimutalen 
mpulses kann jedoch nicht stattfinden, da fiir einen vorgegebenen Wert der 
lebenquantenzahl | die azimutale Impulskomponente am Ort r durch die 
Sedingung 
h 


eee { 4 - (12) 


‘estgelegt ist, wo wir gemass dem tblichen Kompromiss zwischen der Wellen- 


mechanik und der halbklassischen Betrachtungsweise {i+ 1)}{? durch 
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p, ist also der algebraische Mittelwert der Radien (1) der von uns gewahlter 
Kugelschalen; in Richtung des azimutalen Impulses kann demnach eine Verschmaf 


0 0,25 050 075 100 12g 


r _—_— 
Fig. 2. Verlauf des Quadrates der mit r multiplizierten radialen Eigenfunktion des 4s-Zustand: 


: ye ap user open 
fiir Hg nach Hartree; r in ay-, R?r* in ve -Einheiten. 
0 


lerung der Kugelschalen, d. h. eine Kiirzung der Radien der Kugelflachen ( 
keinesfalls vorgenommen werden. Eine Verschmalerung der Impulskugelschak 
kann daher nur in Richtung der radialen Impulskomponente stattfinden. B 
Zugrundelegung der Slaterschen effektiven Hauptquantenzahl n* werden al 
oberhalb n = 4 die Impulskugelflachen in der radialen Richtung abgeplatt 
und zwar umso starker je grésser n ist. Die Verhaltnisse sind ohne Ricksic 
auf quantitative Zusammenhange schematisch in Fig. 1 dargestellt, in d 
entlang eines Meridians ein Querschnitt der Impulskugel und der einteilend 
Kugelflachen, bzw. abgeplatteten Kugelflachen veranschaulicht ist. Das 5 
tersche Abstossungspotential ist dann als ein entsprechender Mittelwert in d 
abgeplatteten Kugelschalen zu betrachten. 
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Diese Impulsraumeinteilung entspricht dem empirischen Befund, dass die 
Besetzung von Elektronenzustanden mit kleiner Nebenquantenzahl gegeniber 
von Zustanden mit grosser Nebenquantenzahl bevorzugt wird. 

Die Ursache dessen diirfte darin zu suchen sein, dass fiir eine vorgegebene 
Hauptquantenzahl die radialen Teile der Eigenfunktionen von Quantenzu- 
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Fig. 3. Verlauf des Quadrates der mit 7 multiplizierten radialen Eigenfunktion des 4 f-Zustandes 
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standen mit kleiner Nebenquantenzahl im Verhiltnis zu Zustanden mit grosser 
ebenquantenzahl also z. B. fiir die Zustande 4s und 4f eines Atoms einen 
wesentlichen Unterschied aufweisen. Das Quadrat des mit r multiplizierten 
radialen Teils R der Eigenfunktion dieser Zustande fiir das Hg-Atom® als Funk- 
ion von r ist in den Figuren 2 und 3 veranschaulicht. Wahrend im Falle des 4s- 
Zustandes — zufolge der Orthogonalitatsbedingungen des radialen Anteils 
der 4s-Eigenfunktion auf die radialen 1s-, 2s- und 3s-Eigenfunktionen — im 
inneren des Atoms Nebenmaxima auftreten, ist dies beim 4f-Zustand nicht der 
Fall, da dies der energetisch tiefste f-Zustand ist. Zufolge dieser Nebenmaxima 
hesitzt das Elektron im 4s-Zustand im inneren des Atoms eine bedeutend 
Sssere Aufenthaltswahrscheinlichkeit als im 4f-Zustand. Hieraus folgt, dass 
lie Energie des 4s-Zustandes tiefer liegt als die des Af-Zustandes, d. h. dass die 
Besetzung des 4s-Zustandes gegeniiber der des 4f-Zustandes bevorzugt wird. 
Dies kommt sehr anschaulich in der in Fig. 1 dargestellten Impulsraumein- 


teilung zum Ausdruck. 


8 Nach D. R. Hartree, Proc. Roy. Soc. London (A) 149, 210, 1935. 
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Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass einerseits durch das b 4) 
Slater eingefihrte und dem empirischen Befund angepasste Naherungspote 
tial (8) unsere in zwei vorangehenden Arbeiten vorgenommene Impulsra oF 
einteilung gut unterstiitzt wird und andererseits mit Hilfe desSlaterschen Pote ‘| 
tials die Impulsraumeinteilung weiter verfeinert werden kann und zwar in eine 
Weise, die der Bevorzugung der Besetzung von Elektronenzustanden mit klein : 
Nebenquantenzahl gegeniiber von Zustanden mit grosser Nebenquantenz alt 
ohne Zusatzhypothesen Rechnung tragt. 3 
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UBER DIE WECHSELWIRKUNG VON SCHWEREN 
ATOMKERNEN MIT NUCLEONEN 


Von 
P. GOMBAS 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 5. XII. 1955.) 


Es wird gezeigt, dass man auf Grund der statistischen Betrachtungsweise die Wechsel- 
wirkung eines schweren Kerns mit einem Nucleon durch ein Potential darstellen kann. Dieses 
Potential wird von Kisdi in der nachfolgenden Arbeit zur Berechnung einiger Konstanten des 
°% Pb Kerns herangezogen. 


In einigen friheren Arbeiten' des Verfassers wurde auf Grund der 

statistischen Theorie des Atoms die Wechselwirkung zwischen Elektronen und 
einem elektronenreichen Atomrumpf mit abgeschlossenen Elektronenschalen 
untersucht und gezeigt, dass man das aus dem. Pauli-Prinzip resultierende 
Besetzungsverbot der energetisch tiefer liegenden Quantenzustande des Rumpfes 
durch ein nicht-klassisches Abstossungspotential, das sogenannte Zusatzpoten- 
tial ersetzen kann. An Stelle des elektrostatischen Potentials tritt dann das 
modifizierte Potential, das sich aus dem elektrostatischen Potential und dem 
Zusatzpotential additiv zussammensetzt. Mit Hilfe des modifizierten Potentials 
konnte die Energie von Valenzelektronenzustanden der Alkali- und Erdalkali- 
atome sehr einfach berechnet, sowie eine Theorie der Alkali- und Erdalkali- 
metalle entwickelt werden, die die wichtigsten strukturunempfindlichen Kigen- 
schaften dieser Metalle in guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung zu erkla- 
ren imstande ist. 
Ss Die vorliegende Arbeit setzt sich zum Ziel dieses zur Berechnung der 
Wechselwirkung zwischen Elektronen und einem schweren Atomrumpf mit 
abgeschlossenen Elektronenschalen entwickelte Verfahren auf die Berechnung 
der Wechselwirkung zwischen Nucleonen und einem schweren Atomkern mit 
«abgeschlossenen Schalen» zu iibertragen. Dies kann auf Grund des statistischen 
Modells des Atomkerns folgendermassen geschehen. 

In dem in einigen vorangehenden Arbeiten? des Verfassers entwickel- 
ten statistischen Kernmodell wurde angenommen, dass den Kern Austausch- 
krafte vom Majoranaschen Typ zusammenhalten. Aus diesem Modell ergeben 


1 P, Gombas, 7S. f. Phys. 118, 164, 1941; Acta Phys. Hung. 1, 285, 1952; man 
ygl. auch P. Gombds, Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen, S. 150 ff. > 
‘Springer, Wien, 1949. S 
- - Py Gombés, Acta Phys. Hung. 1, 329, 1952: 2, 223, 1952; Ann. d. Phys. (6) 10, 253, 
1952 ; (6) 12, 155, 1953; Nature 170, 362, 1952; 171, 979, 1953 ; P. Gombds, E. Magori, B. 
Molnér u. E. Szabé, Acta Phys. Hung. 4, 267, 1954; Ann. d. Phys. (6) 16, 93, 1955. 
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sich, bei Zuziehung nur eines einzigen empirischen Parameters, die Kernenergien! 
und die Kernradien in befriedigender Ubereinstimmung mit den empirischen| 
Werten. Wir legen im folgenden dieses Modell zugrunde, ohne jedoch den von 
der gegenseitigen Entfernung der Nucleonen abhangigen Anteil der zwischen 
den Nucleonen wirkenden Kraft zu spezialisieren ; es wird nur vorausgesetzt. 
dass diese eine mit wachsender gegenseitiger Entfernung der Nucleonen raschi 
abklingende Funktion ist. 

Wihrend im Atom die Bindung der Elektronen durch elektrostatische 
Krifte entsteht, die man aus einem Potential herleiten kann — wodurch} 
die Rechnungen sehr vereinfacht werden — sindim zugrunde gelegten Kern 
modell die Nucleonen durch Austauschkrafte gebunden, die kein Potential besit~ 
zen. Es soll hier nun zunachst gezeigt werden, dass man auch die Austausch-+ 
krafte mit gewissen Vernachlassigungen naherungsweise durch ein Potential 
darstellen kann. 

Die Austauschenergie des Atomkerns, die aus der Neutron-Proton, Neu-+ 
tron-Neutron und Proton-Proton Wechselwirkung resultiert, wird bzw. durch i 


die folgenden Ausdriicke dargestellt 


Ene = —4a{ f(@n,@p)dv, vy 
Ey = —a ff (n,n) d03 C) 
Erp = —a { f (Wp, @p) dv, (3) 
sie o,= Bol? und o,= Boel () 


ist; hier bezeichnen a und f Konstanten und f eine vom zugrunde gelegten 
Kraftetyp abhangige Funktion. Naheres beziiglich a, und f ist in einigen 
vorangehenden Arbeiten zu finden*. Es sei hervorgehoben, dass fir einen 
bestimmten Kraftetyp f eine nur von @, und @,, bzw. durch diese Gréssen 
eine nur von den Nucleonendichten 0,, bzw. @p abhangige Funktion ist. 

Wir wollen nun einen schweren Kern mit abgeschlossenen Nucleonen- 
schalen mit der Neutronendichte 0, und der Protonendichte @, in Betracht 
ziehen und die Anderung der Austauschenergie untersuchen, die entsteht. 
wenn sich an den Kern eine kleine Anzahl von Neutronen mit der Dichte 60, 
anlagert. Hierbei sei vorausgesetzt, dass durch die hinzukommenden Neutro- 
nen der urspriingliche Kern nicht deformiert wird, dass also im urspriinglichen 
Kern die Neutronendichte @, unverdndert bleibt. Bei Vernachlassigung vor 
Gliedern, die von zweiter und héherer Ordnung klein sind, erhalt man fiir die 
Anderung der Austauschenergie 


3 P. Gombés, Acta Phys. Hung. 1, 329, 1952; 2, 223, 1952 : P. Gombésie Bo M4 ri 
B. Molnar u. E. Szab6, Acta Phys. Hung. 4, 267, 1954. zombas, ago : 
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6(ERP4 ER) = — | E BF (Pn ®) +a Fl@ns = ds 60, dv = 
Z OW, 0M yj O0n z 


(5) 


Ce OT (0.2.02) Of (@n.@n) | BF 
= hal ep ioe »®%p ’ : : 
fae | | ot fave Sik a | = 0endv = — | U, oe, dv. 
dk op 80 p 302, 
Wie man aus diesem Ausdruck sieht, kann man 


: ; af (@n Op) , Of (@n On). 
307 | 


U,, are, op 


(6) 


0M, OW; 


als die potentielle Energie eines Neutrons in einem Austausch-Potentialfeld 
betrachten, das vom urspriinglichen Kern auf Neutronen wirkt. 


Auf genau dieselbe Weise erhalt man fiir die potentielle Energie eines 
Protons im Austausch-Potentialfeld, das durch die Kernkrafte des urspriingli- 
hen Kerns auf Protonen wirkt 


2 ] 
30, 0p OW p 


ha ap 4 Of (On p) , Of (Mp eA (7) 


Es sei hier betont, dass U, aus den Kernkraften resultiert, denn U, stellt nicht 
die gesamte potentielle Energie eines Protons dar, da zwischen den Protonen 
noch elektrostatische Coulombsche Krafte wirken, aus denen fir ein Proton am 


Ort t die elektrostatische potentielle Energie 


U. = *_ ep (tI dv’ (8) 
|r—v’ 


cesultiert, wo e die positive Elementarladung bezeichnet. 

Ausserdem ergibt sich bei Protonen noch ein weiterer Energieanteil aus 
der zufolge der Coulombschen Wechselwirkung entstehenden Austausch- 
wechselwirkung der Protonen. Dieser Potentialanteil ist jedoch sehr klein und 
kann vernachlassigt werden. 

An Stelle der elektrostatischen potentiellen Energie eines Elektrons in 
Jer Atomhiille tritt beim Atomkern die potentielle Energie eines Neutrons 
U,, bzw. die potentielle Energie eines Protons U, + U,. 

Die modifizierte potentielle Energie eines Neutrons, bzw. Protons setzt 
sich aus diesen Energien und aus den Energien zusammen, die aus den Zusatz- 
sotentialen resultieren. Ganz analog zu den Atomen sind die aus den Zusatz- 
stentialen resultierenden Zusatzenergien* die maximalen Fermi-Energien fir 


4 Beim Kern ist es — im Gegensatz zur Atomhiille — zweckmissig statt den Potentialen 
lie potentielle Energie eines Nucleons einzufiihren. Wir fihren also hier statt dem Zusatzpoten- 
die Zusatzenergie und weiter unten statt dem modifizierten Potential die modifizierte poten- 


ielle Energie eines Nucleons ein. | 
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Neutronen und Protonen. Man hat also fiir die Zusatzenergie eines Neutron 


bzw. Protons 


Xk 


. 5 5 
und Wp =n ates (9 


M’ 


wo h die Plancksche Konstante und M die Nucleonenmasse bezeichnet. 


~ 40\ x 
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Geradeso wie sich das modifizierte Potential fiir Elektronen in der Atomhille 
zur Berechnung der Valenzelektronenzustainde von Alkali- und Erdalkaliatome 
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Fig. 2. Pn, Pp und die Nucleonendichte ¢ als Funktionen von r/r, fir den Kern A = 118 (N= 68, 
Z = 50) im Falle der Wechselwirkung (13) zwischen den Nucleonen. P, und Pp in MeV- und 
Q in 1/r3-Einheiten ; To Dok 10-13 cm. 

anwenden lasst, kann man versuchen P, und P, bei der Berechnung der 
Zustande solcher Neutronen und Protonen zugrunde zu legen, die sich in einem 
Kern-Rumpf mit abgeschlossenen Neutronen- und Protonenschalen bewegen. 

Die modifizierte potentielle Energie P, und P, als Funktion von der 
Entfernung vom -Kernmittelpunkt r ist in den Figuren 1, 2 und 3 fiir den leich- - 
ten Kern 4=16 (N=8, Z=8) fiir den mittelschweren Kern A = 118 
(N = 68, Z = 50) und fir den schweren Kern 4 = 208 (N= 126, Z = 82) 
graphisch dargestellt. Bei diesen Kernen besitzen im Falle der Kerne A = 16 
(N = 8, Z=8) und A = 208 (N= 126, Z = 82) sowohl die Neutronen als 
die Protonen und im Falle des Kerns A = 118 (N = 68, Z = 50) die Protonen 
abgeschlossene Schalen. ; 

Die in den Figuren dargestellten modifizierten potentiellen Energien 
wurden auf Grund einer vorangehenden Arbeit? fir den Fall berechnet, dass 


5 P. Gombds, E. Mégori, B. Molndr u. E. Szabé, Acta Phys. Hung. 4, 267, 1954. 
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Fig. 3. Pn, Pp und die Nucleonendichte g als Funktionen von r/ro fiir den Kern A = 208 (N= 

126,Z = 82)im Falle der Wechselwirkung (13) zwischen den Nucleonen (ausgezogene Kurven) 

Weiterhin Pp als Funktion von r/rq fiir eine Gausssche Verteilung der Protonen fiir denselbex 
Kern (gestrichelte Kurve); ry = 1,355.10—78 em. 


zwischen den Nucleonen eine Wechselwirkungsenergie von der Form 
Jaa een 

besteht, wo t und t’ die Ortsvektoren der beiden Nucleonen sind und € sowi 

ry Konstanten bezeichnen, beziiglich der wir auf die zitierte Arbeit verweisen 


Die Dichteverteilung der Nucleonen, die man mit dieser Wechselwirkung fi 
das statistische Kernmodell erhalt®, ist in dem oberen Teil der Figuren darge 


(13 


® P. Gombas, E. Mégori, B. Molnar u. E. Szab6, Acta Phys. Hung. 4, 267, 1954, 
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tellt. Zwischen der Dichteverteilung der Neutronen und Protonen wurde nur 
nsofern ein Unterschied gemacht, als die Anzahl der Neutronen und der Proto- 
ven im Kern verschieden ist. Dies bedeutet, dass man aus den angegebenen 
Jichteverteilungen der Nucleonen die Dichteverteilung der Neutronen durch 
Multiplikation mit N/A und die der Protonen durch Multiplikation mit Z/A 
halt, Wo NN die Anzahl der Neutronen, Z die Anzahl der Protonen und 4 = N+Z 
lie Massenzahl des Kerns bezeichnet. 

Die empirische Abtrennungsenergie eines Neutrons und eines Protons, 
sowie deren relative Lage zeigen fiir die verschiedenen Kerne starke Schwan- 
csungen. Im allgemeinen liegt jedoch die Abtrennungsenergie eines Neutrons 
riefer als die eines Protons. Dementsprechend sollte man erwarten, dass gemass 
Jer statistischen Behandlungsweise P, im Mittel tiefer verlauft als P,. Dies 
ist bei dem leichten Kern A — 16 (N = 8, Z = 8) und bei dem mittelschweren 
Kern A = 118 (N = 68, Z = 50) tatsachlich der Fall. Bei dem schweren Kern 
A = 208 (N = 126, Z = 82) verlauft jedoch P, im Mittel tiefer als P,. Hieraus 
ergibt sich im Gegensatz zum experimentellen Befund, dass fiir diesen Kern 
und im allgemeinen fiir schwere Kerne die auf diese Weise auf Grund des sta- 
tistischen Kernmodells berechnete Abtrennungsenergie eines Protons ihrem 
Betrag nach grisser ist als die eines Neutrons, was in den meisten Fallen mit 
dem experimentellen Befund in Widerspruch steht. 

Die Ursache dessen, dass fiir schwere Kerne P, im Mittel tiefer verlauft 
als P,, ist darauf zurickzufiihren, dass bei schweren Kernen im Gegensatz zu 
den leichten und mittelschweren die Anzahl der Protonen bedeutend kleiner 
ist als die der Neutronen. Demzufolge wird fiir diese Kerne die in P,eingehende 
positive Zusatzenergie W, bedeutend kleiner als die in P,, eingehende ebenfalls 
positive Zusatzenergie W,,, demzufolge fiir diese Kerne P, tiefer verlauft 
als P,,. 

_ Der hieraus in den meisten Fallen sich ergebende Widerspruch mit der 
Erfahrung kann folgendermassen beseitigt werden. Alle unsere Berechnungen 
haben wir mit den statistisch festgestellten Dichteverteilungen durchgefihrt, 
wo die Neutronen- und Protonenverteilung als gleich vyorausgesetzt wurden 
und zwischen diesen nur insofern ein Unterschied besteht, als die Anzahl der 
Neutronen von denen der Protonen verschieden ist. Wenn man nun auf Grund 
der neueren experimentellen Feststellungen annimmt, dass die Verteilung der 
Neutronen und Protonen betrichtlich verschieden ist und die Protonen sich 
vorwiegend im Inneren des Kerns aufhalten, so verschwindet der Widerspruch. 
Die Mulde der modifizierten potentiellen Energie P, wird dann zwar noch etwas 
weiter vertieft, aber zugleich ganz betrachtlich verschmilert (man vel. Fig. 3, 
gestrichelte Linie), was zu einer bedeutenden Erhéhung der Energie des in dieser 
‘Mulde gebundenen Protons fihrt, wodurch die richtige Reihenfolge der Neutro- 


nen- und Protonenenergieniveaus auch fiir schwere. Kerne hergestellt. werden. 
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_ ‘In der nachfolgenden Arbeit wurden von Kisdi bei Voraussetzung eine: 
skalaren Yukawaschen Wechselwirkung zwischen den Nucleonen auf Grund 
der modifizierten potentiellen Energien P, und P, far den Kern 70> EE 


Berechnungen durchgefihrt. 
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DIE THEORETISCHE BESTIMMUNG EINIGER 
KONSTANTEN DES KERNES *3,Pb AUF GRUND 
DES STATISTISCHEN KERNMODELLS 


Von 


D. KISDI 


FORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 8. XII. 1955.) 


Mit Hilfe des in der vorangehenden Arbeit von Gombds hergeleiteten modifizierten 
Potentials fiir die Wehselwirkung eines schweren Kerns mit Nukleonen wurden die Bindungs- 
nergie des letzten Neutrons des Kernes "g3Pb und des letzten Protons des-:Kernes *y;Bi, 
erner der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung thermischer Neutronen am Kern *3Pb und 
tie Halbwertzeit des f-Zerfalls des Kernes °°3Pb bestimmt. Fiir diese Konstanten wurden die 
folgenden Ergebnisse erhalten : En = — 2,65 MeV, Ep, = —7,75 MeV, o = 6,19 barn und 
[ = 2,94 h. Die berechneten und die empirischen Werte zeigen in allen vier Fallen eine gréssen- 
ordnungsmassig gute Ubereinstimmung. 


1. Einleitung 


Als Grundlage der vorliegenden Arbeit dient das Wechselwirkungspoten- 
ial zwischen den aus abgeschlossenen Nukleonenschalen aufgebauten Atom- 
<ernen und den Nukleonen, das von Gombds in der hier vorangehenden Arbeit [1] 
it Hilfe des statistischen Kernmodells bestimmt wurde. Mit Hilfe dieses 
echselwirkungspotentials seien nun mehrere fiir die Atomkerne charakteristi- 
schen Daten ermittelt. Die ausfiihrlichen Berechnungen sollen an Hand des 
ernes "¢sPb durchgefiihrt werden, der aus acht abgeschlossenen Neutronen- 
schalen und sieben abgeschlossenen Protonenschalen besteht. 

_ Das Wechselwirkungspotential zwischen’ einem aus abgeschlossenen 
Nukleonenschalen bestehenden Kern und einem Neutron lasst sich in zwei 
Teile zerlegen. Das sich im Kernfeld bewegende Neutron gerat mit den einzelnen 
Nukleonen des Kernes infolge der Yukawaschen Krafte in Wechselwirkung. 
iese Wechselwirkungen kénnen in ein Wechselwirkungspotential V, zusam- 
mengefasst werden, fir das Gombds folgenden Ausdruck ableitete : 


4ap Of (@,, Of (w,, @ 

V5, ae ere ap . if (@ p) ae aA if ( n n) a (1) 
302, 80, 302 Wn 

Beziiglich der hier und im weiteren benutzten Bezeichnungen siehe die oben 


ngefihrte Arbeit von Gombds.) 3 
-‘Zu dieser Wechselwirkungsenergie ist nach Gombés noch das sich aus der 


statistischen Formulierung des Pauliprinzips ergebende Zusatzpotential F, zu 
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addieren das durch die Gleichung, 
F: = oe eh w2 (2) 
See B- 


gegeben ist. 
Das hieraus resultierende, auf das Neutron wirkende Potential, das sog} 


modifizierte Potential, lautet also folgendermassen : 
®,, =V,+ Fy. (3) 


In ahnlicher Weise kann man auch das auf ein Proton wirkende modifii 
vierte Potential gewinnen. Ausser dem aus den Yukawaschen Kraften her! 
riuhrenden Potential V, ist auch noch das sich aus der elektrostatischen Wechsel|! 
wirkung der Protonen ergebende Coulombsche Potential zu beriicksichtigen 


fe ea ae (4) 


In der vorliegenden Arbeit wurde als der von der Entfernung abhingigs 
Teil der Kernkrafte das Yukawasche Potential gewahlt. Gombds wies nacht 
dass die Nukleonendichten in diesem Falle in guter Naherung der Gaussschent 
Verteilung folgen [2], [3]. Die Gréssen o, und o, kénnen also in folgendhy 
Form angenommen werden : 


; / : 
= <5 qty2472 , — == @g2r2/r2 , 
OR =NOny Or 1s l'O s Op = Ope 8 I", (9) 


Hier bezeichnet r die vom Kernzentrum gemessene Entfernung und ry der 
Wirkungsradius der Kernkrafte, waihrend @,) und @;9 Normierungskonstanter 
und a ein Variationsparameter sind. Im Falle des Kernes 7Q5Pb betrigt de: 
Wert dieser Grossen : 


Opp = 4,002 ; W pp = 3,469 ; a= 0,4574. (5” 


Setzt man die Gl. (5) in die Gln. (1) und (2) ein, so erhalt man das modi 
fizierte Potentialfeld des Kernes 2esPb als Funktion der vom Kernzentrun 
gemessenen Entfernung. 


2. Die Bindungsenergie des letzten Neutrons des Kernes 20°Ph 
Es wurde bereits erwaihnt, dass der Kern 7{8Pb aus lauter abgeschlosse 
nen Nukleonenschalen aufgebaut ist. Der Kern 708Pb enthalt demnach ausse 
den abgeschlossenen Nukleonenschalen noch ein Neutron, von dem angenon 


+ 


/ 7 
{ 
a 
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Ss werden, kann, dass es sich in dem durch die Gl. (3) ausgedriickten Poten- 
ialfeld bewegt. Die Bindungsenergie dieses letzten Neutrons des: Kernes 709Pb 
asst sich aus der Schriédinger-Gleichung 


: 


h2 
2M 


AY’, =r ®,, ES a E, bade (6) 


rmitteln u. zw. ist die Bindungsenergie des letzten Neutrons gleich dem klein- 
ten Energieeigenwert. 

Da das Potential lediglich von der vom Kernzentrum gemessenen Ent- 
rnung r abhangt, kann y, als Produkt einer radialen Wellenfunktion und 
iner Kugelfunktion Y; geschrieben werden. Der Grundzustand wird also 
lurch folgenden Ansatz ausgedriickt : 


Bata lr) Yn (9 ca, (7) 


f 


70 Yoo) die Kugelfunktion bezeichnet, die der Nebenquantenzahl / = 0 und der 
agnetischen Quantenzahl m= 0 zugeordnet ist: 


1 
ve So a aO 
00 4x 
ie Funktion R,(r) hat die Randbedingungen R,(0) = R,(oc) = 0, die radiale 
chrédingergleichung 


h2 u” 
eRe @ (Ro R,, (8) 
At + ®, (r) 


wie die Normierungsbedingung 


befriedigen. . : 
Die Differentialgleichung (8) wurde numerisch (mit Hilfe der Methode von 

idams—Stérmer) in Ar = 0,04 ry Schritten gelést, wobei sich fir den 

nergieeigenwert ein Wert von 


l Acta Physica V/4 


7, 
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ergab. Erfahrungsgemaes betragt dagegen die Bindungsenergie des letzten 
Neutrons des: Kernes “g3Pb[4] : 


Eemp — — 3,74 MeV. 


3. Die Bindungsenergie des letzten Protons des Kernes 209Bi 


Der Kern 7s3Bi enthalt ausser den abgeschlossenen Nukleonenschaley) 
noch ein Proton, das sich in dem durch die Gl. (4) gekennzeichneten Potential! 
feld bewegt. Die Bindungsenergie des letzten Protons des Kernes Sg 2 wird 
der kleinste Energieeigenwert der radialen Schrédinger-Gleichung | 


h2 "” : 
— 2h, +-0,R,=E,R 10) 
aM? p4*p pp ( | 


| 
sein. Fir diesen Energieeigenwert wurde ein Wert von / 
| 

E, = — 7,75 MeV (11 


gefunden, wahrend die empirisch ermittelte Bindungsenergie 


Eeme — — 3,66 MeV 
betragt. 


4. Die Bestimmung des Wirkungsquerschnittes fiir die Streuung : 
von thermischen Neutronen 


Die thermischen Neutronen haben nur eine geringe aus der Warmebewe 
gung resultierende Energie. Im Falle kleiner Energien lasst sich nun der Strev 
querschnitt am einfachsten mit der Methode der partiellen Wellen bestimmer 
u. zw. erhalt man hierbei den Streuquerschnitt wie folgt[5] : 


4, = ~ 
== > (+ 1)sin® or. (12 
1=0 


’ Hier ist k die Wellenzahl des einfallenden Neutronenstrahls, die mit der kine 
tischen Anfangsenergie der gestreuten Neutronen in folgendem Zusamme} 
hang steht: . 

2M | 
2s " ‘ 
pte = = EY eh ; (1. 
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ie Gréssen 0; sind Phasenkonstanten. Wie bekannt[5], ist die Phasenkonstante 

im Falle 1 > kro praktisch gleich Null. Es geniigt also in der Gl. (12) die Sum- 
jerung auf jene Nebenquantenzahlen | zu beschrinken die nicht viel grésser 
s kr) sind. Bei Neutronen mit kleiner Energie ist auch die Wellenzahl k sehr 
ein, so dass es geniigt, die ersten paar Glieder der Summe iiber | zu beriick- 
chtigen. Im folgenden seien die Berechnungen fiir thermische Neutronen aus- 
thrlich wiedergegeben. Die Energie dieser Neutronen betragt weniger als 10 eV, 
so ist auch ihre Wellenzahl kleiner als 10~° r, ‘. In diesem Falle. geniigt 
;, die der Nebenquantenzahl / = 0 entsprechende Phasenkonstante 0, zu bestim- 
en und den Streuquerschnitt aus der folgenden Formel zu berechnen : 


C= = sin? 0p . (14) 
ie Phasenkonstante 6, wird durch das asymptotische Verhalten der zur Neben- 
uantenzahl | =: 0 gehérenden radialen Wellenfunktion R,(r) bestimmt. R,, 
t aus der radialen Wellengleichung zu ermitteln, die auf Grund der Gl. (13) 


i folgender Form angesetzt werden kann : 


2M 


Ry + |M— So, R,=0. . (15) 


jer ist ®, das auf das gestreute Neutron wirkende modifizierte Potential. 
ie Differentialgleichung geht bei grossen Werten von r in die Gleichung 
1+ KR, = 0 iber, deren allgemeine Lésung 


R,,(r)> = sin (kr + 05) | (16) 


utet. Hier sind 4 und 6, durch die Randbedingungen bestimmt. Die Rand- 
sdingung R(0) = 0 bestimmt eindeutig die Grésse von 69. Das so berechnete 
, ist nun in die Gl. (14) einzusetzen. 

Die Lésung der Differentialgleichung (15) ist in Abb. 1 qualitativ ver- 
aschaulicht. Die Lésung fiir R,(r) nimmt schon vor der ersten Nullstelle a, 
as durch die Gl. (16) ausgedriickte asymptotische Verhalten an. Die Nullstelle 
ird also durch die Gleichung 


kag +0) =2 (17) 


estimmt. Wird nun durch die (numerische) Integration der Differentialglei- 
1ung (15) die Nullstelle ay der Wellenfunktion R, ermittelt, so lasst sich die 
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Phasenkonstante 6, mit Hilfe der Gl. (17) wie folgt berechnen : 


69 = 2 — kay. 


Fir den Streuquerschnitt erhalt man 


AT 05 . 
Om aa sin? (kay) . (1: 


Die Differentialgleichung (15) mit der Randbedingung R,(0)= 0 wur 


mit der numerischen Integrationsmethode von Adams— Stormer (in Ar = 0, 


Si 


Abb. 1 


Schritten) gelést. Es ergab sich, dass die Nullstelle a) im Wellenzahlberei 
= kik 10-*r, praktisch unabhingig von k ist, wobei ihr Wert im Falle di 
Kernes 728Pb 4 

dg = 5,18 ry = 7,02-10-3? cm (1' 


betragt. Der Wirkungsquerschnitt fir die Streuung thermischer Neutronen ai 
Kern 705Pb ist also : 


An. 
C= Al sin? (5,18 kro) . ° 


Da kr, kleiner als ein Tausendstel ist, kann die Sinusfunktion auf d 
rechten Seite der Gl. (20) in guter Naherung durch ihr Argument ersetzt werde 
Fihrt man dies durch, so fallt aus dem Ausdruck fiir o die Wellenzahl k heran 
so dass der Streuquerschnitt fiir thermische Neutronen von der Energie unabha 
gig wird : 

o = 4n(5,18ry)? = 6,19 - 10~** em2, (: 


~ 
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Erfahrungsgemass ist der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung ther- 
mischer Neutronen am Kern 208 Pb tatsachlich von der Energie unabhangig 
und weist den nachstehenden Wert auf [6] : 


em —24 6 
oP — 9.0 - 10 cm?, 


5. Die Bestimmung der Halbwertzeit des /-Zerfalls des Kernes 7°2Pb 


Man kann sich den f-Zerfall des Kernes 7{$Pb so vorstellen, dass sich das 
ausserhalb der abgeschlossenen Nukleonenschale befindliche Neutron in ein 
Proton umwandelt und inzwischen vom Kern ein Elektron emittiert wird. Der 
Kern *¢$Pb wandelt sich durch den f-Zerfall in den Kern 203Bi um. 

Die Halbwertzeit T soll mit Hilfe einer vereinfachten Theorie des f-Zer- 
falls bestimmt werden. Zwischen dem Nukleonen- und dem Elektronenfeld sei 
die einfache Fermische (pseudovektorielle) Wechselwirkung angenommen. Es 


ist bekannt, dass sich diese Wechselwirkung bei den zulassigen 6-Ubergangen als 
zine gute Naherung erwiesen hat; allerdings kann sie nicht zur Ermittlung der 
Auswahlregeln oder des Energiespektrums der verbotenen Uberginge verwen- 
det werden. Da der 6-Ubergang des Kernes *88Pb nicht verboten ist, verur- 
sacht die Naherung keinen wesentlichen Fehler. Als weitere Vereinfachung sei 
yon der Coulombschen Wechselwirkung zwischen dem emittierten Elektron 
nd dem Kern abgesehen. Mit diesen Vernachlassigungen lasst sich die Halb- 
wertzeit T aus der folgenden Formel ermitteln[7] : 

= =| MPF (x9) (22) 
Lot te . 


In dieser Formel bezeichnet M das Matrizenelement M = j Yn pp dv, das aus 
Jer Anfangswellenfunktion y, und Endwellenfunktion y, des im Kern seine 
Ladung andernden Nukleon gebildet wird, wahrend T) eine Konstante von der 
Dimension einer Zeit ist, deren Wert t, = 3 - 10° sec betragt. Ferner bedeutet 
Wy die Energiedifferenz zwischen dem Anfangs- und dem Endzustand des Ker- 
aes in m,c?-Einheiten ; diese steht mit der maximalen kinetischen Energie der 
emittierten Elektronen im folgenden Zusammenhang : 


€o 


Ba be (23) 


Wy = 
0 
2 
My € 
"Ba 


9 Ehliesslich bovesslinet f in der Gl. (22) folgende Funktion : 


2 i a ea a 
f (wo) = Vp — 1 pL res pie BD fata Fe eee ial Oe (24) 
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Setzt man in den Ausdruck fir M mit Hilfe der Gleichungen 
: pet R | +, @) | 
YP, = —Rn(r) Yoo (9,9) 5 P= — p(r r) Yoo (Y, i) 


Tr T 


die Eigenfunktionen R,(r) bzw. R,(r) der Eigenwertprobleme (8) und (10) e¥ 
so ergibt sich fiir M der folgende Wert : 


— | R,R,dr= 0,558. (2 


0 


Laut der Erfahrung betragt die maximale kinetische Energie der emittii 
ten Elektronen beim f-Zerfall des Kernes ° oop é) = 0,68 MeV. Bei Herana 
hung dieses empirischen Wertes ist wy = 2, 3 und f (wo) = 0,63. Setzt man dij 
Angaben in die Gl. (22) ein, so erhalt man fiir die berechnete Halbwertze} 


T = 2,94 Stunden. ( 
wihrend die empirische Halbwertzeit 


T”? — 3,32 Stunden 
betragt[8]. 


6. Diskussion 


Es wurde mit Hilfe des modifizierten Potentials die Bindungsenergie 
letzten Neutrons des Kernes 733Pb und des letzten Protons des Kernes g 
berechnet, ferner der Wirkungsquerschnitt fir die Streuung thermise! 
Neutronen am Kern 7{8Pb und die Halbwertzeit des f-Zerfalls des Ker 
209Pb. In allen vier Fallen gelang es, eine gréssenordnungsmassig gute Ubere 
stimmung zwischen den berechneten und den empirischen Werten zu erzie 
Mit Ausnahme der Bindungsenergie E, fiir das Proton stimmen namlich 
berechneten und die empirischen Werte innerhalb einer Fehlergrenze von 
bis 30% miteinander iiberein. Da diese vier Daten ein recht heterogenes Gel 
umfassen, ist diese gréssenordnungsmassige Ubereinstimmung nicht als zu 
lig zu betrachten. — ; : 

Die Energie des Protons E, liegt tiefer als die Energie des Neutrons 

- was mit dem empirischen Befund in Widerspruch steht. Dieser Widerspr 
lasst sich — worauf schon Gombds in der vorangehenden Arbeit hingewie 
hat — voraussichtlich dadurch beheben, dass man die Dichteverteilung 
Neutronen und Protonen als voneinander betrachtlich verschieden vorausse 


> 
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und zwar miisste man annehmen, dass sich die Protonen mehr im Kerninneren 
aufhalten und etwa eine Gausssche Dichteverteilung haben, so wie sie hier 
vorausgesetzt wurde, die Neutronen jedoch eine von dieser betrichtlich ver- 
schiedene Verteilung aufweisen, etwa von der Form, wie sie in der Fig. 3 der 
vorangehenden Arbeit von Gombds. dargestellt ist. 
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eRe aS 


TEOPETHYECKOE OMPEQEJIEHHE HEKOTOPbIX MOCTOAHHbIX 
ADPA *8Pb HA OCHOBE CTATHCTHYECKOMN MOEJIN APA 


. KuWw ou 
Pe3s1wme 


IIpH MoMOWH MOAMuUMpOBaHHOTO MOTeHIIMaNa B3AMMOACHCTBHA ATOMHDIX ANep uM 
HYKICOHOB ONpedenMNacb SHEPrMA CBxA3M KpaiiHero HeHTpoHa Apa Pb wu KpalHero mpo- 
TOHa sjipa *{Bi. Takum ke 06pa30m onpesesmsnch TawKe u sPeKTHBHOe CeYeHHE pacces- » 
HHA TEPMHYCCKHX HeTPOHOB Ha Ape *3:Pb. u BpemaA Momypacnaya Busnyyenua spa 733Pb. 
Jina oTux BemMunH MonyyeHb crexyroulme pesynbTaTH: En = — 2,65 MeV, Ep = — 7,75 
MeV, o = 6,19 Gap u T = 2,94 4aca. DMNMpH4eCKHE HM BHIMMCIICHHbIC SHAYCHUA M10 MOPAAKy 
BeIM4MH XOPOUIO cOrmacyHOTCA BO BCeX YeTHIPeX CIyUaAX. 
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KPATKHE COOBLEHNSA — BRIEF REPORTS — KURZE MITTEILUNGEN 


“RESONANCE OF PARAMAGNETIC FARADAY EFFECT 
IN Cr,(SO,),, MaCl, AND CoC], AT 3,37 cm 
WAVELENGTH 


By 
P. HEDVIG and A. NAGY 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, DEPARTMENT OF ELECTROMAGNETIC WAVES, BUDAPEST 


(Received 3. TX. 1955) 


We have investigated the Faraday effect in several paramagnetic salts 
of the iron group elements near the paramagnetic resonance point Hr = g6v 
(H being the d.c. magnetic field intensity in oersteds applied parallel to the 
microwave radiation ; g the spectroscopic splitting factor; 6 the Bohr mag- 
neton, and v the frequency of the microwave radiaton in c/sec). 

Near the resonance point the Faraday rotation changes sign as predicted 
theoretically by Kastler [1] and shown experimentelly by Ryter and Exterman 
[2] for MnSO,, Neprimerov [3] for MnSO, and CuSO,, Gozzini [4] for MnSO, 
and MnCOQ,. 

Our measurements were carried out in a cylindrical waveguide-section 

containing the probe. The waveguide was surrounded by a solenoid capable 
of generating a magnetic field up to 5000 oersteds. The waveguide propageted 
TE,, mode, 3,37 cm microwave radiation. The detector system was the same 
as described by Ryter and Exterman [2], — and could detect rotation as well 
as absorption. The length of the probe was 10 cm. 
- ‘The main results are as follows : The manganous suplhate shows a great 
rotation near the resonance field of 3200 Oe. The maximum of the paramag- 
netic absorption curve coincides with the inversion point of the rotation angle 
— versus d. e. field intensity curve. The corresponding g factor is 1,98. The 
cupric sulphate shows great paramagnetic absorption with weak Faraday 
rotation. We found an inversion field intensity 2920 Oe — with a correspond- 
ing (g) factor of 2,18. That agrees very well with the measurements of Nepri- 
‘merov [3]. 

MnCl, was investigated already by Wilson and Hull [5], but far from 
resonance. According to our measurements MnCl, shows a resonance effect 
of Faraday rotation at 3450 Oe, for 3,37 cm wavelength. The corresponding 


Fe 
& factor is 1,84. The maximum of the specific angle ERO EOE St REY 


minutes/em, 1 being the length of the probe. The measured curve is shown in Fig 1. 
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Cr,(SO,)3 showed an inversion field of 3400 Oe corresponding to a g factor 


1,87. The maximum of the specific angle of rotation is maximally +2,5 minut 
em. (See Fig 2.) 


Fig. 1 


The Faraday effect in CoCl, was very small and hard to detect. Still 
_ seems reasonable to state that there is an inversion point at 3150 Oe, cor 


ponding to a g factor of 1,93. The maximum of the specific rotation was i 
about +0,3 minute/em. — igs 


~ 


| 
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rotation spectrum» exists indeed, it is very weak; (approximatively 0,05 
minutes)/cm specific rotation angle. 
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TECHNISCHE BEMERKUNGEN ZUR, ZUCHTUNG 
VON EINKRISTALLEN AUS SCHMELZEN 


Von 
I. TARJAN und GY. TURCHANYI 


INSTITUT FUR MEDIZINISCHE PHYSIK DER ROLAND-EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Eingegangen: 5. IX.-1955) 


Die Herstellung von Einkristallen ist ein Problem, dem sowohl vom 
Gesichtspunkt der Wissenschaft als auch der Industrie eine grosse und aktuelle 
Bedeutung zukommt. Im nachstehenden sollen einige kleinere technische 
»Kunstgriffe« geschildert werden, die bei der Ziichtung verschiedener Ein- 
kristalle im Laboratorium angewandt wurden. 

1. Substanzen, die in freier Luft schnell zerfallen, werden gewéhnlich 
in starrwandigen Rohren geziichtet. Es kommt hierbei jedoch haufig vor, dass 
beim Abkiihlen des fertigen Kristalls — selbst dann, wenn das Abkihlen 


a 


Abb. 1 


mehrere Tage hindurch erfolgt — entweder der Kristall oder das Rohr, oder 
sogar auch heide, infolge der Adhasion und des Unterschiedes der Warme- 
ausdehnungskoeffizienten Spriinge erleiden. Zur Vermeidung dieser unange- 
nehmen Erscheinung wurde z. B. bei der Ziichtung von NaJ(TI)-Kristallen 
‘nach der Methode von Bridgmann auf die folgende Weise vorgegangen. Das 
“Ausgangsmaterial wurde in ein Rohr gegeben, das sich in seiner oberen Halfte 
yerbreiterte und dessen Form im allgemeinen der bei der Ziichtung von Kri- 
‘stallen benutzten Form entsprach (Abb. 1). Das Rohr endete unten in einer 
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Kapillare, um ein polykristallines Wachstum zu verhindern, wahrend der am 
oberen Ende befindliche Haken zum Aufhangen diente. Der fertige Krista 
fallt bloss die untere Halfte des Rohres aus. Die Temperaturverteilung de: 
Ofens wurde so geregelt, dass bei Beendigung der Kristallisation selbst de: 
kalteste Teil des fertigen Kristalls eine Temperatur aufwies, die um nur 20 bi: 
30° G unter dem Schmelzpunkt lag. Danach wurde der Ofen umgedreht und da: 
Rohr an seinem unteren Ende aufgehangt. In dieser Lage wurde es solange 
erwarmt, bis der die Wand berihrende Teil des Kristalls schmolz. Der abge! 
schmolzene Kristall fiel in den breiteren Teil.des Rohres, wo er nur an einige 
Punkten mit der Rohrwand in Beriihrung stand, so dass seine Abkihlun 
spannungsfrei stattfinden konnte. Auch die beim Schmelzen der Oberflache 


a b 
Abb. 2 


entstandene Schmelze verursachte keine Stérung, weil sie in den kugelférmiger 
Zusatzteil abfloss. ; | 

Noch eine Bemerkung. Es ist fiir die Orientation des zu wachsen beginnen- 
den Kristalls nicht gleichgiltig, wie der untere Teil des Rohres ausgebildet ist 
In Abb. 2 werden zwei verschiedene Ausfiihrungen gezeigt, wobei zugleich: 
in beiden Fallen die haufig vorkommende Orientation der ersten Keimkristalle 
sowie auch die Lage der Rissflachen im wachsenden Kristall angegeben wird 
Vom Gesichtspunkt der Verwendung der Kristalle scheint die in Abb. 2b gezeigte 
Ausbildung vorteilhafter zu sein, weil so, falls notwendig, vom fertigen Kristal 
ein grésseres Stiick abgespaltet werden kann. 

2. Bei der Ziichtung von Kristallen wird auf die Gleichmassigkeit de: 
Wachstums in die verschiedenen Richtungen grosses Gewicht gelegt, was vor 
den einzelnen Forschern in verschiedener Weise erreicht wird. Bei Anwendun; 
des Kyropoulos-Verfahrens wurde bei den hier beschriebenen Versuchen da: 
eine Mal der Keimkristall, das andere Mal der Tiegel gedreht. Die Drehung de 
Keimkristalls wurde — ohne dass die Drehung die Abkihlung gehindert hatte — 


80 gelést, dass auf das Kihlrohr ein verdrehbares Rohr gezogen und der Kein 
an ‘dieses -gebunden wurde. 


— 
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Bei Drehung des Tiegels lag dieser auf einer Schamottescheibe, die auf 
einem Stab befestigt war, wobei dieser Stab durch eine am Boden des Ofens 
befindliche Offnung hinausgefiihrt wurde und als Drehachse diente. Von den 
s Methoden erwies sich die letztere als vorteilhafter, da so in jeder Richtung 
gleiche Temperaturverhiltnisse gewahrleistet werden konnten, selbst dann, 
wenn die Heizung nicht symmetrisch war, wihrend die beim Drehen des Keim- 
kristalls aus den verschiedenen Richtungen eintreffenden unterschiedlichen 
Temperaturverhaltnisse auch weiterhin im Tiegel bestanden. Obwohl man auch 
dann ein zylinderférmiges Wachstum erhielt, kann es dennoch nicht als gleich- 
miissig bezeichnet werden, da es bei der Drehung des Keimkristalls in gewisse 
Richtungen rascher vor sich geht als bei Drehung in andere, je nachdem ob der 
Temperaturgradient der Schmelze in die betreffende Richtung grésser oder 
kleiner ist. Bei der Drehung des Tiegels war auch jener Umstand giinstig, dass 
der Ofen gegeniiber dem Tiegel und dem Kristall gehoben und gesenkt werden 
konnte, wodurch die Steigerung des Kristallwachstums in vertikaler Richtung 
und die vollstandige Ausnutzung der Schmelze in einfacher Weise erméglicht 
rde. . 
3. Im Zusammenhang mit der Ziichtung von NaJ(TI)-Kristallen nach 
dem Kyropoulos-Verfahren erwahnt R. B. Owen, dass er nur bei langsamem 
Wachstum brauchbare Kristalle erhalten habe [1]. Unsere eigene Erfahrung 
list, dass eine einfache Anwendung des Kyropoulos-Verfahrens bei NaJ(TI) 
Inicht zu Kristallen von guter Qualitat fihrt. An der Oberflache der Schmelze 
lerscheinen namlich Parasitenkristalle, das Wachstum geht in der einen oder 
der anderen Richtung sprunghaft vor sich; der Zuwachs wird wolkig, poly- 
kristallin. All dies unterbleibt, wenn man den Tiegel z. B. mit Halbringen 
aus Porzellan abdeckt. Die Abdeckung schiitzte nicht nur die Schmelze vor 
hineinfallenden Verunreinigungen, sondern massigte auch die rasche und un- 
gleichmassige Abkiihlung der Oberflache, so dass das Wachstum am Keim- 
ikristall durch die Regelung der durchgehenden Warmeabfuhr gesteuert werden 
bkonnte. Ausserdem hemmte die Abdichtung auch das Eimstrémen der Luft 
zum leicht zersetzbaren NaJ(Tl). Die Ringe wurden mit dem Fortschreiten des 
}Kristallwachstums allmahlich entfernt. Auf diese Weise gelang es, NaJ(TI)- 
Kristalle von guter Qualitat mit ungefahr der gleichen Geschwindigkeit wie 


andere Alkalihalogenide zu zuchten. 
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THERMAL EXPANSION COEFFICIENT OF NUCLEI 


By 
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(Received 6. TX. 1955) 


As is well known a close connection exists between the excitation energy 
and temperature of a physical system, i. e. the excitation of a nucleus corres- . 
ponds to an increase in its temperature. In the investigation of nuclear reactions 
the problem arises to what extent the nuclear radius and volume depend on 
the increase of temperature [1], [2 ]. 

The variation of the volume with temperature is determined by the ex- 


pansion coefficient, which is defined by 
(dV 
eens el (1) 


(the notation having the usual meaning). 

The present paper deals with the theoretical estimation of the expansion 
coefficient of the nucleus. Because of the lack of an exact equation of state for 
nuclei a possible way to determine the expansion coefficient is to calculate it 
by means of various nuclear models. If the values obtained in this way do not 
differ greatly, the expansion coefficient can be regarded as determined in good 
approximation. In our calculations we use approximations valid at low temperat- 


“ures. 
§ 1 


Let us consider the nucleus as a Fermi gas in a given volume’V, at first 
‘neglecting the nuclear force interactions between the individual nucleons. 
The pressure as function of the volume and temperature in the degenerate 


ermi gas is given by 


ANS A 13 : 
p=6, a + O,(KT? | ae) 
32/3 fh? Do \e® Act? oN: 
Ge = | 9 Oe 2 ~) 
2x} 20M 34 F pee 


gy Acta Physica V/4 ne - - - 


_ here ry is the quotient of the nuclear radius and the cube-root of the mass numbe 
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h is the Planck constant and M the nuclear mass. (For simplicity we assumes 
the proton and neutron mass to be equal.) 
Transforming equation (1) we get 


fr \ 
me (3 
Vo | Op 
aV |r : 
Substituting (2) into (3) and omitting the terms of the order of T? we obtai ni 
instead of (1): 
‘a = BO. K?T 


| 


-4 2 
po _ 212ntM ue 


Ohi ae ae es 7 
i 


Using the empirical value rp = 1,37 - 10 1° cm we get 
BOy.a 7,5: 10-2 Mey. 


If the repulsive interactions ‘between the individual nucleons are thougl 
of as repulsive ppbetce around each nucleon [3] the Ae Weeds! gene me: 


‘ss 


’, 
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As can be seen the correction is not significant because by inserting the value 
of rn obtained from scattering experiments [4], the value of B® eer canes by 


yl about 10 per cent. 


§ 2 


In the following the expansion coefficient will be calculated by taking 
into account the nuclear force interactions between the nucleons, 

The energy of a nucleus can be described as the sum of the kinetic and po- 
tential energy, the Coulomb energy and the temperature dependence of the 
yotential energy being neglected : 


E (R, T) = Epot (R) + Exin (R, K?T?) . 


The state of equilibrium is obtained in the case when the function FE (R,T) 
$ a minimun, that is 


at SFR) o0. 0 (8) 


hus we have 2s 


K?T? = f(R). 


= 


coe <a 


If we assume for our case re = 0; AB) may ie pevandedi ina Taylor series, 


s we get: . ; 


s ie dR 2 i ee Roe eae > ( ) 


aT a fh Hite AN RRS | oe 


AAR} R-Rp eae “a 


<2 


Sp sg Sig eagle IY se 25 = 
g ssa mick Rea (8) into (1) we get 
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(here P, is the Majorana type operator), derived a formula for the bindin, 
energy which, with proper choice of parameter values, gives the energy saturatio i 
of heavy nuclei. Using these values for G and b we get 


B@) = 5,95-10-8 MeV?. (1) | 
As one can see from the comparison of (5), (7) and (11) the expansio | 
coefficient of a nucleus is almost independent of the choice cf the nucleay 
model and in good approximation its value can be taken as 


a= 6-10-"-K®T g.ad—, j 


where K = 0,86: 10 14 MeV grad +. 

It should be noted that by means of (11) and (1) the temperature depenc) 
ence of the nuclear radius can be obtained. We found that at an excitati , 
energy of 100 MeV the radius increases by only 1 per cent. Thus it is evid 1} 
that the thermal expansion of the nucleus gives rise to significant effe: 
at high temperatures only. ; 

I am indebted to G. Marx and G. Szamosi for valuable advice. 
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